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HERKRAMIENTAS ESTADISTICAS EN HIDROLOGIA

Por H.C. Riggs

Este capitulo sobre '"Teénicas de Investigacién de los Recursos
Hidrolégicos'" provee el material bisico necesario para poder compren

der los procedimientos estadisticos mis usados en hidrologia, propordo
na procedimientos detallados de anélisis de regresién, con ejemplos des

cribe el andlisis de la varianza y de la covarianza y, discute las carac -

teristicas de los datos hidrolégicos.

INTRODUCCION

{
Como el anélisis hidrolégico se hace cada vez mds sofisticado,

el disefio adecuado y la interpretacién de estos andlisis exige un cono -

cimiento mayor de los métodos estadisticos. En realidad, existen dos he
rramientas estadisticas usadas durante largo tiempo: la curva de fre -
cuencia de crecida y la curva de duracién, que requieren un conocimien
to de la teorfa estadfstica para poder hacer una evaluacién adecuada.

Los métodos estadfsticos m&s complejos son los matemdticos, pe
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ro los métodos gréficos son extremadamente {tiles y adecuadamente-
exactos para muchos propdsitos, si se hacen en base a un conocimien
to de las hipdtesis que los sostienen y si se interpretan correctamen-
te. Hasta hace pocos afios los textos de estadistica recalcaban los-
procedimientos aplicables a los datos distribuidos normalmente debi -:
do a que la suposicién de normalidad es apropiada para muchos tipos -
de datos bioldgicos y agricolas. Pero gran parte de los datos usados-
en hidrologia, o no estan distribuidos normalmente o no tienen en lo
absoluto una distribucidn de probabilidad. La mayoria de los hidrélo-
gos aprendieron estadistica en textos o cursos dirigidos hacia el andli
sis de datos normalmente distribuidos. En consecuencia, algunos pri
meros anilisis hidrolégicos, o estaban incorrectamente hechos o se -
interpretaban incorrectamente.

Este capitulo de ""Técnicas de Investigacién de los Recursos Hi-
drolc’;gicc;s" suministra el material bdsico necesario para comprender -
los procedimientos estadisticos mds {tiles en hidrologia. Aunque co -
mienza con el concepto bdsico de distribucidén, se omiten muchos deta-
lles elementales. Se supone que el lector tiene cierta familiaridad con
la terminologia estadistica, con los procedimientos de computacién y -
con la teorfa elemental de probabilidades al nivel obtenido en 16s cursos

de estadistica para ingenieros o a partir del curso por correspondencia .
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'""La Estadfstica Elemental en la Hidrologia' del Geological Survey de los

En Eo U. Uc .

Aunque en este capftulo se recalca la teoria, la forma de ex-
posicién es m&s intuitiva que rigurosa. Se presenta muchos enfoques
précticos de la regresién gréfica y se localizan las trabas asociadas ai
cémputo de las lineas de minimos cuadrados. EIl capftulo finaliza con una

discusién de las caracteristicas estadisticas de los datos hidrolégicos.

DISTRIBUCIONES

El concepto' de una poblacién de objetos que tiene una distribu
cién segilin el tamafio (6 segiin cualquier otra caracteristicas) es bésico
para el método estadistico. No es posible recoger una cantidad suficiente
'clle:da,tos para definir exactamente una distribucién de frecuencia, pero se
' .puéde proba'r la existencia de una distribucién determinada con elQ grado

de confianza deseado repitiendo un experimento muchas veces.

Kendall (1. 952, P. 23) informé acerca de los resultados de u-
na experiencia que hizo tirando 12 dados simultineamente y anotando los seis
que salfarﬁen cada tirada, En la tabla 1 se muestra el resultado obtenido
desples de haber tirado los dados 4.096 veces, ademds se sefiala la frecuen
cia relativa computada a partir de los resultados experimentados y la frecuen
cia relativa teérica computada a partir de la distribucién binomial. El

estrecho acuerdo entre la frecuencia téorica yh experimental indica que
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la distribucién binomial es aplicable a este problema.

TABLA 1, - RESULTADOS DEL EXPERIMENTO
CON LOS DADOS (Segén Kendall, 1952).

N° de Seis Frecuencia Frecuencia . Frecuencia relativa
Relativa. Tebrica.

0 447 0,109 0,112
1 1,145 0,280 ; +0,269
2 1.181 0,288 0,296
3 796 0,194 0,197
4 380 0,093 0,089
5 115 0,028 0,029
6 24 0,006 0,007
7 y més 8 0,002 0,001

TOTAL 4,096 1, 00 1, 00

La distribucién binomial es discreta, es decir, puede tomar va
lores solamente en puntos especificos de la escala. Es posible, en el
experimento, conseguir solamente un nimero entero de seis; no hay ci
fras tales como 5,5 o 3,2 seis.

Comidnmente una variable puede tomar cualquier valor de la es-
cala; a esta variable y a su distribucién se les denomina contfnuas. Se
puede clasificar una variable continua como tal si puede tomar cual -
quier valor de la escala an cuando la limitacién impuesta por las con
diciones restrinja las observaciones a valores discretos. Esta condi-

cién estd presente en la mayorfa de los fenomenos naturales,
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Para ayudarlos a comprender una distribucién, considérense 1.000
anillos divisores de los troncos de varios 4rboles con un tamafio va
riable entre 2 y 240 unidades de espesor.

Si se agrupan por cada incremento de tamafio de seis unida -
des se obtiene un histograma o distribucién de frecuencia (fig. 1). La
irregularidad del perfil de esta distribucién se debe (estadisticamen-
te) al nimero de divisiones usadas en su preparacidn, mientras el na
mero usado sea mayor méis uniforme seré el perfil de la distribucién
de frecuencia. Si el nimero de observaciones se aproxima al infini-
to y 1a magnitud del incremento se aproxima a cero, la evolvente de
la distribucién de frecuencia tendr§ como limite una curva suave.

Luego, si se divide el valor de cada ordenada por un nimero
tal que el 4rea subtendida por la curva sobre el eje de abcisas sea u-
no, la curva resultante es una curva de densidad de probabilidad o de
distribucién de probabilidades, segin se muestra en la figura 2. .

El proceso que se acaba de describir requiere una suposicidén

adicional de que la variable pueda tomar cualquier valor dentro del in

tervalo en que la variable es continua, no discreta,
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Figura N° 1, - Histograma o distribucién de frecuencia de 1. 000 divi-
sores anulares de troncos de 4rboles.
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DENSIDAD DE PROBABIL I DAD

1 A i i 'y '
30 60 90 120 150 180 210 240

Anchura de los Anillos

Figura N° 2, - Curva de densidad de probabilidad de 1,000 divisores anu
lares de 4rboles,

La distribucién de probabilidad tebrica describe la relacién en -
'fre el tamafio (o alguna otra caracteristica) y la probabilidad. Para que
esta relacibén sea v4lida hay que tomar los elementos al azar, o estos -
deben surgir de esta manera, El tamafio de cualquier elemento tomado
- no debe depender del tamafio del que se ha tomado anteriormente. De a
cuerdo con las distribuciones de frecuencia se define la probabilidad co
mo frecuencia relativa, La distribucién de los seis obtenidos al arrojar
repetidamente 12 dados se puede ilustrar llevando a un gréfico los valo
res de las frecuencias tebricas relativas de la Tabla 1. Las frecuencias
relativas de cada uno de los incrementos de 6 unidades de la figural, se
podrian computar de iguél manera. En el primero de estos ejemplos,
con cada posible resultado se asocia una probabilidad; en el segundo, con

cada aumento de tamafio. Aqui la probabilidad es la de obtener no una



Pig. 7

pieza especifica sino una pieza cualquiera comprendida dentro del incre-

mento del tamafio. Para la distribucién continua se requiere esta interpre
tacién debido a que existe un niimero infinito de valores posibles y, por lo
tanto, no hay la probabilidad de ocurrencia de un elemento en particular.
Refiriéndonos de nuevo a la figura 2, podemos ver que la probabi -
lidad estf relacionada con la distribucién continua de la manera siguiente:
el 4rea que subtiende la curva representa la suma de todas las probabilida
des y debe de ser por lo tanto igual a la unidad. Debido al hecho de que pa-

ra definir la distribucién para la cual el 4rea total es uno, la probabilidad -

-

de que cualquier elemento caiga dentro de cualquier segmento de la distri-

bucién es igual a la relacidn que existe eéntre el 4rea de ese segmento y el

drea total.
Las distribuciones que se acaban de describir, la continua y la dis

creta, se denominan distribuciones relativas de frecuencia, distribuciones

de probabilidades o sdlo distribuciones. Sin embargo la interpretacién de -
probabilidad es vdlida solamente si se toman los datos al azar, por ejemplo,
el flujo diario promedio de un rfo estid estrechamente relacionado con el flu-

jo de los dfas anteriores, luego a la distribucidén del caudal diario no se a -

plica estrictamente la interpretacién de probabilidad.

También es posible aproximarse a una distribucidén que simplemen -

RS i
e

te describe a la muestra, Por ejemplo, la distribucién del tamafio de los -

\ : 3 .
\_ granos de una muestra tomada de un lecho fluvial se mide para caracterizazr

N

\
\,
\,
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al material, no hay interés en averiguar la probabilidad de obtener un gra-
" no de un tamafio X por muestreo adicional, Aquf la muestra no es un grano
sino el conjunto de granos de diferentes tamafios.

Sélo se usan ampliamente unas cuantas distribuciones tebricas stan-
dard. La inferencia y la teorfa de muestreo se basan en su mayor parte, en
la distribucién normal con la cual se supone que el lector estd familiarizado.

En este capitulo y en los siguientes se introducirén otros tipos de dis

. . Id .
tribuciones tedricas, cuando se considere apropiado.

DISTRIBUCIONES ACUMULATIVAS

Supongamos que conocemos la curva de densidad de probabilidad(dis-
tribucidén de probabilidad) pPara una variable y que estamos interesados en la
probabilidad de un evento al azar mayor que un valor particular E. Esta pro-
babilidad se puede obtener midiendo o computando la relacién del drea total
por encima del valor bisico. Por ejemplo, la curva de la izquierda de la fi-
gura 3 muéstra una curva que subtiende un 4rea de 0,1 a la derecha del pun-

to E, es decir P=0, 1, Luego la probabilidad de un evento al azar mayor que

Ees 0,1,

DENSIDAD DE
PROBABIL IDAD
MAGNI TUD

—

ol
MAGNITUD PROBABIL IDAD DE EXCESO

Figura N° 3, -Curva de densidad de probabilidad (ala izquierda) y SQ/iorma
acumulativa (a la derecha) ’
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Se pﬁede preparar otra forma de la curva de probabilidades acumu
lando las probabilidades desde un extremo de la curva y llevando cada una
de estas probabilidades acumuladas a un gréfico en funcién de la magni -
tud del suceso apropiado., Generalmente, la acumulacién se realiza mate~
m&ticamente. El resultado de esto es la curva de la derecha de la figura
3. Las distribuciones acumulativas se llevan comdinmente a una escala -
gréfica de probabilidades tal que la curva teérica resulta ser una linea
recta. Esta escala se puede improvisar para cualquier distribucién bipa
ramétrica. Se conoce y se usa mucho el papel normal de gréficos de pro
babilidad, En muchos anflisis de frecuencia hidrolégica se usa el papel
Gumbel. (Aunque la distribucién Gumbel del valor extremo es uﬁa distri
bucién triparamétrica; un pardmetro,la oblicuidad, es constante para la
forma usada y permite la construccién de una escala que da un gréfico de

lfnea recta). Los papeles de probabilidad normal y Gumbel se encuentran
e

en el mercado con ambas escalas, Por lo tanto, existen cuatro tipos de -
: _, ]

-

distribuciones, a saber: normal, normal-og, Gumbel y Bumbel-log.
Cuando la curva de densidad de probabilidad se acumula desde el ex
tremo derecho, se obtiene la probabilidad de exceder a las diferentes mag
nitudes. Si se acumula desde la izquierda, se obtienen las probabilidades
de no exceder esas magnitudes., La curva acumulativa apropiada, méds co
munmente llamada curva de frecuencia, depende del uso deseado. Las di
ferentes distribuciones teéricas acumulativas usadas en hidrologfa y los

métodos de estimacibén de sus pardmetros a partir de una muestra de datos se
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discute en otro capitulo de esta serie.

INFERENCIA ESTADISTICA

Hemos tomado registros, a través de 54 afios, de datos del rio
Rappahannock de Virginia y se nos antojan dos preguntas acerca del flu
jo promedio. Primeramente, Cdal es el flujo promedio para este perig
do?. Este es un valor inico que se puede computar ficilmente. La se- o
gunda pregunta es: Cdal es el flujo promedio del rfo?. Sélo podemos su
poner que la media del ejemplo de 54 afios es una estimacién de la ver -
dadera media (de poblacién). En otras palabras, a partir de las carac -
terfsticas de una muestra de esa poblacién podemos deducir las carac-
teristicas de ésta,

La inferencia estadfstica se basa en la teorfa del muestreo. De
una poblacidén de caracteristicas conocidas se sacan muchos ejemplos,
(ya sean réales © conceptuales) y se define as{ la relacién que existe-
entre las caracteristicas de la muestra y las de la poblacién. La teo -
rfa del muestreo exige el uso del concepto de una distribucidén de pro -
babilidad. Supongamos que la distribucidn de alguna variable cualquie-
ra es normal con una media & y una desviacién standard o; segin se
muestra en la figura 4. (EIl término'‘cualquiera', en la forma que se u

sa aqui, quiere decir que la probabilidad de sacar un elemento de la po

blacién es la misma que para otro elemento de ésta).
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AL

Figura N° 4. - Distribucién normal,

Supongamos ahora que tomamos muchas muestras de tamafio N de
esta distribucidn, que computamos la media de cada una de estas muestras,
y la media,y la varianza de las medias de estas muestras. En la figura N°
5, la distribucidén de las medias de muestras de tamafio N se sobrepone a
la distribucién original. Se puede demostrar que la distribucién de la me-
dia estf centrada en 4 y que la desviacién standard de la distribucién-
de la media es: a’/ﬁN . Por lo tanto, la media de las medias de las mueg
: . 2 . . g M/}a,edc—
tras de tamafio N es una estimacion insesgada de 4¢ .En consecuencia in
ferimos que la media de muestra X, es una estimacién de la media pobla -

cional, Obviamente si usdsemos otras muestras obtendriamos estimacio -

nes diferentes de la media de poblacidn.

Distribucién de las medias
de tamafio N

Distribucién Original

A

Figura N° 5, - Distribucién de las medias de muestras de distribucidn -
normal, -
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{

Podemos apreciar la solidez de la estimacidn, )?, de la media de
poblacién a partir de una muestra sencilla, La distribucién de las medias
de los valores sacados de una distribucién normal es normal, En conse
cuencia, los dos Fercios del valor deben estar comprendidos dentro de
una desviacién standard (/VN) a cada lado de la media,

Sin embargo, no conocemos al valor deo- , por lo tanto, tenemos
que reeﬁxplazarla por S (siendo S la desviacién standard computada a par

tir de las muestras), La distribucién de X con una désviacién standard de

3 o, W)
YA TR AN
Q(‘ j?:f WA e 852

S/VN se conoce como la distribucién t del-estudiante, cuyos valores se -
tabulan en los textos de Estadfstica para diferentes tamafios de N, .

Supongamos ahora que tenemos K muestras de tamafio N y que he
mos definido K diferentes distribuciones de muestreo de la media, Para
cada distribucién de muestreo, podemos definir una media y una escala
de solidez, e interesarnos por saber si tal escala incluye una media ver
dadera. Considerando la escala como un intervalo tomado al azar pode -
mos decir que la probabilidad (P) de que este intervalo incluya ases 1 -e,
en donde "e", es el nivel de significacién. Matem4ticamente, para e =

0,32;
P((S{--O"/V-l\_l)QfA< ()?*cr/\(’ﬁ)) =1-e=0,68

El intervalo que est{ entre parentesis se denomina intervalo de
confidencia, y los extremos, lIfmites de confianza. Nétese que la relacién
e
anterior es verdadera solamente si usamos o en lugar de S, entonces

l - e, es una funcién del tamafio de la muestra y el enunciado apropiado

de probabilidad es:

P ((X - t5/VR) << (X + ts/m))= 1 -e=0,68



en donde la t de estudiante es 1. 09 para 10 g:;'ados de libertad, por ejem-
plo. La amplitud del intervalo confidencial aumenta a medida que disminu
ye el nivel de significacién:por ejemplo, los limites de confidencia de 95%
(e=0.05) son:

(X - 2,235/ VN) (X+ 2,238/ V N)
en donde el valor 2,23 corresponde al t de la tabla para 10 grados de 1i -
bertad.

El intervalo confidencial descrito en el enunciado de probabilidad
es un intervalo cualquiera, no uno especifico. El enunciado de probabili -
dad (para e=0.05) significa que el 95 por ciento de un nimero grande de in
tervalos similarmente obtenidos incluirfa a la media verdadera, Este enun
ciado de probabilidad no se puede extender a un intervalo especifico debido
a que éste contiene o no a la verdadera media y la probabilidad es uno a -
cero. La verdadera media no es una variable, es una constante,

Pero estamos interesados en hacer un enunciado de probabilidad,
con respecto a un intervalo especifico. Podemos decir que la probabilidad
de que obtengamos un intervalo cualquiera que incluya a la verdadera me-

dia, es del 95 por ciento, Ordinariamente, en los informes hidrolébgicos, so

lo se necesita enunciar 1 intervalo obtenido y su nivel, no interpretar el sig

nificado. Ver el articulo de Mood (1. 950 p. 221-222) para tener un enunciado
preciso de la interpretacién de un intervalo de confidencia. De acuerdo con

esta teorfa, se puede hacer una estimacién de la media de poblacién y tam-

.13
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bién una medicidén de su fiabilidad, a partir de una muestra cualquiera.
Este es un ejemplo de inferencia estadistica.

Volviendo a la teoria de muestreo, considérese la distribucién-
de varianzas de una muestra de tamafio N de una distribucién normal.
Esta distribucién no estd centrada en o %sino que estd a la izquierda-
de ella, segin se muestra en el grafico superior de la figura 6. Por lo

DAA QAN N4 Aad

2 " 27
tanto, se conoce a S como un estimador 'sesgado de o2

. Se le pue
de transformar en insesgado dividiendo entre N/(N-1) segin el esquema
inferior de la figura N° 6, La desviacién standard de la distribucidn de

muestreo de S2 . N/(N-l) también se puede computar.

%
q
Nj

s} (N/N - 1)
o2

Figura N° 6, - Distribucién de varianzas de muestras.
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La prueba.de hipétesis es otro uso de la inferencia, a continuacidn
daremos un ejemplo. Supongamos que establecemos la hipétesis nula, Ho,
de que la media de una poblacién es cero, es decir, hacemos la hipétesis -
de que estadisticamente no hay diferencia entre la media y cero, Esta hi -
potesis nula se escribe:

Ho : £L=0

De esta poblacién sacamos una muestra, computamos la estadis -
tica de la distribucién de muestreo de la media y la definimos como nor -
mal con desviacién media cero y standard igual a S/ VN segin la muestra
(Fig.7). Ahora bién, si X ( segiin se calculd a partir de la muestra), se en
cuentra dentro de una desviacién standard del cero, concluiriamos que no
hay base para dudar de la hipétesis, Si, por otra parte X estuviese a dos o
tres desviaciones standard de cero, concluiriamos que no es probable que
la media de la poblacidén sea cero. Por. esta (ltima condicién la probabili-
dad de obtener una X de tal tamafio, a partir de una poblacién de media O,
es pequefia, por lo tanto rechazarfamos la hipétesis y dirfamos que el re-

sultado tiene significado a un cierto nivel de probabilidad, queriendo decir

S/VN

l v
x
)

Figura N°® 7, - Distribucidn hipotética de muestreo de la media.
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que los resultados obtenidos difieren notablemente de la hipbtesis. Un
problema comin es la prueba de significacién de un coeficiente de re-
gresidén. La hipdtesis nula es nuevamente que el valor real del coefi -
ciente de regresion sea cero, y se puede realizar la prueba igual que
antes. Sin embargo, el procedimiento que se usa comunmente es algo
diferente. Se computan los limites de confianza con respecto al valor-
~ tebrico. Si el coeficiente de regresién es b, su error. standard S, y su
valor de poblacién ;6 » 8e encuentra que los limites son:
b- tSb< B3 £ b+tSb

en donde t es el valor apropiado para el nivel de significacién y para el
tamafio de la muestra, Si los limites incluyen el cero, se acepta la hi -
potesis, es decir que el coeficiente de regresién no es muy diferente de
cero. Si los limites se encuentran a un solo lado del cero, se rechaza -
la hipétesis y se considera que el coeficiente de regresién es bastante -
diferente de cero, es decir, tiene cierto significado.

Existen muchas otras pruebé.s de significacién, pero todas las
pruebas paramétricas estin basadas en la teorfa de muestreo y siguen
el procedimiento general descrito anteriormente. Cua:xdo no se conoce

la distribucidén de probabilidad de la variable en estudio se puede usar -

un grupo menos fuertes de pruebas no paramétricas (Ver Siegel, 1. 956).

CORRELACION Y REGRESION, -
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Las distinciones entre correlacién y regresién deben ser conocidas
para aplicar e interpretar cualquiera de los métodos. Estas distin-
ciones son muy marcadas aunque puede parecer que tienen poca im-
portancia debido a la similaridad exi‘stente entre los procedimientos
de computacidn,

Dixon y Massey )1.957, p. 189) hicieron la siguiente distincién
entre las dos : '" Un problema de regresién considera la distribucién
de frecuencia de una variable cuando otra se mantiene fija a diferen-
tes niveles. Un problema de correlacién considera la variacién con -
junta de dos mediciones,ninguna de las cuales se restringe durante el
experimento'.

La correlacidén es un proceso por medio del cual se define el

grado de asociacién entre las muestras de dos variables. El coeficien

te de correlacidén es una definicién matem4tica de esa asociacién. Na-
turalmente, es posible computar un coeficiente de correlacién a par -
tir de cualquier par de juego de datos. La definicién matem4&tica de la
asociacién no implica ninguna relacién de causa y efecto, ni siquiera ,
que la relacidén entre las dos variables es el resultado de una causa co
i

maun,

La teoria de la correlacién exige que se tomen los datos al azar

de una distribucién normal bivariada. Sin embargo McDonald (en 1. 957)
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informd que los estudios experimentales de muestreo sefialan que los e-
fectos de no normalidad que los estadfstas consideran generalmente co -
mo perturbadores, son de magnitudes geofisicamente inconsecuentes.
Otro requisito de la correlacién es que las variables X e Y no con
lleven errores de medicién. Nada se puede medir sin error, luego este -
requisito es solo de grado. La cuestién del error permisible estd sujeta a
decisiones arbitrarias ya que no se sabe el verdadero error de los datos.
E1l producto final del proceso de correlacidn es el coeficiente respectivo;
no una ecuacién., lLas ecuaciones que describen a Y como funcién de X, y
a X como funcién de Y son ecuaciones de regresién, no ecuaciones de co-

rrelacién. Otra manera de establecer la distincién entre correlacién y re

gresién es considerando que la correlacién mide el grado de asociacién en
.

tre dos variables, mientras que la regresién proporciona ecuaciones para

estimar los valores individuales de una variable a partir de los valores da

dos de otra,

La fiahlidad de los resultados de una correlacién depende del nﬁmg

ro de elementos usados para computar el coeficiente de correlacién y la-
magnitud del mismo. Para muestras de 30 6 menos elementos, a menos -
que el coeficiente de correlacién sea muy grande. Por ejemplo Bennett y
Franklin (de 1. 954 p, 275) presentaron una carta en donde se indica que un
coeficiente de correlacidn de + 0, 8 calculado a partir de una muestra de -

20 elementos tendrfa una regién de aceptacién que se extenderia desde 0, 6

T T
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hasta 0,9 para una probabilidad del 95%. Debido a esta inseguridad no se

puede interpretar a plenitud la comparacién de dos coeficientes de corre

lacidn que difieren solamente en unas cuantas centésimas., Tampoco pare
ce haber justificacién para proporcionar coeficientes de correlacién con -
més de dos cifras significativas.

Si razonablemente se puede suponer que los datos se sacan de una
distribuci_én normal bivariada, entonces son apropiados ambos anilisis.
Es bajo esta suposicién que se analizan los ejemplos de la mayoria de los
textos de estadistica. Sin embargo, la regresion es también apropiada en
otras condiciones en que la correlacién no lo es. Las Gnicas suposiciones
que exige la regresidn son:

l. - Las desviaciones de la variable dependiente con respecto a la linea -
de regresidn (para cualquier X prefijado) estfn normalmente distribufdas
Y presentan la misma varianza a través de todo el campo de definicidn.

2. - Se sabe que los valores de la variable independiente no tienen error.

Se considera a la variable dependiente como observacién de una variable

cualquiera, y a la variable independiente como una constante conocida a-
sociada a esta variable cualquiera.

3. - Los valores observados de la variablle dependiente son acontecimien-
tos cualesquiera no relacionados.

4. - Cada una de las variables es homogénea, es decir, todos los valores

individuales de la variable miden la misma cosa. Se consideran los datos
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homogéneos si cualquier subgrupo, al cual se le puede asignar logica -
mente algunos de estos datos, tiene la misma varianza y la misma media
esperada que cualquier otro subgrupo de la poblacién. En regresidn, nin -
guna de las variables necesita tener una distribucibén de probabilidad (pero
naturalmente, se supone que los valores de Y que corresponden a un X fi -
jo estidn normalmente distribuidos). |

Los productos finales de un anédlisis de regresidén son dos ecuacio -
nes: Y =f (Y) y X = f (Y) (generalmente sélo se calcula uno), debido a que-
ésta es direccional. En oposicibén a esto, la correlacidén proporciona un in-
dice de la relacibén entre las variables.

La ecuacidén de regresién dd la cantidad promedio de cambio de 1la
variable dependiente que corresponde a un cambio unitario de la variable -
independiente. Luego da una informacidén més especifica que la que dd 1la -
correlacién. Se puede probar el coeficiente de regresidén para determinar -
gi es apreciablemente diferente de cero; y esta prueba es idéntica a la prue
ba de significacién del coeficiente de correlaci;’m (siempre que los datos se
saquen de una distribucidén bivariada normal).

La fiahlidad de un error se mide por el error standard, que es la -
desviacién standard de la distribucién (supuesta normal) de los residuos con
respecto a la 1fnea de regresién (La figura 8 muestra la distribucién de los

residuos), Por definicibén, el error standard es el mismo en todo el campo
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de X. Ezekiel (1.950, p. 131) 1lamd este error, error standard de estima-
cién. También se le denomina error standard de regresidén y desviacién -

"standard de la regresién.

Figura N° 8, - Distribucién normal de los puntos trazados con respecto a
la linea de regresidn.

El error standard de una prediccién a partir de la regresibén esté -
formado por tres partes: el error de la media, el error de la pendiente de

la linea y el error standard de estimacién, de tal manera que el error stap

dard de una prediccic’m(Sp) es:

2
sp=Se\/1+1 +(X -X)
n (x-x) ¢

en donde Se es el error standard de estimacidn; n, el nimero de elementos

de la muestra y X la variable in.dependiente. Luego el error de una predic -
cién aumenta con la distancia a la media (Snedecor, 1. 948, p. 120). La mayo-

ria de los anélisis requieren el uso de la correlacién multiple o de la regre
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sién, Una correlacién miltiple se evalda por medio de coeficientes par -
ciales de correlacion y de un indice de correlacién total. Un coeficiente

parcial de correlacién es un indice del grado de asociacién entre una va-
riable dependiente y una variable independiente después que se han elimi
nado los efectos de otras variables independientes.

En una ecuacidn de regresidén miltiple los coeficientes de regre -
sién se denominan coeficientes parciales de regresién. Cada uno de e -
llos muestra el efecto que surte un cambio unitario de una dgterminada -
variable independiente sobre Y, cuando se mantienen constantes los efec-
tos de otras variables independientes.

Si las variables independientes de una regresidn estdn relacionadas
entre si, los coeficientes pa-rciales de regresién serdn de una magnitud di-

L]
ferente a los coeficientes sencillos de regresién. (Las variables indepen -
dientes de una regresién estin generalmente relacionadas entre si asf co -
mo también con la variable dependiente). Ver la seccién sobre "Aplicacién
del Método de Regresién'' para la elaboracién de este asunto (p. 19).

Las suposiciones necesérias para la correlacidén se encuentran ra -
ras veces en los problemas de ingenierfa y no se presentan, por lo general,
en los problemas de hidrologia. Muchos de estos problemas a los que no se
puede aplicar el método de correlacién se pueden tratar por el método de re

gresién debido a suposiciones menos restrictivas. Luego se puede utilizar

el método de regresidn para relaciones tales como la de la resistencia del-
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concreto con el tiempo de fraguado, en donde ninguno de los dos valores
se selecciona al azar y ninguna variable tiene una probabilidad de distri
bucién. Obviamente el campo de tal relacién estd limitado al campo de
los datos seleccionados.

En estas condiciones el coeficiente. de correlacién no se aplica, -

pero, naturalmente, se puede computar a partir de la relacién:

r=yf1- (se/syl)2 ,

en donde r, es el coeficiente de correlacién; Se, el error standard de es
timacidén y Sy la desviacidn standard de los valores de la variable inde -
pendiente. De esta férmula se deduce que r depende de Sy el que a su vez
depende del campo de datos seleccionados para problemas tales como la
relacién que tiene la resistencia del concreto con el tiempo del fraguado.
Por lo tanto, si las variables usadas en una regresién no son muestras to
madas al azar, el valor computado de r cambia con el campo de la mues -
tra seleccionada arbritariamente y no tiene entonces significado. La veri-
ficacidén empirica de este enunciado se df por los datos llevados al gréfico
de la figura N° 9. (Estos datos se seleccionaron para demostrar este prin-
cipio; la relacidn no tiene significado hidrolégico).' Usando todos los puntos,

se computa la relacién.

log FMA = 2,27 + 0,59 log AD;
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_ . AREA DE DRENAJE, EN MILLAS CUADRADAS
Figura N° 9. - Grafico usado para demostrar el efecto del campo de mues-

treo sobre los coeficientes computados de correlacidn. La’
l1fnea de trazos es la relaciénzpara 14 4reas de drenaje. que
van desde 103 hasta 5180 Km"™.

Si se usan solamente los 14 puntos para las dreas de drenaje que -

van desde 103 hasta 5180 Kms. la relacibén es:

Log FMA = 2,31 + 0,57 log AD

Esta relacién tiene un error standard de 0, 23 unidades logaritmicas
(casi lo mismo que el error previo standard); pero el coeficiente computa -

do de correlacién es 0,83 mucho mis bajo que el obtenido usando muestras

de un campo mayor. Obviamente, tal variabilidad del coeficiente de corre
lacién lo hard inapropiado como medida del grado de relacién para este ti -

po de aplicacidn,

/
s . ; :
. Este manual d4 mayor énfasis a la regresidén que a la correlacién ,

no sdlo porque esta no es comunmente aplicable a datos hidrolégicos deter

minados sino porque la regresidén proporciona respuestas cuantitativas pa-
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ra problemas especificos. En general,se prefiere la regresién a la co -

rrelacién, para los problemas hidroldgicos aln cuando los datos sean -

buenos para hacer un anilisis de correlacién. Los usos de los andlisis -

de regresidn son:

1. - Para estimar los valores individuales de la variable dependiente que
corresponde a los valores seleccionados de las variables independien
tes.

2, - Para determinar la cantidad de cambio de la variable dependiente asg

ciada con un cambio unitario de la variable independiente.

3. - Para saber si ciertas variables (que no tienen distribuciones de pro -
babilidad) estin relacionadas con una variable dependiente.

4. - Para mejorar las estimaciones de los parimetros que definen la dis -

tribucién de probabilidad de la variable dependiente,

La correlacién es muy dtil en los estudios tedricos y en andlisis de se-

rie cronolégica.

CORRELACION SERIAL, -

Se ha sefialado que para que una distribucién de probabilidad sea vé4-
lida los individuos deben aparecer o ser sacados al azar. Los datos hidrold
gicos tales como las descargas diarias de los rios forman una serie crono -

) 4
légica, es decir una secuencia de valores arreglados por orden de aparicién.
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Las caracteristicas y el andlisis de las series hidroldgico-cronolégi-

cas han sido descritos por Dawdy y Matalas (1.964). Una caracteris-

tica comin de una serie cronolbgica es la existencia de un elemento de
terminado que produce una dependencia entre las observaciones que di
fieren en K unidades , a esta dependencia se le denomina correlacién-
serial, y su grado se mide por el coeficiente de correlacidén serial.

Una correlacion serial de primer orden seria la dependencia en

tre observaciones adyacentes en el tiempo; el orden K-esimo es la de -
pendencia entre observaciones separadas K unidades. El gréfico en don
de se lleva el coeficiente de correlacidn serial contra el orden es un co
rrelograma (Dawdy y Matalas, 1.964).

Para determinar la correlacidén serial, la serie cronolégica se
relaciona consigo misma K unidades aparte. Por ejemplo, la serie crq
nolégica de la primera columna estd relacionada consigo desplazada u-
na observacidn para obtener un coeficiente de correlacién serial de pri

mer orden.,

X -
X, X,
X3 X,
Xn Xn-l

Los detalles de cdlculo son los mismos que para la relacién en-

tre dos variables, y se dan en la seccién "Regresién Lineal Simple'',
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Dawdy y Matalas muestran una prueba de significado de un coeficiente

de correlacién serial de primer orden.

METODOS DE REGRESION, -

La seccidn previa describia la regresidén en términos genera-
les y conclufa con algunos usos de éstas. Esta seccidn describe el com
puto y la interpretacién de las ecuaciones de regresidn, analitica y grd

ficamente, y algunas caracteristicas del método de regresidn.

MODELOS DE REGRESION, -

Un problema de regresidén se comienza con una variable depen-

diente que se quiere predecir a partir de una o varias variables inde -
:

pendientes, Las variables indepeyndiente‘ son valores o caracteristicas
que parecen estar fisicamente relacionadas con la variable dependiente.

A continuacién, necesitamos un modelo que describa la manera
en que las variables independientes estdn relacionadas con las varia -
bles dependientes. El modelo debe estar de acuerdo con los principios
fi{sicos conocidos, pero su forma exacta debe de estar dictada por los-
datos usados.

En la figura 10, se muestran las ecuaciones y los gréficos de al

gunos modelos comunes de regresidén, usando como variable dependien-

te a Y, y como variable independiente a X y Z, Las relaciones conjun -
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tas, las que incluyen una variable que es el producto de otras dos, fue-
ron discutidas detalladamente por Ezekiel y Fox (1.959).

El producto de dos variables se llama limite de interaccién, Las
combinaciones de los modelos que se muestran en la figura 10, se pue-
| den usar para describir relaciones mids complicadas, y las ecuaciones

pueden ampliarse para incluir variables independientes adicionales.

= a + bX Y=a+bX+ 1X2

Y =a+bX+byx? «byx3

Y =a +bX + cZ Y =a +bX + cZ + dXZ

Y%zy :

Figura N° 10, - Ecuaciones y gréficos de algunos modelos comunes de-
regresion.
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Al seleccionar un modelo conveniente, los coeficientes de esa
ecuacidn del modelo se computan a partir de los datos de muestreo -
por el método del minimo cuadrético. Esta linealidad de la ecuacién-
del modelo €3 un requisito para la solucién directa del minimo cuadra

do. La linealidad se puede conseguir transformando las variables.

TRANSFORMACIONES, -

Hay dos razones principales para transformar los datos antes

del an4lisis: (1) Para obtener un modelo lineal de regresidén y
(2) Para lograr igual varianza con respecto a la linea de
regresién en todo el campo.

En la figura 10 vimos que ciertas regresiones de dos variables
se pueden linealizar sin transformar las variables. El método se cono
ce como regresién polinémica en la que las variables adicionales se a-
fiaden al modelo en potencias sucesivamente crecientes de la variable -
independiente. Pero supongamos que sabemos o hacemos la hipdtesis-
de que una relacién debe ser de la forma: Y =aX

Tomando logarftm/gié a ambos lados se obtiene la ecuacidén li-
neal siguiente: £

Log Y = log a + b log X

en donde a'y b son constantes que se pueden computar por medio del a-
- !

/s

%
o .
nélisis del cuadrado minimo usando como variables log Y, y log X. De

. x
igual manera la relacién Y = ab , se puede transformar en:
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log Y=1loga+ Xloghb
en donde a y b son constantes y log Y y log X,las variables. Algunas
veces se usan otras transformaciones, pero la transformacién loga -
ritmica es la més comin, la segunda razén, y la mas importante, pa-

ra realizar la transformacidén de los datos es la de conseguir igual va

rianza con respecto a la linea de regresién. Una de las suposiciones -
bisicas para el método de regresidén es la de que la distribucién de e-
rrores con respecto a la linea de regresién es normal y constante en -
todo el campo (fig. 8). Se usa de nuevo una transformacién logaritmica.

Por ejemplo, el grafico de la izquierda de la figura 11, (saca -
do del Geological Survey de E. E, U, U. de 1,949 p.488) muestra un au-
mento en la dispersidn de los puntos al aumentar las lluvias. Pero cuan
do se hace un gréfico logaritmico de las variables ( el de la derecha de
la figura 11), la dispersidn de los puntos es casi uniforme en todo el -
campo. Luego si se hubiese deseado llevar el anilisis més alld de la-
presentacién grdfica se hubiera tenido que hacer una transformacion de
‘las variables. (ordinariamente se invertirian las variables en la carta si
hubiese que hacer una regresidén debido a que el desague es la variable de
pendiente).

Otras razones para transformar los datos son las de introducir -
actividad al modelo y alcanzar la normalidad. Acton (1.959 p.219-223),
discute el uso dg las transformaciones. En los ejemplos anteriores sola
mente se ha usado la transformacién logaritmica porque es la mis comin
y la més Gtil, Otras transformaciones, tales como la de la raiz cuadrada,

pueden ser adecuadas para ciertos datos.



Figura N° 11, - Datos del Geological Survey de E, E. U, U. (1.949, p.488)-
en escala logaritmica y natural mostrando los resultados
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de varianzas iguales con respecto a la linea de regresidn

usando la transformacidn logaritmica.
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P
e . 2 2

ARNO DesagueA{1) Precipita- XY X Y

Y »7 cién (2) )

- X

o~
1.928 125 110
1.929 /67 73
1,930 68 74
1.931 71 91
1.932 118 108
1.933 144 130
1.934 169 152
1.935 138 134
1.936 102 98
1.937 91 90
1. 938 125 119
1.939 87 77
1.940 84 100
1.941 58 84
1.942 79 85
1.943 124 115
1.944 62 70
1,945 87 91
1.799 1.801 192, 042 189,291 197.373

MEDIA 9944 100,06

Tabla N° 2. - Datos y cémputos para el ejemplo de regresién de dos va-

riables, -
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N

1) Porcentaje de la media de desague anual (Rio Buniping, cerca del Nile
en Washington.

2) Porcentaje de la media de precipitacién anual (Lago Bumping).

REGRESION LINEAL SIMPLE, -

Usando los datos dados en la tabla N° 2, se demuestra como se-
computa la ecuacién de una regresién por medio del modelo Y= a + bX. E
sa tabla también muestra el cdmputo de las medias, de los productos, y
de los cuadrados. No hay que registrar el producto ni la rafz; la suma-
de los productos o de los cuadrados se pueden acumular en una calcula -
dora de mesa. Estos cdlculos se verifican a menudo repitiendo la opera-

cién. Los coeficientes a y b de la ecuacién de regresién y el error pro -

medio de la estimacién se computan segiin sefialamos a continuacidn:

IXIY
XY ~ N =XY - NXY
b= =
o 2 2 =2
x2- _(EX) =X -NX .
N
(1.801) (1.799)
192, 042 -
b= 18 __ =1,325
(1.801)2
189. 291 - b

18
Coeficiente de regre-

s 2
sion, -

a= Y - bX = 99,94 - 1,325 (100, 06) = - 32, 6

Intercepta.entonces a:

Y=a+bX=-32,6+1,32X
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O\

Y=Y-b(X-X)=99,94 - (1,325) (X - 100, 06)

Y=+-32,6+1,32X

La ecuacidn de la linea del minimo cuadrado

2 2
(=ZX) (1.801)
2 o e 189, gg] - ~ Y
2 =K N 18
Sx = =
N -1 17
= 534,76 La variancia de X
g sy? - (EY) 197.373 - ( 1.799)°
S = = ) 18 |
Y N -1 17
= 1,033, 71, La variancia de Y
2 22 ' 2
s = _N-l s -vs = 17 | 10.033,71-(1,325) (534,76)]
yx N -2 y 16 '
= 100, 8
S = 10,0 El error standard de la estimacién de Y,

Se puede probar la significacién del coeficiente de regresidn de

la manera siguiente (Bennett y Franklin, 1.954, p.228):
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2
S 100, 8
2 V. X
Sb = = - o, 056
2 2
(=x) 189.291-(1,801)°/18
Probando la hipbtesis de que @=0
b = . b-@ 1,325-0 = 5,6
Sy, 0,236

De una tabla de t se obtiene para tyg.9 01=2 92 Por lo tanto, b es -
bastante diferente de cero. Los limites de confianza de @ »del 99 por cien

to,son: 1,325-2,92(0, 236) 1,325 + 2,92 (0,236) é&:
0, 63 2,02

El lugar geométrico de la ecuacién de regresién y los datos usados

se muestran en la figura N° 12,
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Figura N° 12, - Grafico de los datos de la tabla N° 2, mostrando las lineas
de regresidn,

Otro ejemplo que muestra el cémputo detallado de la ecuacidn de la

regresidén lo dan gzekiel y Fox (1. 959, p. 57.-63).
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REGRESION LINEAL MULTIPLE, -

Las constantes de un modelo de regresién lineal multiple se com=
putan a partir de las ecuaciones normales. Para dos variables indepen -

dientes las ecuaciones normales son:

2

Z(Xz)bz +Z(X2x3)b3 i(xlxz)

=(xyx3) b2 + T(x5) by = T(x;%;)
y: a=';(l -bz-)—(z -b3—}23
en donde el simbolo Xi representa la media de la i-ésima variable, Xi re
presenta un valor particular de la i-ésima variable y x;, ( Xi - Xi), o sea
la desviacidn de la media de la variable. Es més sencillo calcular los cua
drados y los productos de las variables en funcién de X y convertir los re
sultados en funcidén x, que empezar con las desviaciones de la media.
Las ecuaciones de conversién son:

T(xyx, )= TX | X -NX; X,

2 2 _2
=x, =XX,-NX,,

lex3 =2X1X3 -NX.X

en donde el Gltimo término de cada ecuacién se denomina elemento de co-

z iy o
rreccién y N es el nilmero de elementos de la muestra. En esta notacidn,
Xl es la variable dependiente.

Para tres variables independientes las ecuaciones normales son:



5 : "
¥ ; Co=( x5 )by + =( x2x3) b3+z(x2x4) b, = Z(XI,XZ)
2
2( xzx3) bZ +z(X3)b3+ Z(X3X4) b4 = Z(XI,X3)
Z(x2x4)b2+2(x3 X4)b3 E(xi)bé&: Z(X1X4)

y: a=X1 'bZXZ'b3X3-b4X4

en donde los simbolos son los mismos de antes.

E1 método de computacién se describe mejor por medio de un e~
jemplo. El modelo, los datos y los cémputos preliminares se muestran-
en la tabla N° 3, Nétese que los logaritmos de los valores originales sm
las variables que se relacionan.La necesidad de hacer esta transforma -
cién fué indicada en un andlisis gréfico preliminar,

Sélo las sumas acumulativas de los productos y de los cuadrados
se sacan en la calculadora y se registran en la tabla N° 3, no se necesi-
tanxlos valores individuales. Los cdlculos se realizan tomando cinco ci -
fras decimales cuando las variables son logaritmos debido a que las su -
mas convertidas pueden ser pequefias en relacién con los nimeros que se
restan de otros. Los elementos de correccién que se muestran en la ta-
bla N° 3, se obtienen a partir del Gltimo término de la ecuacién de conver
§ién apropiada. Para X ;X3 la ecuacidn apropiada es:

s mpmgl T By ) -EE,
y el elemento de correccién de la tabla N° 3 es: N)_(2§3

Si a X2X3 le restamos el elemento de correccién obtenemos

que es la suma corregida de la tabla N° 3.
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Esta y las otras sumas corregidas son sustituidas luego en la e-
cuacién normal. A continuacién se muestra como se computan los coefi
cientes de regresidén, con la subsiguiente explicaciéni
N = 40
Ecuaciones Normales (ver Ezekiel, 1,950, p. 198):

I I(x;)bz*‘ Z(x2x3) b3+z(x2x4) by = i(xlxz)
I 3 (xyxs) by +X (X5)° by Tl dbse 5 (x) x,)

. z
II % (x,x,) b, +3 (x3x4)b3 +Z(xg) by = Zxx4

I 10,20183b,, + 6, 38133by+ 0, 62554b, = 11, 74691
‘bz . 625508b3-0, 061316b4=-1, 5145
II 6,38133b, |+6,90632by - 0,06952b, = 6, 57458
(-0, 625508) I -6,38133b, |-3, 99157bs - 0,39128by = -7, 34779
| %) 2,91475b, - 0,46080b, = -0,77321
11° by + 0,158092b,= O, 2_65\11'
111 0,62554b, -0,06952b, | +0,33512b,= 1, 16244
(-0,061316) I 0, 62554b, -0,39128by | -0, 03836b,= -0,72027
(0, 158092) Z, 0,46080b, | -0,07285b,= -0, 12224
z; 0,22391b,= 0,31993

bg= 1,42883

II” -by + (0, 158092) (1.42883) = 0, 26527

b - 0,03938

3
I” -by

(0, 625508)(-0, 03938) - (0, 061316) (1,42883)=1, 15145

.b2 + 0,02463 - 0,08761= - 1,15145
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111 b, = 1,08847
(0, 62454) (1,08847)-(0, 06952) (0, 03938)+(0, 33512)(1, 42883)

=1, 16245 1, 6244 verificacidn.

Este computo hace uso del método de Doolittle, método simplifi-
cado para resolver ecuaciones simultineas que tienen cierta simetria,

Las ecuaciones normales son las de las primeras tres lineas, lue
go viene la primera ecuacidén normal con sumas convertidas de la tabla N°
3, y sustitGidas en la ecuacidén. La linea 5 se obtiene dividiendo la ecua -
cibén precedente entre el coeficiente de b2 con signo contrario, en la sex-
ta linea estd la segunda ecuacién normal con sumas convertidas en la ta-
bla N° 3 y sustituidas en la ecuacién. La linea 7 se obtiene multiplicando

la ecuacidn de la linea 4 por el coeficiente de b3 en la linea 5. La linea 8

se obtiene restando la linea 7 de la 6. La linea 9, es la linea 8 dividida en
tfe el coeficiente de b3 con signo contrario. La linea 11, es la linea 4 mul
tiplicada por el coeficiente de b, de la linea 5 con signo contrario, La If -
nea 12, es la linea 8 multiplicada por el coeficiente de by en la linea 9 con
signo contrario. La linea 13 es la suma de las lineas 10, 11, y 12, En las-
lineas 14 a 18 se completan los cémputos de los coeficientes de regresién,

Las lineas 20 y 21 se usan para verificar los resultados, sélo la -

tercera ecuacidén normal proporciona una verificacién completa, .

La constante de regresién se obtiene de:

a= ?1 -b2X> -b3x3 - bg X4
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a=1,53888 - (1,0884)(1,8014) - (- 0,03938)(2, 54489)

- (1, 42883)(1, 89078)

a= - 3,03061

Substituyendo las constantes computadas en el modelo de regre
8ién se obtiene:

logQz0p = 3,03 + 1,0910gQ2 - 0,04logA + 1,4310gS
Tomando antilogarftmos esto se transforma en:

Qz0 = 0,00093Q; 09 A -0, 0451, 43
El error standard de la estimacién S, se computa de la manera siguien

te: 2
g2 §(XI) 'bZZ(xl xz) -b,= (Xl x3) = b42(x1 x4)

N-M

En donde N es el ndmero de elementos de la muestra y M es el
nidmero de grados de libertad que se han perdido. (En una ecuacién de
regresién se pierde un grado de libertad para cada constante. Substitu
yendo: 14,31085 - (1,088847)(11, 74691)

2
S - (-0,03938)(6,57458) - (1,42883)(1, 16244)
40 - 4

s?

= 0,00341
S =0,0584

= error standard en unidades logaritmicas,
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El error standard de una regresién que tenga una variable depen
diente logarftmica es un porcentaje constante del valor de la curva en -
todo el campo de Y antes que una magnitud constante en funcién de la -
variable no transformada como en el ejemplo de la tabla N° 2,

Para computar el error standard en porcentaje véanse los anti
logarftmos de 1 +S y de 1 - S, Estos antilogarftmos son submultiplos
de diez, de donde es obvia la desviacién de porcentaje. Consideremosel
error standard de la unidad logaritmica 0,0584 que computamos ante -

riormente:
1+S

'1,0584 antilog: 11, 4

1-5S

0,9416 antilog: 8,75
Los errores de porcentaje son:
100(11,4 - 10)/ 10 = + 14 por ciento

ys , 100(10 - 8,75)/10 = - 12,5 por ciento

' El cémputo se puede haéer mucho miés rééidamente con una re
. gla de c£l¢ulp, Para este problema no se computa un coeficiente de -
correlacién porque (1) el prop6sito del problema es obtener una ecua-
cién de estimacibén y (2) no se pueden considerar los datos usados como
sacados de una distribucién normal multivariada; por lo tanto, la corre
lacién no es apropiada y no tendrfa significado el coeficiente de correla
cién computado.

El error standard de estimacibn de esta regresién es una medida

de su fiabilidad y se puede usar para estimar la fiabilidad de las predic

ciones de dycidas de las ecuaciones de regresibn segdn se describib enla
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seccidn sobre "Correlacién y Regresién'. Pero puede surgir la duda de
si se podria obtener un resultado tan bueno usando pocas variables, o si
cada una de las variables independientes estd relacionada con la variable
dependiente. Podriamos responder a la primera pregunta recomputando-
las ecuaciones de regresién y los errores standard usando menos varia -
bles; pero para responder a la segunda, necesitamos hacer una prueba de
significacién de cada coeficiente de regresién, para hacer esto hay que -
calcular la regresién de manera algo diferente, segﬁn se describe en la

siguiente seccidn,

CALCULO DE REGRESION USANDO MULTIPLICADORES "C'". -

7
En este método las ecuaciones normales se expresan en funcidn de

1 3 .« o s 2 P
multiplicadores ""c¢'"', en vez de usar los coeficientes de regresién. El mé-

todo tiene dos ventajas: 1) Las pruebas de significacién de los coeficientes
de regresién se realizan de manera sencilla y, 2) se pueden obtener los cog
ficientes de regresién para diferentes variables dependierites a partir de los
mismos multiblicadores Eev,

Ezekiel y Fox (1.959, p.499-503), Fisher (1.950, p.156-166), y Ben-
nett y Franklin (1. 954, p. 248-255) han descrito este método. Las ecuaciones-

normales son:

2 B
C (x?_) + C23 Z(x2x3) + C24§I(x2 x4)- 1

22 £
G s ( )+ C z(x)2+C % (%, %,)=0
22 \X 2%3 23 3 24 3%¥4
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: 2
y: C,, z(x2x4)+c23z(x3x4)+ C24z(x4)=0

Se puede obtener C 3, C33,C34 y Cy42,C43,C4q se obtienen resolvien-
do ecuaciones similares reemplazando los miembros de la derecha por:
0,1,0y 0,0, 1 respectivamente.
Entonces se pueden evaluar los coeficientes de regresién por me-
dio de las ecuaciones: |
bZ = szz(x 1XZ) + C23 s (x 1x?,)+ Coy = (x 1x4)
by = C3; =(x 1X2) + C33 Z (x1x3) +C34 = (x 1X4

y: by = C o= (x;x;)+ Cy3 = (3 %x3) +Cyy = (x1x4)

en donde X es la variable dependiente.
Para probar la significacién de los coeficientes de regresidén com-

, . . 2 ’ .
putese primero la varianza S de las observaciones de X, con respecto a
la superficie de regresién. Esta varianza resulta ser el cuadrado del e -
rror standard de estimacién y se obtiene con la misma férmula usada en

los cdmputos previos, es decir:

2
szl -b, = (xx,) -b3E (x 1% 5) -b 3(x 1%4)]

N-M

luego,
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varianza de by = 52 (CZZ)
varianza de bs =52 (C33)
y: varianza de by = s3 (C44)
y los errores standard son las raices cuadradas de las varianzas.
El intervalo de confidencia para (52, coeficiente de regresibn
de la poblacién, a un nivel de probabilidad se puede expresar como:
by - tn.45V CoaC B2<lb, + tyn.-4S \ [T
En donde ty . 4 procede dg la distribuciént con N - 4 grados de =~
libertad al nivel seleccionado.
El coeficiente de regresién, bz, es bastante diferente de ce-
ro si los lfmites de confidencia no incluyen al cero,.
A continuacién damos el c&mputo de regresibén usando los -
multiplicadores "c" y los datos de la tabla N° 3, Las soluciones de
las ecuaciones normales siguen el mismo modelo segfin se descri -

bi6 previamente. Hallando Cp2, C23, Cz4.

I = (x5)Czz2 + = (xp x3) C23 + Z(xz%x4)Cpy =1
II = (x,x3)C22 + Z(x%) Cz3 + Z(x3x4) C24=0
Ol = (xpx4)C22 + X (x3x4)Cp3 + X(x3) C24 =0

I 10,20183C,, + 6,38133Cz3 + 0,62554C24 =1
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1° -CZZ-O, 625508C23 -0, 061316C24= -0, 0980216 P

II 638133 C22+6, 90632C23 -0, 06952C24= 0

(-0,625508) I -6,38133C22L3,99157C23-0,39128CZ4= -0, 625508

z, 2,91475C,, -0, 46080C, = -0, 625508
11’ ~C3+0, 158092C, 4= 0, 214601

III 0, 62554C;,-0, 06952C 5[0, 33512C5, = 0
(-0,061316) I -0,03836C, = -0,061316
(0,158092) X, -0, 07285C, = -0, 098888
=3 0,22391C, = -0, 160204

C,4= -0, 71548
II°- C,5 + 0, 158092 (-0,71548)= 0, 214601

C,,= -0,32771

23
I7-C,, -(0,625508)(0,32771)-(0, 061316)(-0, 71548)=-0, 0980216

-C,, 10, 204985+0, 043870= -0, 0980216

22

C = 0, 34688

22

I (0, 62554)(0, 34688) -(0, 06952)(.0,32771)-+(0, 33512)(-0, 71548)=0

0 0 Se verifica (hasta cinco cifras),

Para hallar a C32 .C33 ya C

34
. 2
I Z(XZ)C32 + Z(XZ x3)C33+ = (x ZX4)C34 =0

II = (x,x3)C32tE (x5)C33 + = x3%4C3y = 1




III

(-0, 625508) I

g
III
(-0,061316) I

(0,158092) 22

I

III
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2
% (x,x,)C32 % Ex3x,Ch5 4 = (xy) Cay

= 0
6,38133 + 0,62554 =0
10,20183C,, + C,s Ciy
- " - 0,061316 =0
Csy, 0,625508c33 Cay
-0,06952 C_ =1
6,38133C32|+ 6, 90632033 | 9 »
-6,38133C5,| - 3,99157C,, - 0,39128 G, = 0
2,91475C;, - 0,46080 C,, = 1
o 2 = -0,343082
c33+0,15809 034 5 ik
0,6 - = B
2554 Gy 0, 06952 c33 +0,33512 C,
- 0,03836C5, = 0
- 0,07285C5, = 0,158092
0,22391C,, = 0, 158092
C34= 0,70605
-c33+(0, 158092)(0, 70605) = 0, 343082
C33 = 0,45470
-c32-(o, 625508)(0, 45470)-(0, 061316)(0, 70605)=0
-C,.,-0,28442-0,04329 =0

3

C32= - 0,32771

(0, 62554)(-0, 32771) -(0, 06952)(0, 45470)+(0, 33512)(0, 70605)=0

= 0 verificacién (hasta cinco cifras)

Para hallar a C42 .C43 y C44 :
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I T (x3)C 4 + F(xpx3)Cyq3 + Elxpxg)Cyg= O
II = (x,x3)C 42 tZ(x§)Cys + Ex3% Cu,= 0
I F xpx4C4y * (x3x4)Cs3+ =(xg)°Cyq= 1
1 10,20183G,, + 6,38133C43+ 0,62554c44: 0
I8 C,, + 0,625508C,3 - 0,061316C, = 0
I 6,38133C [+ 6,90632C,3 -0,06952C, , = 0
(-0, 625508) I -6,38132C,,[~ 3,99157C43 -0,39128C,, = 0
> 2,91475C,5 =~ 0,46080C4y = 0
< -C,, +0,158092C = 0
11 0, 62554C 4, - o, 06952C,, |+0,33512C,, = 1
(-0,061316) 1 - 0,03836C,, = O
(0,158092) X, - 0,07285C, 4 = O
X, 0,22391C,,= ,
Cyq= 4,46608
X0 -G, +0, 158092 (4,46608) = 0
C4q= 0, 70605
¥ -C4p (0, 625508)(0, 70605) -(0, 061316)(4, 46608)=0
-G, -0,44164 - 0, 27384 = 0
Cyp = - 0,71548

I (0, 62554)(-0, 71548)-(0, 06952)(0, 70605)+(0, 33512)(4, 46608)=1

1 verificacidén

1,00003 =

Computemos ahora los coeficientes b y comparemos estos resultados con los

que habfamos computado previamente:
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bz = Cp2 = (x] x2) + Cp3 = (x) x3) + Cy4 X (%1 x4)
= (0,34688) (11, 74691) + (-0,32771) (6, 57458) +(-0, 71548) (1, 16244),
by = 1,08851 ( que verifica el valor previo de 1,08847)

(-0,32771) (11, 74691) + (0, 45470) (6, 57458) + (0, 70605) (1, 16244),

b3 = - 0,03938 (que verifica el valor -0,03938 calculado previamente)
by = Cyp z(xl x3) + C43 b3 (xl x3) + Cyq z(xl X4),

= (-0, 71548) (11, 74691) + (0, 70605) (6, 57458) + (4,46608) (1, 16244),
by = 1,42885 (que verifica el valor 1,42883 de la computacién previa).

El coeficiente a se computarfa como se describi8 pre viamente,
Computemos el error standard de las b:
81’234 = 0,0584 del computo previo

Sp, =51,234V Cpp= 0,0584\/0,34688 = (0,0584) (0, 589),

=0,0344 ; error standard de bZ "

Spy - = 51’234 C33 = 0,0584\/0,4547 = (0,0584) (0, 6743)

= 0,0394; error standard de b3
" =sl’234\/c44 = 0,0584\/ 4,466 = (0,0584) (2,113),

= 0,1234; error standard de by.
Cémputo de los intervalos de confidencia de los coeficientes (Ben-
net y Franklin; 1.954, p. 250)

t36; 0,95 = 2,93 (Dixon y Massey; 1957, tabla A -5 , p. 384).

La tabla presentada por Dixon y Massey (1, 957; tabla A-5, p.384)
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da los valores de la mitad de la distribucién., Para lfmites del 95 por
ciento serfa 0,025 en cada extremo, y se toma el valof de la colum -
na marcada to, 975¢ Nétese que para infinitos grados de libertad la t
y las distribuciones normales son las mismas., En la distribucién nor
mal, el valor 1,96 a ambos lados de la media incluye el 96 por cien =
to de los elementos, En la tabla A-5, el valor 1,960 aparece en lla.
columna tO, 975°
Los limites de confidencia son:
bz - (t36; 0,95) Sp)<T B2 by + (t34; ¢, 95)5b,
1,08851 - (2,03)(0,0344) << @2 <T1,08851 + (2,03)(0,0344)
1,0187 < B2 <T1,1583
-0,03938 - (2,03) (0,0394) < 03 <0,03938 + (2,03)(0,0394)
-0,1194 < Qs <<o,0406
1,42885 - (2,03) (0,1234) <4 <<1,42885 + (2,03)(0,1234)
| -1,1783 << P4 <<1,6793
Se considera a (3 como la verdadera inclinacién. Por lo tanto,
_los 1imites de confianza dan el campo dentro del cual est4 (3 con un
~ 96 por ciento de probabilidad. En este ejemplo los lfmites de (53 inclu
yen al cero.

Esto_indica que SgITTeS: ifcrontc—ae—eero a un nivel de 95

por ciento y que el pardmetro A debe ser sacado\at\l.%esié;‘.*
REGRESIONES QUE TIENEN VARIAS VARIABLES INDEPENDIENTES ;

Se han dado ejemplos de cémputos de regresibn que tienen una y
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tres variables independientes, y de las ecuaciones-mermales para una

regresidén con dos variabies independientes, El mé&todo de solucidn pa-
ra el caso de las dos variables fué dado por Ezekiel y Fox (1.959, p. -
181 - 183), Debido al hecho de que el cdmputo de tales regresiones, rea
lizado con una calculadora corriente, toma mucho tiempo, se usan los

computadores digitales,

USO DE LLOS COMPUTADORES DIGITALES, -

Existen programas para el cédmputo de regresiones para la ma -
yorfa de los computadores, y, generalmente, el c6mputo de las regre -
siones de més de dos variables independientes se debe realizar con un
computador digital en vez de usar una calculadora corriente, Las regre
siones sencillas y las de dos variables independientes se podrfan hacer-
con relativa rapidez en una calculadora corriente; en este caso podrfa ser
ventajoso su uso,

Los programas de regresidn para los computadores digitales va-
rian, pero generalmente requieren el alistamiento de los datos en nota -
cidén de punto flotante, Estos valores se perforan entonces en tarjetas que
se introducen a la computadora, La computadora imprime los resultados.
Se dispone de una amplia variedad de opciones en b que respecta a la sali-
da.

Se deben obtener instrucciones detalladas para la preparacic’m de~
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datos, e instrucciones para el computador en cuestion y para el progra-
ma usado.

Aunque no es necesario ninglin conocimiento acerca del andlisis
de regresiones en la preparacién de datos de un programa para un con -
putador, se necesita cierta experiencia para apreciar los resultados. La
oportunidad de que en el proceso se introduzcan errores existe en el a-
listamiento de datos y en su transferencia a las tarjetas.

También se pueden obtener resultados cuestionables si en los com
putos se usan pocas cifras significantes. Sélo aquellos que han realizado -
cémputos de regresién por el método més dificil pueden juzgar adecuada -
mente si los resultados de un andlisis de regresidn realizado con compu -
tador (o cualquier otro método) son correctos. La disponibilidad de los -

computadores digitales ha permitido el computo inmediato de las regresio

nes usando muchas variables, lo que muchas veces ha dado como resulta -
do la sustitucién del computador por el cerebro del analista. El problema -

debe ser resuelto por el analista; el computador realiza la aritmética.

APLICACION DEL METODO DE REGRESION. -

Un problema analitico que deba ser resuelto por regresidn incluye:
1. -La seleccidén de los factores que se espera que influyan en la variable -

dependiente,

2. - La descripcién cuantitativa de estos factores.
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3. - La seleccidn del modelo de regresidn.
4. - El cémputo de la ecuacién de regresién, el error standard de estima-
2 . cpe . 3
cidn y del significado de los coeficientes de regresion.

5. - De los resultados de la evaluacidn.

La seleccidn de los factores apropiados no debiera ser un proble-
ma estadistico, sino que en el proceso deben introducirse los conceptos-
estadisticos. Si el analista solo quiere saber la relacibén entre la precipi-
tacién anual y el desague puede proceder directamente a la seleccién de
un modelo. Pero si su problema es el de hacer la mejor estimacidén posi-
ble del desague, incluird otros factores, algunos de los cuales pueden es -
tar relacionados entre si o con el desague. El problema de la determina -
cidn de si ciertos factores estin relacionados con la variable independien-
te necesita de la cuidadosa seleccidén de los indices que describen a estos-
factores cuantitativamente. s

Estos indices deben reflejar los efectos con e§a&4ud, y no deben €
xistir dos que sefialen lo mismo. Una caracteristica de la regresidén es que
si un factor est{ relacionado con la variable dependiente y se introduce dos
veces en el modelo de regresién (como dos variaﬁbles diferentes), el efecto

g

2 :
causado sobre la variable dependiente estard dividido por igual entre las dos.
d;' lo-
}7

Por lo tanto, si el efecto total es pequefio, el resultado de divi(

en dos partes puede ser el de ocasionar falta de significado en cada ynd de
f k]

las partes,
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De igual manera, varias variables que estén muy estrechamente relacio-

.
nadas se pueden computar como insignificantes, mientras que un indice -
adecuadamente seleccionado mostraria un efecto real. Luego las varia -
bles independientes se deben seleccionar con extremo cuidado, no se debe
usar el enfoque de escopeta,

Otra precaucién que se debe tomar al seleccionar la variable es -
la de evitar tener una variable, o parte de ella, a ambos lados de la ecua
cién. Tal condicién puede ser aceptable para ciertos problemas, pero se-
deben evaluar cuidadosamente los resultados. Puede resultar una relacién
espirea, o la relacién puede ser correcta pero es dificil apreciar su fiabi
lidad. Bensén describid (enll. 965) la manera de construir relaciones espd
reas en una regresidn.

El que usa el método de regresién debe de entender el efecto de va
riables independientes relacionadas entre si sobre los coeficientes de regre

si6n computados. Si las variables independientes no est4n relacionadas ba -

jo ningin ag@ecto, los coeficientes simples de regresién y los correspondien

tes coeficientes parciales serfan los mismos. Sin embargo raras veces se -
presentan estas condiciones en la naturaleza. El método de regresién milti-
ple proporciona la manera de separar el efecto total de las variables indepen

dientes y de un efecto no explicado. Considérese la regresién simple:

| i
Y=a+b ;X - error, (1)
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en donde Y también estd afectada por otra variable, X3, que estd re-
lacionada con X;. La regresién que emplea X y X, seré:

Y=a%b] X1+b2X; t error, (2)
en donde b] # bj. SiX,vy X, son las Gnicas variables que afectan la-
Y (efectos lineales), entonces la ecuacidn (2) describe a Y por completo
y, by y by, son los valores verdaderos de los cbeficientes de regresidn
(excepto por los errores de muestreo). Si X1y X3 estdn correlaciona-
das positivamente entre siy con Y, considérese el efecto de la magnitud
de bl’ Para cada valor de X; de la ecuacién 1, la Y parecerd més estre -

chamente relacionada de lo que estd en realidad puesto que X, aumenta -
con Xl y su influencia sobre Y es real aunque no medida. Por lo tanto, el
coeficiente de regresién b; es mayor que su verdadero valor bi...51 sel-
incluyese en la regresién otro factor, relacionado con X 1X2 e Y, ocurri-

rian cambios similares en b]. y b2. Estos cambios en la magnitud de los -~
coeficientes de regresién, debido a la adicién o supresidén de una variable,

son caracter{sticos de la regresién, algunas veces se interpretan como in

dicacibén de la insignificancia f{sica de los coeficientes parciales de regre-
F-/ . . . . & .
sién., Estas interpretaciones no son necesariamente correctas., Si las varia
bles usadas en la regresidén se seleccionan de acuerdo con principios fisicos
y es apreciable el efecto de cada variable, entonces los coeficientes parcia-
les de regresién deben de concordar con los principios f{sicos. En realidad,

es buena préctica comparar el signo y la magnitud general de cada coeficien-
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te parcial de regresién con lo que se espera. Benson hizo (enl.962-p.
52-55) una comparacién completa de esta clase.

vLos coeficientes de regreéién de ciertas variables pueden cam
biar de signo cuando otra variable rvelacionada se afiade o se suprime -
a la regresién, Este efecto puede resultar porque (1) la variable no es
un buen fndic’e de la caracteristica fisica representada, (2) el efecto de
la variable es pequefio en relacién con el error de muestreo, (3) una va-
riable estd tan correlacionada con una o més de las otras variables de-
la regresidén que el verdadero efecto se divide entre ellas y ninguna -
muestra un efecto notable y (4) el campo de la variable del muestreo -
puede éer demasiado pequefio para definir a un efecto importante.

Una ecuacién de regresidén no implica una relacidén de causa vy
efecto entre las variables independientes y la variable depehdiente.Ang
bas pueden eétar influenciadas por algilin otro factor que no se mida en
el acto., Sin embargo, debe existir algﬁn lazo fisico entre las variables
si se puede considerar que los resultados tienen algin significado.

La seleccién de un modelo de regresién comienza generalmente

con un anélisis grédfico. Comunmente se usa un modelo que se represen

ta como una linea recta a menos que haya evidencia de lo contrario.
Si préximo a la asintota o a un punto de méximo o minimo de la

curva existen datos de la muestra, puede no ser adecuado un modelo sen
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cillo para describir la relacidén y puede que no se justifique uno més so-

fisticado a menos que existan muchos datos disponibles. En la figura 13

se da un ejemplo que muestra las caracteristicas de tres modelos comu

nes cuando se aplican a datos definidos cerca del cero. Las considera -
e

ciones fisicas sugieren que ni b ni Q7 deben ser menores que cero y que

la 1fnea deberia curvarse.

La limitacién del cero se puede conseguir usando las variables -
log b y log Q- haciendo asfia la curva asintética con respecto a ambos e-
g . s P P . 2 . . »,
jes. La adicidn del término (log Q7) proporcionard la curvatura necesa-
ria. La ecuacidn de regresién usando tres variables es la superior de la
figura 13. No se ajuste bien a los datos.

Supongamos ahora que no es necesario que la curva sea asintota
de Q7 = 0, entonces seria apropiado un modelo semilogaritmico usando -

. 2 >
las variables log b, Q, y Q7 . Pero la ecuacién basada en este modelo-
alcanza su miximo muy pronto y no se ajusta muy bien a los datos.Co -
mo dltimo recurso supongédse un modelo sencillo con las variables b, Q7,
y Q% _ Esta ecuacidn si se ajusta a los datos, debido en gran parte a la -

pd

posicién de éstos. Un punto adicional b=0 cuando Q-=10, 6 mas, habria he

cho descender la curva por debajo del punto b=0 Q-=7. La curva que se-
muestra en la figura 13 alcanza un minimo en Q4 =7 y de allf en adelante

aumenta. Se ha descrito la mecénica del cémputo de la ecuacidén de re -
gresién, del error standard y de las pruebas de significancia. Queda una

labor-importante, la de evaluar los resultados,



g 86 ~
10g=0,50 - 1,49legf)y - 0,40109(07)?

log b=0,30 + 0,120; - 0,0GQ;

Z

ot % 3 44555 ¢ 1 8 9 1o .
4
FIGURA 13. Ecuaciones y Grificos de tres modelos en base a los datos ploteados.

Los analistas deben de reconocer que la ecuacién de regresién de-
sarrollada, aunque se ajusta a los datos,no es necesariamente correcta pa
ra hacer una extrapolacién. Por ejemplo, la curva que corresponde a la e~
cuacién inferior de la figura 13 se ajusta bien a los siete puntos pero au -
menta en proporcidn directa a Q7 para los valores de Q7 mayores que il

Por otra parte, la curva de trazos se ajusta a los 5 puntos inferio -
res pero se hace asintota de cero a medida que Q7 aumenta, La informa -
cidn disponible no indica cual es la extrapolacidn mds correcta.

Los signos de todos los coeticientes significativos de regresion de
ben de estar de acuerdo con los principios fisicos. La regresién no es ne-
cesariamente incorrecta si los signos no lo son, la inconformidad puede dg
berse a las interrelaciones entre las variables independientes. Tal regre-
sidén es 1til en la estimacién de los valores de las variables dependientes a
partir de valores conocidos de las variables independientes, y la fiabilidad
de los resultados se puede computar si caen dentro del campo que se ha de -
finido para la regresidn.

El problema mais dificil, el de establecer si en particular una variable.
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ble determinada esti relacionada con la variable dependiente, puede no
tener una respuesta definida. Adn cuando un coeficiente de regresién -
sea estadisticamente importante hay poca probabilidad de que este re-
sultado se obtenga al azar,

Otros ejemplos podrian producir resultados conflictivos. Por ¢
tra parte, si muchas regresiones dan coeficientes no significa.tivos de-
una variable determinada, teniendo todos los coeficientes el mismo -
signo, podriamos concluir que el efecto de esa variable es real pero, -
naturalmente, escaso.

Se debe hacer distincién entre el significado estadistico y el préac

tico. El coeficiente de regresidén de una variable puede probar ser de mu

cho significado, y sin embargo el efecto de esa variable sobre la varia -
ble independiente puede ser despreciable,
Riggs (2n.1.960) y, Amorocho y Hart (2n. 1. 964) han discutido el

uso y las interpretaciones del anflisis de regresién en la hidrologia.

REGRESION GRAFICA, -

Las suposiciones que exige la regresidén gréafica son las mismas -
que las de la regresién analitica. Los resultados de una regresibén gréfi-
ca se pueden expresar matemditicamente si no se afiaden restricciones -
al andlisis grédfico, y se puede estimar el error standard.

La regresién grifica es menos restrictiva que la analitica en el-
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hecho de que el modelo no tiene que especificarse completamente por a-
delantado. En efecto, si un modelo analitico no se puede seleccionar en
base a una caracteristica fisica, es convencional preparar una regre -
si6én preliminar gréfica que indicard un modelo apropiado. Por ejemploc
_considérese los cuatro grupos de datos. de la figura 14. El primero (el-
superior de la izquierda indica el uso del modelo).
Y = a+ bX
El segundo (el de la derecha ) exige:
2
Y=a+bX+ b1X
en donde la direccién de la curvatura determina el signo de b;- El terce
ro (el inferior de la izquierda) indica la necesidad de una transformacién
a2 menos que se pueda corregir la divergencia con una variable adicional,
el cuarto grédfico no sefiala ninguna relacién entre Y y X, vy, si se consi-
derase solamente una relacién con dos variables no se harfa ningln ané -
lisis posterior. Sin embargo, el efecto de otra variable Z que no se ha -
incluido podria oscurecer la relacién entre Y y X en el cuarto gréfico

Este aspecto se discute méds adelante.

Figura N° 14, -Cuatro posibles resultados del grédfico Y contra X, -
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La preparacidn de relaciones lineales simples entre dos varia-

§ .
bles se conoce muy bien. La linea de regresion no es necesariamente

la misma quc se trazaria siguiendo los puntos marcados. Haydos li- -

neas de regresi6én para Y = f(X) y otra para x=1 (Y) (Fig. 15).

ks
La lfnea estructural que balancea a los puntos marcados en am

bas direcciones tiene una per{diente aproximada de valor intermedio al

de las dos lineas de regresién. La Diferencia de pendiente entre las -

tres lineas depende del grado de correlacién de las variables. Para -~

que exista una correlacién perfecta, las tres lineas deben de tener la

misma pendiente. A pesar de la correlacién, ambas lineas de regre -

sién pasan por el punto que representa a la media; la linea estructural

puede o no pasar por ese punto.

° x = a + 0,59y

B Lfnea estructu-
/ ral

Y= a' + 0,53X

GrAifico de las dos lfneas de regresién y de la lfnea

Figura 15.-
Estructural.
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Para aproximar la regresién Y = f (X), (1) agrdpense los pun-
tos en pequefios incrementos de X, (2) estimese la media de cada gru-
po en la direccién Y, y (3) trdcese una linea que dé el promedio de es-
tas medias., Este procedimiento se puede comprender refiriéndose a h«
figura 15 y recordando que la distribucidén de los puntos con respecto a
la linea de regresién en la direccién de Y se supone que sea la misma-
en todo el campo. Obviamente esa suposicidén no puede ser cierta para-
un nimero escaso de puntos pero es la condicidn a la cual tratamos de
aproximarnos.

La linea de regresién de Y=f (X) tendrd una pendiente menor -
que la de la linea trazada para balancear los pux;xtos en ambas direccio-
nes X e Y.

El error standard de estimacidén de una regresidn grafica se pue
de calcular inmediatamente. Recordando (1) que el error standard de la
estimacidén es una desviacién standard de puntos trazados con respecto a
la linea de regresidén, (2) que dos tercios de los puntos deben caer den -
tro de una desviacidén standard a ambos lados de la media de una distri -
bucidén normal, y (3) que una linea de regresidén pasa teoricamente por -
el valor medio de Y que corresponde a cualquier valor de X, luego dos-
lineas, paralelas a la linea de regresién y a una desviacién standard por

encima y por debajo (en la direccién de Y), debe abarcar los dos tercios
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de los puntos trazados. En la préctica es méis simple trazar lineas ex-
cluyendo un sexto de los puntos que se encuentran por encima y por de-
bajo,y luego usar el promedio de estas desviaciones de la media como
el error standard estimado. En la figura 16 se ilustra el procedimien-
to para una relacidén logarftmica. El error standard se puede describir -
en unidades logaritmicas pero méds comunmente se expresa como un por
centaje, Este valor se obtiene inmediatamente usando divisores para es-
tablecer un error standard por debajo y por encima de una separacién de
ciclo si se traza la relacién en papel logaritmico.

Los porcentajes se miden desde el 1 seglin se muestra en la figu-

ra N° 16,

1 L]

2 errores normales
= 0,312log units

50 |
40
30 |-
20
10 |
Porcentaje del Z___-30 S—
error normal
5 1 1 L
2 X 4 8

Figura 16, - Método de estimacién del error standard de una regre sibn
gréfica, ‘
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' Para las regresiones con grificos logariftmicos, el error stand

ard estard en las mismas unidades que Y y, se puede ver en el gréfico.

La fiabilidad del error standard determinado gréficamente estd
influenciada por dos factores que tienen efectos opuestos, Si la lineade
regresibn gréfica tiene mayor pendiente que la lfnea de regresién del
minimo cuadrado, el error gréfico standard ser{ mayor que el error -
standard computado. Si ahora suponemos que la lfnea de relacibén grd
fica es la misma que la li'nea. de minimos cuadrados, el error standard
computado gréficamente subestimar4 al error standard computado cuan
do algunos de los puntos trazados estdn lejos de la lfnea, pero la mayo
rfa est4 cerca.

En cualquier caso el error standard determinado grédficamente
es solo una aproximacibén, pero es adecuado para muchos problemas..

El coeficiente de correlacibn se puede estimar tambien a partir
de una regresiSn gréfica por la relacibn,

r = V1 - si/sf1

en donde S, es el error standard determinado gréficamente y Sy, la
desviacibén standard de las variables Y con respecto a la media deter-
minada de la misma manera que el error standard, OBviamente, el co
eficiente de correlacién deberfa estimarse solamente para las relacio
nes entre variables que razonablemente se puede suponer que se han -

sacado de una distribucién normal bivariada,
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REGRESION GRAFICA MULTIPLE

Existen dos métodos generales de regresibn gréfica mﬁltipie. El
método de las desviaciones se basa en el modelo: |
Y=a+bjX; + ngz teseetctetcncsncsceses +b X,
o en un modelo similar que permita la curvilinealidad, Este m&todo es pro
bablemente el m4s gimple y el m&s dtil que se tenga a disposicibn, El mé

todo coaxial de regresién gréfica mdltiple usado en las relaciones desague

»precipité.ci6n es mis flexible que el de desviaciones porque permite la in-

teraccibn y la curvilinealidad, Sin embargo, estas ventajas se obtienen a
expensas de gran cantidad de trabajo adicional y con la p&rdida de un‘mé‘.-
todo simple para evaluar la fiabilidad del resultado. Linsley y otros des .
cribieron (1,949, p. 650-655) el procedimienfo detalladamente, A menos
que se d.iga otra cosa, las descripciones de regresibn gréfic; mﬁltiple de .

esta seccibn se refieren al m&todo de desviaciones,

20 100 500 20 100 : 700
500 i 1 I o I
25)
ti) 2 a 2 ' 2
- '3
200]  46. )J/ 5 o) : R
(2o 1507 ~ @
A
7 . N 2
Gr&fico 1 Gréf
- (110) rifico rdficp 2 3‘
0 s 1T
4 %tom f

2,0] (6 L EXPL ICACION

- 6
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x - °
Punto ploteado
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3

Valor correspondiente de X5
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a
R Punto ploteado ajustado pa-
ra X desde el gr&fico 3.

20 X 100 1000
2 Figura 17« = E jemplo de regresién gréfica nfltiples
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~



Pég. 64

El propdsito de la regresién miltiple es el de determinar como cam-
bia una variable dependiente cuando cambian dos 6 més variables. Este pro-
blema no puede ser resuelto considerando una variable independiente aisla -
damente pués las variables independientes estdn generalmente correlaciona -
das entre si de cierta manera. Este enunciado se puede verificar analizando

los siguientes datos sintéticos:

Ne° ' Xl X2
Il eesisacre=an 500 - 100 25
S 250 150 160
[ 300 50 30
2 (s mis i B St 100 30 110
o 200 100 150
e A 200 20 20
T o sy s e 50 50 700

Supongamos que los logaritmos de las variables, estdn linealmente
relacionados. Esta relacién exije un gréfico logaritmico. Higase primero
una comparacién gréfica entre Y y X; llevando al papel los datos apropia -
dos (véase el gréfico 1 de la fig. 17). (En estadistica la variable dependien -
te se lleva generalmente sobre el eje de ordenadas), Hégase también un -
gréfico de Y contra X, (gréfico 2 de la figurg 17). Estos graficos indican -
que no se puede estimar confiadamente a Y a partir de cualquiera de los -
dos pardmetros.

Determinemos ahora la relacién entre Y y las otras dos variables. -
El procedimiento es el siguiente:

1. - En el gréfico de la figura 17, escriba al lado de cada punto el correspon-

diente valor de X.,. Se verd que los valores altos de X, tienden a estar a
un lado del grupo y los valores bajos del otro lado. Esta condicién es in-
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dicacién de que los valores de X estén relacionados con Y. Trace u-
na linea recta que pasa por los puntos de tal manera que represente -
groseramente algln valor constante de X,. La linea probablemente -
no balancearé a los puntos.

2. - Lleve al gréfico las desviaciones de Y (también 11amafdas remduo;‘;)' -
desde la linea recta del gréfico 1 contra X, como abcisa en el granica
3 (Fig.N° 17). Las desviaciones se pueden trazar a escala a Paiit_lr B
del gréfico 1 o se pueden transferir con divisores. Se deben me ir -
por encima o por debajo del 1,00 en el gréfico 3, ya que son de
nes,

3. - Trécese una linea recta que promedie los puntos del gréfico 3.

4. - Midadnse las desviaciones de los puntos de la curva del gréfltcoa?:lz E’?
vénse al gréfico 1. Estas desviaciones se miden con respecto

nea recta del gréfico 1 y definen la relacién entre Y y X haib:iear;ldossso
suprimido el efecto de X,. Algunas veces estos puntos trasladado

s . 7 debe -
se distribuyen al azar con respecto a la linea,en cuyo caso se d o
. igue
trazar esta de nuevo y repetir todo el proceso. Cuando se c?c’msdg )
s 2 4 -
. : ispersion de los
balance satisfactorio se completa la regresion. La disp < i ds
& .
puntos ajustados con respecto a la linea del grifico 1 es una m

del error. El error standard de una regresién’gréﬁca mu};calglee;eiapu-g
de aproximar usando los puntos ajustados, seglin se describio

seccién sobre " Regresién Gréfica''. La linea del gréafico ,1 es la rela:-
cién entre Y y X, para aquel valor de Xp para ’el cual la linea del grla-
fico 3 cruza a la lfnea 1,0 (X, = 66). La relacion de }{ y X3 para cua l-
quier otro valor de X, serf una lfnea paralela a la linea del grafico 1,
en una posicidn definida por la curva del gréfico 3, para el valor de -
seado de X,.

El ejemplo usado dié mucho mejor resultado de lo que ordinariamente se
esperaria en un anélisis hidrolégico. Se elaboraron los datos (1) para ilustrar -
el procedimiento, (2) para sefialar que una buena relacién no sé puede reco:qocer
8i se estudian dos variables solamente.

Se pueden hacer regresiones gréficas que incluyen a Tiids de dus variables

independientes, Los residuos de cada linea son llevados a un gréfico en funcion de

la siguiente variable hasta que se usen todas estas. Luego los residuos de la alti-
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ma linea se vuelven a llevar a un gréafico desde el principio segiin se des-
cribid en el paso 4. En el trabajo préctico es generalmente dificil definir -
los efectos que originan més de tres variables independientes, particular -
mente cuando la influencia de una o dos es pequeiia.

Se debe usar la regresidn lineal siempre que los puntos llevados al
grafico no definan definitivamente a una curva y cuando no se conozca nin-
guna razdn fisica para esperar una curvatura en la relacién. Si una o varias
curvas estdn indicadas por ambos criterios, se deben emplear dichas cur-
vas, Las curvas complicadas exigen cuatro o més puntos para su definicidn.
Se deben evitar cuando sdlo se dispone de relativamente pocos puhtos para
definir la relacidn.

Las regresiones gréficas miltiples no tienen que ser elaboradas ne-
cesariamente en papel logaritmico. Los gréficos aritméticos se pueden ma-
nejar con la misma eficiencia. En la figura 18 se relaciona el desague de ve-
rano con el contenido acuoso de primavera en las nieves y con las precipita -
ciones en el verano. El procedimiento gréfico es el mismo que el del primer
ejemplo, excepto que las desviaciones se miden en las mismas unidades que
la variable dependiente y la escala de desviacién debe tener su centro en ce-
ro con los valores positivos por encima y los negativos por debajo., Obvia -
mente el modelo matemaético que describe esta relacién seria diferente de u-
no cuando la relacién gréfica se desarrolla en papel logaritmico.

El papel seleccionado para un problema determinado debe ser aquel-
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en el cua.l la distribucifn de la variable dependiente sea aproximadamen~
te la misma para cualquier valor de la variable independiente,

Este criterio es més importante que el de conseguir la linealidad,

REGRESION GRAFICA MULTIPLE CUANDO LAS VARIABLLES INDEPEN -
DIENTES ESTAN MUY CORRELACIONADAS ENTRE SI, -

La figura N° 19 demuestra una técnica que es algunas veces til en
la regresidén gré&fica. En la tabla cuatro se dan los datos. La curva 1 (Fig, -
19) es la relacién entre una creciente de 100 afios (Q)gg) y el flujo me‘dio a-
nual (Qp 33) para 17 estaciones, El numerador de Ala fraccién marcado en-
cada punto es la descarga media anual (Q,) del rfo. Es imposible predecir
por inspeceién si el uso de Qav mejéraré la relacién ya que esta des -
carga aumenta con Q 2,33 Para definir el efecto de Qav » Si es que exig
te alguno, sobre la dispersién de puntos con respecto a la curva l, se pug
de usar el procedimiento siguiente:

1, - Llévense los valores de Q__ contra los de Q, 33 (como abcisa y trice-
se la linea media (curva 2). !

2. - Dividase cada Q,,, por su valor en la curva 2 para el mismo valor de -
Q2,633 estas divisiones se muestran para cada punto de la curva 1 del -
gréfico, Se podrian haber obtenido directamente midiendo las desviacio-
nes con respecto a la curva 2 en porcentaje con relacién a los divi =
sores (s6lo en papel logaritmico); en la préictica se obtendrian asfi:

3.~ Use los dividendos obtenidos en el paso 2 como la tercera variable,

4, - Continlie con la regresién gréfica miltiple segiin se describid previa-
mente, Los simbolos triangulares cerca de la curva 1 son los puntos a
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justados por el efecto Qav' El hecho de que muestren menos dispersidén

que los puntos originales, indica que las estimaciones de Q se mejo-
ran usando Q__ como variable adicional, Computando la ecuacién de la -
relacién gréf?c?’a se puede demostrar que es de la forma:

60

o
o

n
o

o

log Q4o = logy + b; log QZ, 33 - by logQ

La introducci6n del dividendo Q_, es s6lo un artificio; no apare-

ce en la relacidn final.
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ra tomar en cuenth ST 3 2 ]
el efectg de pre- e T
| pipitacidn de 09 | l
10 20 curva de la 30 ) 0 4
derecha. 3 i 1e
CONTENIDO DE AGUA EN LA NIEVE DE LA PRECIPITACION EN EL THREE CREEK
CORRIENTE SNOW CREEK EL PRIMERO DE ABRIL - JULIO, EN PULGADAS.

ABRIL3 EN PULGADAS.

Figura N° 18, - Ejemplo de regresién gréfica miltiple usando escalas a-
ritméticas.
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Figura N® 19, - Regresién gréafica usando variables independientes muy
correlacionadas, Basados en los datos de la tabla N2 4,

Tabla N 4, - Datos de regresion gréfica usando variables independientes

muy correlacionadas,

Rio y Crecida en Flujo medio  Descarga
situaciodn. 100 afios. anual promedio.
(mcs) (mcs)
1. Neosho-Iola Kans 2,974 801 48
Qs Big-Blue-Randolph
Kans. 2.738 782 48
. Miami=-Dayton Ohio 3.058 1.017 64
4, Savannah-Augusta,
Ga. 9911 1197 298
5. West Branch Susque-~
hanna-Williamsport,
Pa. 7.362 1948 278
6. Susquehanna Towan=-
da, Pa. 6. 683 3.033 294
s Susquehanna-Harris=-
burg, Pa. 16. 820 8,003 983 -
8. Kanawha -Kanawha -
Falls~- W, Va, 7.816 3557 359
9 Allegheny-Red House,
N. Y, 1. 597 694 79
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10. Iowa. Iowa City,

Iowa. 1,597 694 79
11, Tennesse-Knox- .

ville, Tenn. 6.456 2.682 44
12, French Broad-

Asheville, N, C, 1,288 459 60
13, Des Moines, Keosang- '

na-Iowa. 2.917 1,164 152
14, Connecticut-White '

River, Junction, Vt, 3.455 1.504 204
15, Cumberland-Nashvi- )

lle, Tenn. 5.890 3,460 578
16. Hudson. Mechanicvi-

lle, N.Y. 2.529 1.203 210
17, Ohio-Cincinnatti,

Ohio. 22,653 12.564 2.766

ELECCION DEL METODO GRAFICO O ANALITICO PARA EL CALCULO DE
LA REGRESION MULTIPLE. -

Para realizar el trabajo exploratorio y para hacer las estimaciones -
preliminares existe un método gréfico standard. El método gréfico tiene las
siguientes ventajas:

1. - Es rédpido

2. - Ayuda a definir el modelo apropiado

3. - Sefiala la necesidad de transformaciones, si las hay

4. - Llama la atencidn sobre puntos muy aislados si existen en los datos (ver
los puntos aislados de la figura 18),

Las DESVENTAJAS del método gréfico son:

1. - No se puede identificar los efectos pequefios que ocasionan las variables
independientes.

2. - El nimero de variables independientes esti limitado a tres debido al e -
fecto acumulativo de las inexactitudes del trazado y de la situacién de las
lineas.

3. - Las pruebas de significacién de los efectos de las variables individuales -
no estdn a disposicidn.
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4, - La relacién resultante de la inclusién de tres o méis variables es confusa
para el usuario a menos que se exprese matemdticamente o se lleve a un
gréfico siguiendo una forma distinta.

Un método analitico tiene las siguientes VENTAJAS:

1. - Para el modelo usado, da la mejor estimacién de las constantes de la ¢
cuacibén, y del error standard,

2. - Permite la prueba de los coeficientes que expresan la diferencia con el
cero.

3. - Los resultados se pueden presentar de una forma clara y concisa que tQ
dos los hidrdlogos pueden comprender.

4, - Los resultados son exclusivos para el modelo y la muestra usados;cua -
lesquiera que sean los investigadores los resultados serdn los mismos.

Las DESVENTAJAS del método analitico son:

1. - El cédmputo lleva tiempo, especialmente cuando hay varias variables o L
modelos complicados; el uso de los computadores reduce el tiempo de -
computacidén, exige considerable tiempo para la preparacién de los da -
tos.

2. - La existencia de puntos aislados estd oculta como lo estaria la existen -
cia de un grupo de puntos diferentes a la mayoria (a menos que se com-

pute la diferencia existente entre todos los puntos y sus estimaciones).

3. - El modelo seleccionado puede no ser el apropiado.

DETERMINACION DE LLAS ECUACIONES DE LAS RELACIONES. GRAFICAS. -

Los andlisis grdficos son a menudo adecuados para cierto tipo de pro-
blemas. Los resultados se pueden dar suministrando copias de los gréficos, -
pero las interpretaciones de los gréaficos con més de dos variables es dificil -
para cualquiera que no esté familiarizado con el procedimiento. Por ejemplo,

consideremos la relacién de tres variables de la figura 18. Cull es el desague
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posible que corresponde a un contenido de agua en forma de nieve de 51 cm.y
de una precipitacién sobre el Three Creek de 25 cm. ? -- Es de 4. 938 Ha-me-
tro de curva de la izquierda mds 1,728 Ha-metro de la curva de la derecha pa-
ra un total de 6. 666 Ha-metro. Un método mejor de representacién seria el u-
so de una familia de curvas, Otra manera seria la de escribir la ecuacién de -
la relacién gré&fica, que para la relacibén de la figura 18 es:

R=-22+1,65+4,4P 12<5< 28

4< P<11

Estos limites de definicién para S y P le dice al lector que la aplicacién de la
ecuacidn fuera de ellos es riesgosa.

Otra ventaja de definir las ecuaciones de las relaciones gréficas apare
ce cuando se desea comparar relaciones del mismo tipo pero deducidas de da-
tos diferentes. Por ejemplo Riggs ( en 1,965 ) relaciond las descargas bésicas
de flujo de nueve pequefios rios con el agua de drenaje y el porcentaje de la -
cuenca vaciada. Hizo ocho relaciones diferentes, cada una basada en medicio-~
nes realizadas en los mismos rios pero en momentos diferentes. El interés es
taba en la variabilidad del efecto del porcentaje vaciado de la cuenca; esta va -.
riabilidad fué aparente cuando se definieron las ecuaciones de las relaciones y
cuando se compararon los coeficientes de regresién del porcentaje vaciado de-
la cuenca,

Un uso més de la ecuacién de una relacidén gréfica es el de reducir una -
relacién a su forma més simple. Esta reduccién es un procedimiento deseablé -

si el andlisis gréfico hace uso de variables compuestas.
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La regresién gréfica de la figura 20 es el resultado de un estudio explo-
ratorio de dat“os procedentes de una cuenca del occidente de los Estados Unidos,
e indica qué se puede estimar con.bastante seguridad el FMA a partir del é&rea
de drenaje y del flujo promedio en metros cibicos por segundo por Kilémetro -
cuadrado, Debido al hecho de que el drea de dre'naje se usa dos veces, el efec-

to real de ella debe ser evaluado. Empezamos por escribir la ecuacién de la re

lacidn (por un método subsecuentemente), que es:

log FMA = 1,00 + log A + 1,02 log Q

en dopde A es ¢l firea de drenaje en Kilédmetros cuadrados y Q es el flujo pro-
medio en métros c¢bicos por segundo por Kilémetro cuadrado. Sea ;1 el flujo -

. ’ .
medio en metros cibicos por segundo, entonces:

Q=q/A

Substituyendo é# la primera ecuacidn resulta:
log MAF = 1,00+ log A+ 1,02 1log (q/A)
= 1,00+ leg A+ 1,02 1log q - 1.02 log A

Luego el coeficiente neto de regresién de log A es -0, 02; el cual es desprecia-

ble y, si se elimina queda:

1,00 + 1,02 1ogc_1 ; 6 sea:

log MAF

- 1,02

MAF = 10 q

{

73
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Figura N° 20, - Regresibén gréfica con una variable usada doblemente.
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METODOS GENERALES, -

Toda ecuacidn 1»inea1 en dos variables es de la forma: Y = a + bX y és-
ta forma general es la ecuacidén de una linea recta en coordenadas rectangula-
res. La forma lineal en escala logaritmica:

log Y = loga+ blogX
que cuando se expresa en las variables originales es la ecuacién:

b
Y = aX

Una linea recta en papel semilogaritmico tiene la forma lineal:

log Y=1loga+b X

que se reduce a la ecuacién exponencial:

bX
Y eail 10}
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Sib = c log K en esta diltima ecuacidn, se obtiene:

cX
Y + aK

A veces, los puntos que se llevan a un papel logaritmico definen a una
curva corriente en vez de una recta. El lugar geométrico de los puntos puede
hacerse algunas veces lineal afiadiéndole o restdndole una constante a una de
las variables. La relacién seria de la forma:

log Y=1loga+blog(X+c) ; 61
Y=al(X+ c)b

Para determinar la ecuacidén de cualquier relacidn lineal de dos varia-
bles calcilese la pendiente, b, de la linea como la distancia vertical dividida -
entre la distancia horizontal, Estas distancias siempre se miden en vunidades-
' aritméticas aunque el gréfico sea en papel logaritmico (las b no se transfor -
man), El intervalo de escala debe de ser el rhismo en ambos ejes o se debe ha
cer un ajuste aritmético adecuado. La intercepcién, a, se mide generalmente-
de 1a hoja del gréfico sobre el eje de ordenadas para un valor adecuado de X =

Para la relacién:

1]

Y = a + bX

Y = a cuando X =0

y para la relacién:

log Y =loga+blogX
Y = acuando X + 1

Si no se puede extender la linea convenientemente hasta X = 1 6 X=0, se

puede sustituir en la ecuacidn las coordenadas de un punto de la curva y deter -
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minar la intercepcidn.

Las ecuaciones standard dadas en los textos de geometria analitica son
de poco uso en el anilisis empirico. Se necesitan expresiones matemdéticas -
més flexibles, y son deseables aquellas que se puedan poner en forma lineal -
por su facilidad de computacién. Si no se puede hallar una transformacidén que-

haga a esta relacién lineal, entonces un modelo del tipo:

2 3 n
Y=a+blx+bzx +b3X + ------------ +an

o alguna porcién del mismo, se ajustard a la mayoria de las curvas suaves, Si-
. . P . 2 . .
la curvatura tiene un solo sentido, el término X introducird la curvatura nece
saria. Cuando una curva tiene un punto de inflexién se necesitan los términos -
2 . ’ . ’ .

X 'y X , En el trabajo empirico raras veces se usan términos con exponen-
tes mayores.

El modelo anterior es igualmente aplicable cuando se reemplaza a X por
log X. Una linea de curvatura en un sélo sentido se expresa en escala logaritmi
ca como:

2
log Y = log z + b log X + b, (log X)

que reducida a la forma exponencial es:
bj b2 log X b; + b2 log X
Y=aX X = aX

La forma general de las relaciones lineales en varias variables es:

Y=a+b X+ boXs+ covan-- S e o ann

Algunas veces el coeficiente de regresidén para una variable cambia -
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con otra. A .esto se le conoce con el nombre de interaccidén., En gl #},odelo:

Y= a+b1X1+b2X2+b3X1X2
se denomina al término b3X ;X ,; producto de interaccién. Su uso proporciona
un cambio sistemético de pendiente. Las relaciones curvilineas en varias va-
riables se pueden describif afiadiendo términos con potencias de las variables
independientes. La ecuacién de una curva o de una relacién miltiple que impli
ca una interaccién no se puede computar con facilidad, La ventaja de recono =~
cer la forma general de la ecuacién que representarfa una relacién gréfica par
ticular yace en la necesidad de un modelo si hay que computar una regresién de

minimo cuadrado. La definicidén de la ecuacién de una regresidn gréfica se limj

ta a las regresiones lineales.

DEFINICION DE ECUACIONES. -

e
2
24

Por medio de dos ejemplos demostraremos los métodos para definir la
ec’{zacién de una regresién gréfica, Los procedimientos usados en estos ejem =

plos se pueden adaptar, sin més, a otros problemas. El primér ejemplo, que -
se muestra en la figura 21, es una regresién lineal miltiple por el método de -
los residuos. La ecuacidén de esta relacidén se obtiene de la manera siguiente. -
Considere primero la relacién entre Y. y Xl en donde Y. es el valor de la cur-
va de la parte derecha de la figura 21, Esta relacidén es de la forma Y= a+ bX, -

.

en donde a, es la intercepcién en X; = 0 y b, es la pendiente de la linea.

Para este ejemplo: Y, = 5,4+ 0,86 X1
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La ecuacidn de la segunda linea se obtiene de manera similar, y es:

Residuo = -10 + 2, 78 X‘2
El Residuo (denominado R) es el valor puntual individual, Y, menos el valor -
obtenido de la primera ecuacidn, es decir:

R=Y-Y =-10+2,78X
c 2

Substituyendo a Yc por su valor expresado en la ecuacidén anterior correspon-

diente:
Y =(54+0,86 X,)

a partir de la cual se obtiene la relacién deseada:
Y= -4,6+0,86 X; +2,78 X,

El segundo ejemplo (Fig. N° 22) es una regresién grifica miltiple co-
axial simple adaptada de una hecha por el Departamén”fo_ ‘_Hidréulico de Investi
gacién de la Oficina de Vialidad (Hydraulic Research Branch oi t!ie Bureau of
Public Roads). Esta regresién es lineal, y las lineas correspondientes a S y -
a P estin espaciadas sistem&ticamente y son paralelas. Bajo estas condicio-
nes, se puede determinar la ecuacidén de la relacién gréfica.

Estudiando la figura 22 se evidencia, lo siguiente:

1. - Q.IO es la variable dependiente
2, - A, es la variable independiente principal

3. - Las lineas con un P, igual, estdn espaciadas linealmente en el papel logarit-
mico y son paralelas,

4. - Las lineas con un S igual estén espaciadas logaritmicamente al doble de la-
escala logaritmica del papel y son paralelas.
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Figura N° 21, - Reg‘res_i6n Lineal Miltiple por el método de los residuos.

Para entontrar la solucidn, separe la regresién en dos partes introdu-

ciendo una variable intermedia, Q dj; ( a una escala arbitraria ) de tal mane -

a
ra que:
Qadj = f (A,P) y:
Qag; = f(85:Q9)

Consideremos la primera relacién, Para un P fijo, el modelo seria:

n
Qadj = KA

en donde K, es la interseccién sobre la escala. Qadj (paraA=1)yn esla -
pendiente de la lfnea. En este ejemplo, n=1, 28 que es la relacidén lineal entre
las longitudes v:'ertical y horizontal, Para P = 1,20 la interseccién es K= 78,

Para obtener esta interseccidn graficamente hay que prolongar bastan

te 1a curva. Es més sencillo computar la interseccién de cualquier otro valor
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de A diferente de uno, por ejemplo, para Qadj =1,000, A =17,3; luego

1,28
de donde K = 78,

1,000 = K(7,3)

La introduccidn de P como variable hace necesaria la definicién =
de la interseccién K en funcién de P (pues la interseccién es diferente pa-
ra cada valor de P), Cuando la diferencia de intervalos de diez unidades
se proyecta sobre el eje Qadj resulta equivalente a 1, 36; es decir: por ca_
da aumento de P en 10 unidades la interseccibn aumenta 1, 36 veces (estd
en escala logarftmica). Este aumento se puede medir cuando los interva

los son individuales o, computar a partir del aumento total., Por ejemplo

para A =10 Qadj =1,480 cuando P =1,2 vy
= 17.000 cuando P =2

600,000
7
P4
V4 7
1/ 300.000
1//’ 200.000
/
4 100,000
o V4
7
7
V4
g
/
/
10,000
%4 .

100 1
Q10

Figura N° 22, - Regresibn gréfica mdltiple coaxial,
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El aymento correspondiente a ocho intervalos es igual a 17, 000/1.480 =11, 5.

. 160 (P-1,2
Luego. K =78 (1’ 36) ( )

en donde 78 es la interseccién para P=1, 2, el aumento de K por décimas es-
de 1,36 vy el factor 10 (P-1,2) es el nimero de décimas por encima de 1,2 .
Substituyendo los valores de K y n resulta para la primera relacién :

78 (1, 36 10 (P-1,2) 1,28 '

La segunda relacidn:

Qadj & (s, Q)

se maneja considerando de nuevo que Qadj es la variable dependiente. Des =~

preciando a S, el modelo serfa:

m
= K
: Qadj Q10

La pendiente se mide a escala y es iguala 1,78. La interseccién K se compu -

ta para S = 1, Qadj= 100, 000 y QIO=19' 000, de acuerdo con:

1,78
100, 000 = K (19. 000) 6:

log 100,000 = log K + 1, 78 log 19. 000
log K=5-7,60= -2,60=7,40 - 10
K= 0,00025
gl espaciamiento de las lineas en una dire;cic’m vertical (paralela al eje Qadj ) -
es el doble de las escalas del papel. Por lo tanto, la interseccién K varfa direc

2 ;
tamente con S, y la ecuacidn es:

1,78

.=0,0025 5% Q 10 (2)

QadJ

Combinando las ecuaciones 1 y 2 se obtiene:
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1,78
10

P-1,2) 1,28
(p-1,2)

10
0, 0025 8~ Q = 78 (1, 36)

que en forma logaritmica es:

log 0,0025 + 2 log S+ 1, 78 log QlO = log 78 +
+ 10 (P - 1,2)log 1,36 + 1,28 log A

Resolviendo para Q; da:
log Q,( = 1,61+ 0,721ogA -1,1210g S+ 0,75 P

que es el resultado deseado.

OTRAS HERRAMIENTAS. -

>

Anédlisis de las varianzas, -

El1 Anédlisis de las varianzas es un procedimiento por medio del cual se
pueden transformar las variaciones enmarcadas en los datos en variaciones

componentes debidas a los factores independientes. Estid estrechamente liga

do a la correlacién pero es aplicable a problemas en donde algunos de los -
factores sblo se pueden describir por clases, y no como variedades numéri -
cas.

El andlisis depende del carﬁcte'r aditivo de las varianzas. Su propd-
sito es el de probar si medios diferentes son parecidos o né. Los fundamen
tos bdsicos del prdblema son (1) la medicién de la varianza de datos experi-
mentales multiplicados por la suma de los cuadrados de las observaciones de
las desviaciones de la media (2) la particién de la suma total de las desviacig
nes al cuadrado en parte independientes, estando cada parte asociada a algu -
na propiedad fisica del experimento (3) la estimacidén de los pardmetros en -

las distribuciones que se han postulado para dar fundamento seguro a los da-
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o tos y (4) pruebas de significado de los pardmetros. Los resultados de las
pruebas dan la probabilidad de la existencia de una diferencia apreciable -
entre 1os efectos de un factor o de varios factores a diferentes niveles.

Un ejemplo muy simple de anélisis de varianzé's‘e-—o(':upa de averi-
guar si el desague promedio para dos perfodos de registro en una estacién

de aforo con estimaciones de la misma poblacidén media. A continuacidn se

dan los desagues anuales:

Perfodo 1 Periodo 2

17,3
21,9
. : 13,6
: 10, 8
9,7
. - 20,7
. 16,3

; 16,2
12,5
11,3
14,0
16,5
15, 3
19,2 :
13,0 11,5

-

,_4
NN OO OB MWW OB N

—
N0 U= =0 B O oo

(-]

-

’

b

—
W ==

238,3 170, 1

3 Los cémputos se hacen de la manera siguiente:

Gran Total = T = 238,3 + 170, 1 = 408, 4
Néamero total de elementos = N = 30

Nidmero de elementos en cada periodo = n = 15
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T?/N = (408, 4)%/30 = 5.559, 7

Suma de los cuadrados = = Yiza = 6,067,3
2 2 2
dividida entre n = £ T, /n =[(238,3)" + (170,1)7)/15=5,714, 7
2
Suma de los cuadrados interperfodos = ZTi/n
2 /N= _
-T“/N=5.714,7 - 5.559,7 = 155, 0

2
Suma de cuadrados dentro de los perfodos = ZYi

& = Tiz/n =6,067,3 - 5,714,7 = 352, 6.

2
Suma total de los cuadrados = = Yi - TZ/N = b,067,53
= 54,559,7 =507,6
La tabla del andlisis de varianza es:
Origen Suma de Grados de Cuadrado de Cuadrado
cuadrados libertad la media promedio
de la me-
dia,
Entre perfodos 155,0 1 *% 155 c_?. & \'10"_§2
Dentro de los 2
perfodos. 352,56 28 12,6 a

Total. 507, 6 29 =2 vEmawws 0 ceseer

Los grados de libertad, G.L. , son en ndmero, uno menos que el
nidmero de perfodos, p, para las sumas entre perfodos; y N-1 para el to-
tal; luego los grados de libertad asociados a la fuente dentro de perfodos
es N-p. El cuadrado medio se obtiene dividiendo la suma de los cuadra -
dos por G. L,

La @Gltima columna de la tabla de an4lisis de varianza sefiala los posi
bles valores del cuadrado de la media. Si las medias de cada perfodo fuesen

iguales, el término nc'jzserfa nulo, Las estimaciones de la relacién:
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E<T2 + nO'zfz_j / 0'2 puedén ser mayores que uno, debido a la casua-
lidad o debido a que hay una diferencia real. La relacién tiene la distribu -
cién F y se puede probar estadfsticamente. La relacién de la tabla es de: -
155/126 = 12,3. El valor F para 1 y 28 grados de libertad y una probabili-
dad de 0,01 es de 7, 6 por la tab.la de distribucién F. Como la proporcién de
la muestra excede a la proporcién tabular, concluimos que hay una diferen-
cia real entre periodos; es decir, la probabilidad de que tal diferencia de-
las medias haya ocurrido por casualidad si no habia diferencia verdadera en
tre los periodos es menor de 0,01, El doble asterisco, del cuadrado de la -
media entre perfodos (del andlisis de la tabla de varianza), denota el significa
do estadistico por encima del nivel 0, 01,

Consideremos ahora.un problema similar, para determinar si la pre-
cipitacién media anual de tres estaciones és diferente. En la tabla siguiente -

se dan los datos:

Precipitacién en pulgadas

, en el
Afio Puesto 1 | Puesto 2 Puesto 3
1,945 40, 6 48,2 : 47,5 )
1.946 36,1 40, 2 34, 8
, 1,947 37,5 37,8 42,2
1.948 4 52,3 58, 2 59, 9
1,949 42,2 43,3 51,7
1.950 40, 6 41,4 42,5
1.951 38,3 42,3 40, 5
. 1.952 ' 45, 8 48, 2 47, 8
SUMAS : 333,4 359, 6 366, 9

41,7 45 ,0. 45,9

i
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Con los datos de la tabla podemos hacer los siguientes cdlcu
los: T = 1.059,9
T2/N = 46,807, 8
£ = 47,784, 0

T%,/n = 46,885, 4

L.a tabla del andlisis de varianza es:

—

: Sumas de Grados de Cuadrados de
O en R e
Tig cuadrados libertdd “ewe. la media
Entre puestos 05 b m
-, S
En los puestos 898, 6 21 42,9 \\w\_\
Total 976, 2 . 23 -

Fz, 21 = 38; 8/42,9 1, por lo tanto, estadfsticamente, no hay diferen ,
cia entre las medias,

Una cuidadosa lectura de la literatura hidroldgica revelard -
muy pocas aplicaciones del anflisis de la varianza, La mayorfa de es -
tos an4lisis se basan en datos procedentes de experimentos preparados;

y es para esta aplicaci8n para la cual se obtienen los mejores resulta-
dos. Los datos hidrol8gicos son generalmente parte de una serie de
tiemgo que no puede ser estacionaria., Por lo tanto los valores individug_
les no pueden ser completamente independientes como lo exigirfa un ana

lisis valido de varianza,
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En el ejemplo donde se comparan los desagues medios de dos perid-
dos de registro, se concluyb que entre periodos habfa una diferencia real.
Pero no hay razén fisica para esperar un cambio en esta cuenca. El periodo-
inicial fué de grandes precipitaciones; el (ltimo incluyé las sequias de los a-
fios treinta. También es posible que algunos de los desagues anuales estuvie
sen correlacionados en serie,

Luego el caricter de los datos tiende a desacreditar los resultados de
esta aplicacién particular del anilisis de varianza.

En el Gltimo ejemplo, la precipitacién en el puesto 2 es mayor que en-
el 1 en cada uno de los aﬁos sefialados, sin embargo el anélisis de la varianza
no indica diferencia de las medias. (Un andlisis de la varianza entre el puesto
1 y el puesto 2, solamente muestra una diferencia a un nivel de probabilidad-
de aproximadamente 0, 25).

Las precipitacidnes anuales en un determinado puesto pueden ser inde-
pendientes, pero las preéipitaciones en los diferentes puestos para el mismo -
afio no lo son. Por tanto, no se cumplen los requisitos del método, y los resul-
tados se deben de acéptar con reserva,

Los dos‘ ejemplos dados utilizan un modelo estadistico muy simple. Para
problemas més complicados, se pueden considerar varios mocielos. La selec -
cién del modelo apropiado es dificil para el estadista ""ocasional'’. Muchos tex-
tos de estadistica tratan detalladamente el anélisis de la varianza. Ver a Ben -

nett y Franklin (1. 954), Brownlee (1.960), y, Dixon y Massey (1.957). En gene-~
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ral, un andlisis de varianza hecho por alguién que no esté completamente fa-
miliarizado con el proceso debe ser revisado por un estadista para que veri-

fique la conveniencia del modelo y la exactitud de la interpretacidn.

ANA LISIS DE COVARIANZA. -

El andlisis de la varianza de los datos de desague para dos periodos-
(Ver pdg. ) indica que las medias de la poblacién eran probablemente dife -
rentes, sin embargo otra informacidn, particularmente los registros de pre-
cipitaciones, lleva a la conclusidn contraria. Los datos de precipitacidn, se -
pueden incorporar al andlisis usando un anédlisis de covarianza. Este método-
incluye conceptos del anédlisis de la varianza y de la regresidén y es aplicable-
en aquellas partes en donde una variable representa una medicién para cada -
individuo én contraposicién con una variable que solamente puede ser separa-
da en unas cuantas categorias.

En la figura 23 se muestran dos condiciones generales para las cuales
un andlisis de covarianza originard conclusiones diferentes de las de un anili-
sis de varianza., En cada condicién, Y, es la variable, que se analiza,y X, es -
la variable dependiente., El gréafico A de la f.i'gura 23 muestra las medias de Y
para que los dos periodos sean practicamente iguales.

En estas condiciones un andlisis de varianza no mostraria una diferen-
cia apreciable entre las medias. Pero entre los periodos 1 y 2 ocurrid un cam
bio importante en la relacién de Y a X, y es a este cambio al que el analisis de

covarianza puede identificar,
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Gr&fico A Gréfico B

/

|
|
[
|
|
I
[
l
X X
Figura N°® 23, - Dos condiciones para las cuales el anflisis de la covarian
za darf lugar a conclusiones diferentes de las del anflisis
de la varianza,

El anflisis de las pruebas de covarianza se hace en base a desvia-
ciones de la regresin en vez de en base a las medias. La prueba implica
la suma de los cuadrados de las desviaciones de la regresi8n definida por
todos los puntos marcados con respecto a las propias medias de su perfo-
doyala suma de los cuadrados de las desviaciones de una lfnea de regre
si8n total (Dixon Y Massey, 1.957, p. 210). En efecto la prueba indica si
los dos perfodos son diferentes cuando se ajustan al mismo valor de X. Co
mo se dijo previamente, un anflisis de la varianza de los datos de la condi
cién del gréfico A, Fig. 23, no indicarfa diferencia entre perfodos porque

las media ?1 e ?2 son casi iguales, Pero el anflisis de covairanza indica-

rfa una diferencia apreciable de los valores de Y de la media total it-
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El gréfico B de la figura 23 muestra dos periodos que tienen valores
medios, Y, muy diferentes pero no tienen ninguna diferencia real en las regre
siones de Y sobre X para los dos periodos, Los dos resultados no se contra-
dicen, Hay una diferencia para las medias de los dos perfodos, pero esta se -
debe a una diferencia de los valores de X para dichos periodos.

El anélisié’“de la cdvarianza exige que las pendientes de las lineas de
regresidén de los I;érfodos individuales sean virtualmente paralelas, Dixon y
Massey describieron (1. 957, p.Z218) una prueba de paralelismo.

Tabla N° 5, - Indice anual de precipitacidén y desague anual para el ejemplo-
de andlisis de covarianza,

Periodo 1 " Periodo 2
Indice de Pre- Desague Indice de Preci- Desague
cipitacion, (X) (Y): pitacion. (X) (Y)
27 iy 14 6,4
36 al, 9 26 15;2
26 13,6 ‘ i5 e 7
18 19,8 .. . L 4,4
27 19,7 19 9.9
30 20,7 ' 21 11,9
25 16,3 18 11,9
28 ib, 2 : 22 15,4
19 12,5 20 9,4
22 L1, 4 17 7,0
22 14, 0 . 29 16, 0
29 16,5 30 17, 0
26 15,8 16 11,2
29 19, 2 _ 23 13, ¢
24 13,0 23 11,5
388 238,3 304 170, 1 .

Tx = 692; Ty = 408, 4
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A continuacién damos los detalles de cémputo de un andlisis de co -
varianza usando (1) los mismos datos de desague de la seccién previa para -
el ejemplo del anédlisis de varianza y (2) alguhos valores supuestos de un in -
dice de precipitacién, y que estidn todos en la tabla N° 5 y en el gréfico de la

figura N° 24.

o Perfodo 1
o

5 20 |- x Perfodo 2 o o2
<<
2
<C
o
—
-
“ 10
= L
«
o
=
(&)
(2]
w

0

0 10 20 30
INDICE DE PRECIPITACION ANUAL

Figura N° 24, -Gréfico con datos de la tabla N° 5.

El gréfico indica que no hay cambios de relacibén entre periodos y que
la diferencia de las medias de desague entre periodos se debe a diferencias - =
de precipitaciones. Con estos datos no ser{a necesario hacer un anélisis de -
covarianza. Sin embargo si los puntos marcados indicasen regresio'nes sepa -
radas, podrfa ser ideal hacer un anélisis de covarianza para probar si las -
dos regresiones eran estadistica y apreciablemente diferentés.

El siguiente cdmputo ilustra el procedimiento: lé suma total de pro -
ductos =Xij Y = TxTy / nK, en donde Tx y Ty son los totales absolutos de
X e Y; n, el ndmero de elementos en cada perfodo y K el nimero de periddos.

La suma de productos entre las medias ETxi Tyi / n- TxTy / nK, en

donde Txi y Tyi,son totales (de pericdos).
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Por ejemplo: la suma total de productos = 27 (17, 3)
+36(21,9)...+ 28 (1L1,5)

- 692 (408, 4) / 15 (2)
- 10,054,7 - 9.420,5 = 634, 3

Suma de productos entre medias:

= 388 (328,3) / 15 + 304 (170,1) / 15
- (692) (408,4) /30 =19,611,4

-9.420,4 = 191,0

2
La suma total de cuadrados X ==X
1a

- T,Z{/N = 16,898 - 15,962 = 235

Suma de cuadrados de X entre periodos:
=12, /n - T2/ N= 16,197 - 15.962 = 235

Las sumas de cuadrados de Y se toman del ejemplo del andlisis de varianza

Las desviaciones de regresién se computan con la férmula:

2
ZYZ - ( = xy) /ﬁx2
2 J
que para los totales es: 507, 6 -(634,3) / 936 = 507, 6

-429,8 =177,8

porque dentro de los periodos las desviaciones de la regresidn son:

2
352, 6 - (443,3) /701 =352,6 - 280,3 =72,3

y la desviacién entre medias de la regresién se obtiene por sustraccidn.
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Qrigen Datos Desviaciones
Grados de 2 2 Grados de =B Cuadrado
Libertad. x Xy y Libertad. - {Y-Y) de la media.
Entre Medias 1 235 191 155,10 1 B, B 5, 5
Dlentro de Pe- 28 701 443,3 352,6 27 74,3 v, 1yl
r{odos. '
Tlotal. 29 936 634,3 507,6 28 77,8 =

La suma de cuadrados dentro de periodos (de la primera parte de la tabla) se

obtiene . por sustraccion. Los grados de libertad para las desviacioﬁes de re-
o2 '

gresién, (Y-Y) , dentro de periodos y totales son uno menos que para las me-

dias.

La prueba de significado compara  a F (relacién de los cuadrados de -
las medias de la tabla de covarianza), con los valores de distribucién de ésta
a niveles del 5 y 10 por ciento. Para éste ejemplo son:

F=5,5/2,7=2,0
Fi,27;0,05 =42 Y

F1,27;0,10= %9

Como 2,0 es menor que 2,9 la diferencia de perfodos no es aprecia -
ble al nivel del 10 por ciento cuando los desagues se ajustan a la precipitacion.
Ver el articulo de Wilm (1,943, que incluye una discusidén de Daven =

port, para una aplicacién del andlisis de covarianza a un problema hidrologico).
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ANALISIS MULTIVARIADO,

Las relaciones mfltiples de variables independientes que estfn re
lacionadas entre sf producen algunas veces resultados incongruentes a par
tir de grupos diferentes de datos, Por ejemplo, el coeficiente de regre-
sibn de una variable independiente, puede ir de positivo a negativo en re-
gresiones diferentes, y probar ser, sin embargo, estadfsticamente impor
tante,

En estas condiciones, las conclusiones referentes al efecto de esa
variable sobre la variable dependiente podrfan ser erradas si sdlo se ana
lizase un grupo de datos, El uso del anflisis multivariado ha sido propues
to como medio de solucibn para este dilema,

El anélisis multivariado se ocupa de la relacidn de grupos de varia
bles aleatorias dependientes e incluye varios procedimientos diferentes, -
cada uno con el préposito de cumplir un objetivo diferente., Snyder (1.962)
investigd el uso del anflisis multivariado en hidrologfa en donde la estruc_
tura de la solucibn era de primordial importancia, Kendall (1,957) descri
bib esta teorfa, En su estado actual de desarfollo, el andlisis multivaria-
do no es una herramienta dtil para definir las relaciones de causa y efecto

en hidrologfa, el anflisis de regresibn es afn el mejor método a disposicibn,

CARACTERISTICA DE LOS DATOS HIDROLOGICOS

El flujo de los rfos es un proceso contfnuo que varia con el tiempo,
y se dice que los datos correspondientes forman una serie cronolégica, Un

.griﬁco del caudal de un rfo en funcién del tiempo mostrarfa un patrén de va

riacibn recurrente cada afio; es decir, los flujos abundantes tienden a ocurrir
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en ciertos momentos particulares delafio, y los escasos, en otros, en res -
puesta a las caracteristicas climatolégicas que también varian estacionaria-
mente.

Debido al hecho de que el caudal no tiene valores discretos, necesita -
mos cortar la carta hidrogréfica en piezas que consideraremos como corrie-x_l
tes individuales. Estas piezas particulares tienen ciertas caracteristicas que
se deben de considerar en el andlisis. La pieza m&s comin es la correspon -
diente a la descarga media diaria, ia cual estd relacionada con la descarga -
del dfa anterior y cae en un campo que depende de la época del afio. En esta -
distica, la descarga media diaria es una variable correlacionada en serie;es-
decir no es casual. Ademés,este tipo de descarga no es homogénea durante-
el afio; es muy probable que en un momento del afio sean mayores que en otros.

Los datos se consideran hbmogéneos si cualquier subgrupo, al cual se
puedan asignar 1dgicamente algunos de estos datos, tiené la misma media po-
sible y la misma varianza que cualquier otro subgrupo de la poblacién.

Las descargas medias mensuales para diferentes meses Atar>nbién estdn
correlacionadas en serie y no son homogéneas. Las descargas medias anuales
pueden ser valores homogéneos;pueden o no estar correlacionadas en serie, de
pendiendo de la cantidad almacenada en la cuenca en el momento de iniciacién-
del afio hidroldgico.

En lugar de considerar una variable de cauda} constituida por segmen -

tos adyacentes de una carta hidrogréfica, podemos considerar variables tales-
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como la media de julio, descarga pico anual o el flujo minimo anual. Estas‘
variables estdn formadas por un individuo de cada afio y son por lo tanto in-
dependientes del ciclo anual de la corriente, También son independientes en
tre si ( con la posible excepcién de flujos minimos anuales que incluyen el -
flujo del afio previo desde el sitio de recarga de agua subterrénea.

Las precipitaciones, la temperatura, la descarga de sedimentos, la
calidad del agua, la transpiracidén, la evaporacién y la radiacién solar va -
rian en el curso del afio, los indices que la describen pueden no ser casua -
les ni homogéneos.

Es aparente que la distincidén entre los datos casuales y los no casua
les y entre los homogéneos y los no homogéneos no es siempre muy clara. El
analista tendrd que determinar si los efectos de la posible no existencia mo -
derada de la casualidad y de la no homogeneidad invalidara las. conclusiones -
de su andlisis particular. Es importante que el cérécter de los datos se consi
dere al disefiar el andlisis y al interpretar los resultados.

Hasta aqui hemos descrito las variables que se pueden considerar co -
mo muestras de la poblacidén si los individuos son homogéneos; si son ademés
casuales, podemos estimar la distribucién de frecuencia de la variable de la
muestra. Otro tipo de variable usado extensivamente en la hidrologia no se -
puede considerar como posesora de una distribucién de probabilidad, o ni que
ha sido extraida de una poblacién en la manera que se considera usual.

Las caracteristicas de una cuenca tales como 4rea de drenaje, pendien-

te, elevacidn, e indice vegetal se encuentran en esta categorfa. (Es posible cm
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cebir ciertos pardmetros fisiogréficos, como variables fortuitas, pero ra-
ras veces se puede considerar a la muestra en cuestién como seleccionada
al azar o como representativa).

En la regresién se usa a veces el tiempo como variable. Este no -
tiene distribucidén y se usa solamente como sustituto del factor o de los fat
tores reales (que se desconocen o no pueden expresarse mediante indices),

asociados a cambios de la variable dependiente.

EFECTOS DE LAS CARACTERISTICAS DE LOS DATOS EN EL ANALISIS. -

La preparacién de la distribucién de frecuencia de las descargas -
medias diarias se hace a partir de datos correspondientes a varios afios, y
la curva resultante se denomina curva de duracién. Los valores individua -
les ni son fortuitos ni son homogéneos. Por lo tanto, no se puede conside -
rar a la curva de duracidén como curva de frecuencia., La probabilidad de ex
ceder un cierto valor de un determinado dia futuro depende del valor prece -
dente y de la época del afio. Por lo tanto, la curva de duracidén es simplemen
te la distribucién de las medias diarias que han ocurrido. Se puede conside -
rar como estimaci‘c')n de la distribucidén durante un periodo futuro de varios a
fios de duracidn.

Por otra parte, las curvas de frecuencia correspondientes a los pi -
cos anuales de crecida se puedén interpretar como curvas de probabilidad de

bido al hecho de que los individuos no estdn relacionados y son homogéneos.
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La mayoria de las curvas de frecuencia, correspondientes a flujos es-
casos, se pueden interpreta:_' similarmente, pero ocasionalmente se encontra-
r4 una muestra correlacionada en serie.

El efecto de usar datos no homogéneos en un problema de regresién se

muestra en la figura N° 25 en la cual se hace un gréfico correspondiente a 4 a

filos de descarga media mensual para cada mes sin excepcidén, uno de Turkey-
y otro de Idaho. La relacidén parece bastante buena, pero en realidad no exis -
te ninguna entre los dos rios para un determinado mes. La relacién aparente-
usando todos los meses del afio se origina por que el caudal en Idaho es seme-
jante al de Turkey. Las descargas de inviernos son menores y en los meses -

de deshielo de primavera son abundantes.

500

BILLORIS,

; EN METROS CUBICOS POR SEGUNDO.

mo=zo
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G 4onpXOUD> XO
. TP M
o

DESCARGA MEDIA MENSUAL EN BOTAN CAY,

TURQUTA

100 1000 4000
DESCARGA MEDIA ANUAL DEL R10 SOUTH FORK

BOISE CERCA DE FEATHERVILLE, 1DAHO.,
EN PIES CUBICOS POR SEGUNDO

Figura N° 25, - Relacidén esplrea usando datos no-homogéneos.
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Las relaciones entre descargas medias mensuales de dos cuencas
contiguas muestran condiciones menos extremas. Por ejemplo, no hay re-
lacién entre las descargas medias mensuales del Lago Fork por encima -
del Lago Moon, en Utah y del rio Duchesne en el sendero del rio Provo, -
también en Utah, para el me’s de enero, en cambio, hay una buena ;elacién
para el mes de junio (figura N° 26), Con pocas excepciones, la relacién de
dos cuencas de drenaje adyacentes para un determinado mes no es la mis -
ma que para cualquier otro mes. Cuando las descargas mensuales corres-
pondientes a todo el afio se usan juntas, el coeficiente computado de cdrre-

L]

lacién es muy elevado y el error standard computado serd un promedio de-

los errores standard para las relaciones mensuales individuales.

TESTIGOS. -
Hay muchos factores que influencian el flujo de un rio;algunos ejer -

cen mucha influencia en una época y ninguna en otra; la mayoria ejerce efec

tos interrelacionados con efectos de otros factores. En una regresién que se
use para estimar el caudal sélo se puede incluir unos pocos factores, y los -
efectos de estos son sdlo aproximados. En consecuencia hay una dispersién-
de puntos con respecto a la linea de regresién y en ocasiones se encuentra -
un punto aislado (ver fig. N° 18, como ejemplo). A tales puntos aislados se-
les denomina en estadistica testigos, y existen pruebas estadisticas que se -

pueden usar para determinar si un cierto punto se debe o no rechazar por no
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pertenecer al grupo. Parece cuestionable el rechazo o no de testigos en los
andlisis hidrolégicos en base a pruebas estadisticas. Considerése el punto -
aislado de la figura N° 18, Si la precipitacién hubiese sido de 7 pulgadas en
lugar de 3, 4; el punto no estarfa aislado. Es posible que las precipitaciones
en las partes mds altas de la cuenca del rfo Jarbidge fuese mayor que en -
Three Creek, en cuyo caso, podria pasar nuevamente lo mismo y se habria -
dado m&s peso en el anilisis a ese punto. Sin embargo, si se encuentra que-
algunos de los datos para ese afio no son dignos de confianza se podria recha
zar el punto.

Acton dedicd (1.959) un breve capitulo al rechazo de los datos indesea

bles. En parte, él dice: '""Pero la pura verdad es que los cientificos y los in -
genieros no necesitan estimulo para ignorar datos aislados que persisten-rnés

bién necesitan mantenerse en observacidn'',
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Figura 26.- Relaciones
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