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RESUMEN

En este informe se trata de unificar la respuesta
hidrolégica de una cuenca al escurrimiento con las carac
teristicas geomorfoldgicas de la misma. Para ello se de-
riva el hidrograma unitario instantdnero geomorfoldgi-
co (HUIG) como una funcién de los nfimeros de Horton: RA’
RB y RL y un parametro de escala, L9 y un parémetro di-
némico: la velocidad v. El1 HUIG asi derivado es variante
en el tiempo, tanto durante una tormenta como para dife-
rentes tormentas. Esta variabilidad es tomada en cuenta
por el paré@metro v. E1 HUIG fue verificado en experimen-
tos controlados en cuencas de Venezuela y Puerto Rico
con resultados muy satisfactorios. También se llevaron a
cabo experimentos para verificar la importancia que 8rro
res a priori en la estimacidn de v tienen en la evalua -

cidén del pico y tiempo al pico del hidrograma de salida.

Este informe también presenta un primer andlisis al pro

blema de la similaridad hidroldgica.
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INTRODUCCION

El andlisis cuantitativo de redes de drenaje ha experimen-
tado avances dramdticos desde los afos 60 principalmente después
del clésico trabajo de Shreve (1966) el cual abrid el camino para
una fundamentacidn tedrica de las conocidas relaciones empiricas
de Horton y presentd nuevas perspectivas para otros problemas de
geomorfologia fluvial. Aunque estos avances son de gran importan-
cia para los hidrdlogos existe sin embargo un vacio en la relacidn
del andlisis geomorfoldgico cuantitativo con la'variable hidrold-
gica mds importante: la respuesta, la escorrentia,de una cuenca,
cuando ésta es sometida al efecto de una lluvia.

Este trabajo intenta llenar el vacio anterior con la con-
viccidn de que la blisqueda de un acoplamiento tedrico entre la
geomorfologia cuantitativa y la hidrologia es un &rea que provee-
r4 algunos de los desarrollos mas bédsicos y excitantes del campo
en un futuro cercano.

La Figura 1 muestra una cuenca hipotética con o! cad -
miento de Strahler: (1)corrientes o canales que se originan en
una fuente se definen como de orden uno; (2) cuando se unen dos
_corrientes de orden w se forma una corriente de orden m+1;

(3) cuando se unen dos corrientes o oo dier b,
aguas abajo tiene el orden més alto de los 2 que la formaron. La

expresidn cuantitativa de las leyes de Horton es:

Ley de nUmeros de corrientes



Trapping state
a

FIGURA 1. Cuenca de tercer orden con el sistema de
ordenamiento de Strahler .y su estado de
atrape.
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Em
_— = RL, Ley de longitudes de corrientes
Lw—l
Xw
— = R,, Ley de &reas de corrientes (Schumm, 1956)
Aw—l
donde N = es el nGmero de corrientes de orden w, Ew es la longi-

tud promedio de las corrientes de orden w y Km es el drea prome-
dio de las subcuencas de orden w. RB' RL y RA representan el coe-
ficiente de bifurcacidn, el coeficiente de longitudes y el coefi-
ciente de &reas cuyos valores en la naturaleza est&n normalmente
entre 3 y 5 para RB’ entre 1.5 y 3.5 para RL y entre 3 y 6 para
RA'

Una descripcibn detallada de redes de drcnaje naturaies
la cual presenta una sintesis sobresaliente de los aspectos geo-
morfoldgicos es la de Smart (1972) y a ella nos referimos para un
estudio en profundidad de muchas de las implicacrone:
cionadas leyes de Horton.

Una pregunta bdsica a plantearnos es la siguionte:'dado
que existe un ordenamiento de los elementos geomorfoldgicos de
una cuenca, dado que el sistema geomorfoldgico en sus miltiples
formas y apariencias naturales estd bien descrito por leyes gene-
rales (Shreve, 1966, 1967), ¢cexiste alguna manera de relacionar
ese ordenamiento con las caracterfsticas de la respuesta hidrold-
gica? Las implicaciones de la pregunta anterior son mltiples:

basicamente se tendria una comprensidn del papel de las propieda-

des geomorfoldgicas en la hidrologia de cuencas en vez de muchas



y no muy iluminadoras regresiones que se siguen usando -en este
campo. La pregunta anterior también tiene la llave para el andli-
sis de crecientes en zonas de informacién insuficiente o inexis-
tente y para la transposicidn de eventos lluvia-escorrentia de
una cuenca a otra.

A todo hidrblogo le es familiar la fant&stica variedad de
formas y estructuras que la red de drenaje de una cuenca pueda po
seer, también le son familiares las miltiples maneras con que la
naturaleza puede responder a la excitacidén de una cuenca por la
precipitacidn. Sabemos ahora que las formas y estructuras de la
red de drenaje provienen en su infinita variedad de unos temas ba
sicos -las leyes geomorfolbgicas-, que la naturaleza toca para in
terpretar las estructuras que encontramos en cuencas naturales.
Nos parece gue ‘debieran existir también flaqiinae timi |
la estructura de la respuesta hidrolbégica de una cuenca. Estos te
mas deberadn estar relacionados con la naturaleza de la estructura
geomorfoldégica y deben contener la lla&e a la gran sintesis que
ha sido el suefio de los hidr6logos. Muchos investigadores han de-
clarado que es imposible lograr la sfntesis anterior, nosotros no
compartimos dicha visidn y ain m&s importante es el punto que so6-
lo la bfisqueda de esa llave, o al menos por parte de ella, lle-
vard a nuevas y excitantes perspectivas en hidrologia que nos in-
volucrardn no sélo en la pregunta "¢Qué?" pero alin mds importante
es la pregunta "¢Por qué?" de la cual, quizds, nos hemos estado

alejando durante los filtimos afios debido a presionantes problemas

operacionales.




La blGsqueda de un enlace entre las leyes geomorfoldgicas
y la respuesta hidroldgica necesita la adopcidn de una medida o
funcibén caracteristica de la estructura de la respuesta hidroldgi
ca de una cuenca. La funcidn usada en este trabajo es el Hidrogra
ma Unitario Instantdneo (HUI) el cual se define como la funcidn

de respuesta de la cuenca a un impulso unitartio.

DESCRIPCION DE LA TRAYECTORIA DE UNA GOTA DE LLUVIA EFECTIVA

Consideremos una cuenca como la do 1. i

de o recipiente a la salida de la cuenca. Nos interesa en este mo
mento la rapidez con que se llena el balde cuando una precipita-
cidn de ciertas caracteristicas espaciales y temporales se sobre-
pone a la cuenca. Para simplificar el andlisis en este momento y
para poder generalizar los resultados, supondremos que la precipi
tacidn esta conStituida por una unidad de lluvia efectiva unifor-
memente distribuida sobre la cuenca e instantdneamente impuesta
sobre ella. El recipiente a la salida empezard en cero y alcanza-
ra un volumen final igual al de la lluvia efectiva sobre la cuen-
ca. S1 graficamos el volumen anterior a través del tiempo, la cur
va que obtenemos es la respuesta acumulada de la cuenca, o lo que
es lo mismo, la curva da el volumen total como resultado de sali-

da para un tiempo t,
t
Volumen (t) = J g(t) dt = V(t) (1)

la derivada de esta curva da el hidrograma de descargas g(t) que




resultan de la precipitacidn imi-iesta. Lste hidrograwa es ol ihidro

]

grama Unitario Instant@neo (HUI). Una manera diferente de enfocar

la situacidn anterior es buscar la probabilidad que una gota de

lluvia escogida al azar haya alcanzado e1 balde en el momento .

Una funcidn que describa esta probabilidad serd del tipo mostrada

en la Figura 2, comenzando en cero en el origen y alcanzando el

valor de 1 cuando el tiempo tiende a infinito. Las ordenadas de
la Figura 2 pueden interpretarse como el porcentaje de gotas que
han alcanzado la salida de la cuenca para el momento t y es asi
equivalente a V(t) en la ecuacidn (1). La derivada de la curva de
la Figura 2 representa el HUI de la cuenca.

La derivacidn de la probabilidad que una gota de lluvia es-
cogida al azar haya alcanzado la salida para el momento t se enfe
card definiendo primero algunos términos.

Estado: orden de la corriente en donde se encuentra la gota en el
momento t. Cuando la gota se encuentra todavia en l1a fase
de flujo sobre el terreno, el estado es el orden de la co-
rriente a la cual drena el terreno.

Transicidn: Cambio de Estado.

N = NGmero de Estados: Q+1, donde Q2 es el orden de la cuenca y el

estado extra es el estado de salida o balde.
La descripcidn probabilistica de la red de drenaje estéi he

cha a través de la matriz de transicidén de probabilidades:
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Volume (1)

—— — — ———— . q—

—
time

Volume{1) ={Tq(1)dt ; dV() = TUH(1)
d‘;

FIGURA 2.

volumen de lluvia efectiva acumulada en el
estado de atrape como funcibn del tiempo,

resultante de una entrada unitaria de pre-
cipitacidn.




P11 By Peg -+ Py OF 0 Pig s.ebyn 0]
Pai Fan Bew PoN 48 You - abay O
S - % 0
Pit= : 0 : DL .o . P3q 0
_PNl pN2 pN3 T pNN L—-0 0 ------ 0 1 (2)

donde pij es la probabilidad que la gota hace una transicidén del
estado i1 al estado j. El estado N es el balde el cual en si mismo
es un estado de atrape.

La matriz P no es suficiente para describir la cuenca para
nuestros propdsitos porque no toma en cuenta las caracteristicas
que influencian la din&mica de la gota en su camino a la sali-
da. Si el proceso de una gota yendo a través de la cuenca donde
uno en cada intervalo de tiempo en el cual la gota hace una tran-
sicién (o en otras palabras estd preocupada acerca del niimero de
transiciones y no interesadas en la dimensidén temporal-como tal)
entonces P serd suficiente para describir la situacidén.Mas aln, si
la hipdtesis previa fuera razonable (que no lo es) y si asumiéra-
mos que la transicidén de un estado al préximo solamente depende
en el estado donde la gota esti en este momento (hipdtesis Markovia-
na, la cual es razonable), entonces nuestro problema seria reduci

do a encontrar la matriz de probabilidades 0(n)
oluls= 8000 . 8(n) = ofe). . Pl (3)

donde 0(n) es un vector cuyos elementos Oi(n), dan la probabili-
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lidad que el proceso (gota) se encuentre en el estado i en la eta
pam. %(n) es la matriz de probabilidad de transicidn cuyos ele-
mentos dhj(n) dan la probabilidad que el proceso va ya del estado i
al estado j después de n transiciones. 0(0) es la matriz de pro-
babilidades iniciales (un vector) cuyos elementos ei(O) dan la pro
babilidad que el proceso se inicie en el estado i, o en otras pala-
bras que la gota empieza su viaje en un cauce de orden 1i.
Desafortunadamente el esquema simple que se describid ante-
riormente no es aplicable a nuestro problema porque el tiempo en-
tre transiciones es el elemento clave del proceso en vez del nlime
ro de etapas -o transiciones- a llegar a un cierto estado. En
una cuenca el tiempo entre transiciones puede ser varios de los
intervalos del tiempo unitario y mis afin este tiempo depende de
la ubicacién de la gota porque cauces diferentes en la misma cuen
ca tienen caracteristicas dindmicas diferentes. Creemos que de es
te proceso semi-Markoviano donde 1a permanencia de oot odos oacesi
vos est& gobernada por las probabilidades de transicidn de un pro
ceso de Markov, pero cuya permanencia en cualquier estado esté

descipta por una variable que depende del estado ocupado en la

actualidad  cn 1 ostado on ol il e 1o
cidén. Puesto que en las transiciones el proceso semi-Markoviano

se comporta como un proceso de Markov, se llama a este proceso un
proceso Markov estructurado.sin embargo, en los instantes en los cua
les ocurren las transiciones se gobiernan por mecanismos de proba

bilidad diferentes. (Howard, 1971)
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EL MODELO FORMAL.

El orden de las corrientes visitadas por las gotas
en sucesivas transiciones o estados, estd todavia goberna-
do por las probabilidades de transicidén pij del proceso
markoviano estructurado. Sin embargo, el tiempo Tij que
la gota permanecerd en el estado i antes de realizar la
transicidén al estado j, es una variable aleatoria que pue-
de tomar cualquier valor positivo con una funcidn de densiy
dad de probabilidades hij(T).

Definiremos ahora un tiempo incondicional de espera
en el estado 1i, T;+» como el tiempo de permanencia de la
gota en el estado i cuando se ignora cudl serd su préximo
estado. Ti es una variable aleatoria definida por la fun-

cibn de densidad de los tiempos de espera.
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» . o 4
w. (1) jz ] P; 5 hlj (1) (4)

Siguiendo a Howard (1971), definiremos:

H(") = matriz que contiene las funciones de densi-

dad de los tiempos de espera (N x N)
W(-) = matriz diagonal de (N x N) cuyo i-é&simo

elemento sobre la diagonal es 1la funcién de

densidad de los tiempos de espera wi(-).

SW()

matriz diagonal de (N x N) cuyo i-&simo
elemento sobre la diagonal es el complemen-

to de la distribucién acumulada:

Il e~>2

; " Prob[:Tij > t ]

R

En este modelo general de un proceso semi-markovia-
no continuo, las probabilidades internas de transicidén es-

tdn dadas por Howard (1971) :

N
wij(t) = 6ij e >wi(t) + E ; pik fo dt 'hik(T) wk.(t—r)

(-]
I
=
N
2

donde wij(t) representa la probabilidad de que 1la gota vaya




del estado i al estado j en el intervalo t, mientras que

§.. es
1]

. gl 1= 3
1]
i3 =0 sii# 3
Empleando notacidn matricial
t
o(t) = >W(t) + f dr, (P[). B{m)u @ it-1)) (6)
0
donde P[]H(T) quiere significar la multiplicacién de los
elementos correspondientes.
La Ecuacidn (6) no nos conducird muy lejos pues es
de bastante dificil solucidén siendo adem&s imposible gene-

ralizar sus resultados. No obstante, podemos hacer dos su-

posiciones que simplificarin las cosas considerablemente:

1) Los tiempos de permanencia Tij son independien-

tes del estado de destino,

(1)

ij wy (1)

P[JH(T) = W(T)- (V)

2) El tiempo entre eventos puede describirse por
una funcidén de densidad exponencial. De este mo-
do podremos asumir que el tiempo de residencia
de una gota en una corriente de orden i estd da-

do por




I
>
o

wi(T)

Il
o

>wi(T)

con una funcibén exponencial diferente para cada

orden de corriente.

. . o . . -1
La matriz de tiempos de residencia promedio es A 7,
donde
— i,
Al 0 0% wroia e s 0
0 A, Oi s s uwin 0
k.= 3
0 9 A3 ..... 9
0 Oiva s w at80a T ble 0

Definimos ahora la matriz de tasa de transiciones:

-\ Y p AP O - R A 51
1 j>1 ij 1¥12 1713
A =
A 0 A, jzzpzj A2?23 ......... ?
0 0 Ocicnsannea .0

La matriz de probabilidades de intervalos de transicidn es:

14



a2t

donde eét estd definido como I 8l o

2

Nuestro objetivo final es la matriz de probabilidades de

estado O(t) cuyos elementos ei(t) dan la probabilidad de

gue la gota ocupe el estado i en el instante t.

o(t) = 0(0) - &(t) (8)

0(0) representa el vector fila de probabilidades de estado
inicial, el que tiene idéntica interpretacién a la que le
diéramos en la Ecuacién (3). 0(0) depende de la caracte-
ristica espacial de 1la precipitacién, pero bajo nuestro su
puesto de precipitacidén uniformemente distribuida es de
auy fécil célculo.

En realidad, estamos interesados solamente en el gl—

timo término del vector fila 0(t) que nos da la probabili-

dad de que nuestra gota se encuentre en el recipiente a la
salida de la cuenca en el instante t tal ebal lo" hemos di-
bujado en la Figura 2, Howard (1971), dJdemuestra que 1la

transformada exponencial de la Ecuacién (7) resulta:

L e (9)

De este modo con el objeto de encontrar #(t) s6lo necesita-

mos resolver la Ecuacidén (9) y hacer entonces una inmediata
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inversidn de la transformada.

Mostraremos este paso con detalle para el caso de

una cuenca de tercer orden.

HUI PARA UNA CUENCA DE TERCER ORDEN

En este caso N=4 y tendremos entonces;

S+Xy ~APyy ~A1P13 0
. 0 s+, -), 0
s I-A = :
T o
0 0 s+ A,
0 0 0 s
i N

donde se ha tenido en cuenta que:

P14 T P4 =05 Py3 =Py =1

Calculemos a continuacién la matriz inversa: [ s I=R :]—1:
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(Yv+s) (Syas) (Fyss)
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AN

el

X+S)

XS

AH

(T

+NHQH

X

T

Y+S) s

v+s) %ys

XS

(

£

(Ey+s) (Ty+s)s

Am<+mvmﬁma<m Am

+s) (éx+s) (Tyas)s _
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y escribiéndola en forma de una expansibn en fracciones

parciales:

-1 1 1
[S L—éj = 35 [aij:] + S+)\l

[b;y]

1 .
sixs Leggd * sFAg Lay5] (1L}

La Ecuacidén (11) es la expresibn de ge(t) y la matriz de
probabilidades de transicibn interna se obtiene tomando la

inversa de la transformada:

2 (12)

Tal cual se expresara para la Ecuacidn (8), estamos sola-
mente interesados en la Gltima columna de ¢(t) especifica-
mente en wi4(t); i=1,2,3,4.

Esta columna al ser multiplicada por el vector de
fila 0(0) de la Ecuacidn (8) nos da 64(t) o la probabilidad
de estado para el estado 4.

LLa obtencidn de los términos anteriores es directa

y resulta en:




A3(Ay=21py5)

A1A3Pq,

Q
|

= e =
14 (Az—)\l)(A3 A2) 24

P AAraAA3pg,

= o ;d =
14 (X3 Al)(AZ A3) 24

— H b =
14 (Az—Al)(Al—A3) 24

44
-0
iy

La probabilidad de que una gota elegida al azar

el estado i (i=1,2,3.4) haya alcanzado la salida para el

instante t estd dada por

A3[:A2*A1p13:] o

il
(AZ-Al)(Xl—AB)

wl4(t) =1 +

AAamAAspg 5 Pt

+ e
(A3=21) (X,=%3)

iy BB) =70 pite o T

o 2 3

+

AlA

3P12

—Azt

e
(*2"A1)(A3"A2)

19

en

(13)

(14)

(15}
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w44(t) = 1 (estado de atrape) (16)

Es f&cil comprobar cue en todos los casos, cuando t-«,
wi4(t)+l y cuando t>0, wi4(t)+0 lo cual concuerda con las
caracteristicas fisicas del proceso.

La ‘probabilidad de que una gota elegida. al azar ha-
ya alcanzado la salida en (o antes de) el instante t estaréd

dada por

6,(t) = 6,(0) - wl4(t) + 62(0) : w24(t) + 0

; (0) * Wy, (t)

(17)

3

donde se ha tenido en cuenta que 64(0) = 0.

A esta altura del desarrollo deberiamos acotar que
es de escasa importancia que el inicio sea al azar. Cuando
se entra en un instante al azar a un proceso markoviano o
semi-markoviano continuo -y no en el instante en que se
termina una transicidén- no se afecta de ningln modo la es-
tadistica del proceso (Howard, 1971).

Hemos definido 61(0) como la probabilidad de que el
proceso se inicie en el estado i, o0 en otras palabras que
la gota comience su viaje en una corriente de orden i. Asi

podemos escribir:

e By N
6,(0) = — ; 6,(0) = i 06,(0. = (18)
1 AT 2 AT 3 AT
*
donde Ai (i = 1,2,3) representa el &drea total de orden i

que drena en forma directa a la corriente de orden i, y AT




es el &drea total de la cuenca.

El HUI para una cuenca de tercer orden es entonces:

de , (t) dp, , (t) dy,, (t)
HUI(t) = —3— = 0,(0) + —22 4+ 6_(0) —2
d ., (t)
34
L oo e

Nuestro objetivo es ahora relacionar los términos
av. , (t)
ei(O) Yy ——%%——— de la Ecuacidn (19) con los nGmeros adimen-

sionales de Horton.

Cualquiera sea el orden de una cuenca existen dos
tipos de términos que intervienen en dy. g (t)/dt, especifica
mente los términoF Ai vy pij’ Estos Gltimos pueden estar di-
rectamente relacionados con los pardmetros geomorfolbgicos.
Cada pij significa la probabilidad de que una gota vaya de
una corriente de orden i a una corriente de orden Jiy: poEr
lo que para una cuenca de tercer orden deberemos s6lo esti-
mar Pip ¥ P, 3 pues Poy = 1

Surge entonces la pregunta de que dado que es posi-
ble calcular directamente en cada caso en particular, a
partir de la cartografia topogr&fica, los términos ei(o) de
la Ecuacibn (18) asi como también Py ¥ P13 (¢ de las co-
rrientes de primer orden que drenan a corrientes de segundo
Yy tercer orden), ¢por qué preocuparse en expresar las
Gi(O) como funcidén de los nlimeros geomorfolbgicos y las

pij de modo similar? La razbn estriba en que una de las



principales metas de la investigacién, en la que este tra-
bajo es un primer paso, es descubrir si el orden geomorfold
gico estd relacionado con la respuesta hidroldégica, y en
vez de utilizar la Ecuacidn (19) (y similares para cuencas
dé otros 6rdenes), como una herramienta para obtener el HUI
sintético, queremos expresarlo a él mismo como una funcidn
de aquellos pardmetros gue expresan el ordenamiento geomor-
folbgico como resultado de la restriccidn estructural a que
obliga el espacio. Eso lo vemos como la manera de conseguir
una explicacidén arménica de la infinita gama de respuestas
hidrolégicas que la naturaleza provee, las cuales, quizés,
surgen de la participacibn de unos pocos aspectos formales.
# de corriente de orden 1 que drenan en orden i

P15 7 # total de corrientes de orden 1 (1,34

(20)

Existen Nl corrientes de orden 1, ZNé de las cuales forman

las corrientes de orden 2. Las restantes (N 2N2)comjen—

£
tes de orden 1 drenan a los 6rdenes 2 y 3. Siguiendo a
Smart (1968), podremos suponer que las longitudes de los

segmentos en una red de drenaje dada son variables aleato-

rias independientes, extraidas de una misma poblacién. Este’

supuesto conlleva a que la distribucibén de las longitudes
de los segmentos internos es independiente del orden, magni
tud o cualquier otra caracteristica topol6gica y entonces
podremos expresar que las (N, - 2N.,) corrientes de orden 1

1 2

se unen con corrientes de orden 2 y 3, de acuerdo con:
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# de segmentos de orden i i=2,3

(Ny=2N,) e segmentos de orden 2 y 3

El nlimero promedio de segmentos de orden w en una

red de drenaje finita de orden 2 es (Smart, 1972).

w Nu—l—l
E(v,w,R) =N I et s S S il
W =2 2Na 1
Asi:
Nl—l
i) # de segmentos de orden 2 = N
2 2N2-1
ii) # de segmentos de orden 3 =
: Nl—l N2-1
3 2N2—1 2N3—l
i
Como N, = 1; la proportibn (1) /(F)Flii) da —=—
3 2N2—l

Asi, en promedio, el nfimero de corrientes de orden 1 que

drena a corrientes de segundo orden es:

N

2
2N2 + ﬁ];_—l— (Nl = 2N2) 7
dividiendo por N3 = 1, esto filtimo puede expresarse como:
3 2
RB + 2RB - ZRB

2RB =ik
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y finalmente

RB + 2RB -2
Ppp = 2 (22)
2RB - RB
En forma similar podemos estimar un valor promedio para
p,3 para cuencas de orden 3:
2
R - 3R, + 2
Pi3 = _B B (23)

5 |
Hemos expresado las probabilidades pij como una funcién de

los parametros geomorfoldgicos de Horton, trataremos ahora

de hacer lo mismo con las probabilidades iniciales Gi(O)

de la Ecuacidén (20). La Ecuacidn (18) nos muestra que:
AY  N.A Al Al
1 171 2 -2 2 3
0,(0) = — = —= = R R i 6,(0) = = ; 06,(0) = =—=
1 AT A3 B A 2 AT 3 AT ‘
(24)
|
*
y serd necesario realizar algin anilisis para obtener A2 |

*

y A3
El nGmero de corrientes de orden 1 disponibles para

ser tributarios de orden 2 y 3 es N 2N2; de los cuales

1
el nlmero que va a desaguar en las corrientes de orden 2

puede expresarse como:

(N. -2N.) - # de segmentos de orden 2 =(N.-2N_) - N2v
1 2 # total de segmentos de orden 2 y 3 1.2 2N2—1

De este modo, en promedio una corriente de orden 2 tiene
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——iji + 2, corrientes de orden 1

drenando hacia la misma.
El &rea promedio que drena directamente a corrien-

tes de segundo orden es

Y en consecuencia

N
2
0,(0). = ==
2 Aq

= ﬁg - > g (25)
A RA (2RB 1)

Similarmente pasamos a expresar 93(0) como funcidbn
de las relaciones de Horton. Existe §6lo una corriente de
tercer orden hacia la cual drenan los N2 tributarios de se-
gundo orden, adem8s de los cuales habra también algunos de

primer orden que drenan directamente al tercer orden y es-

tcs serén:

o N2 * (N1 = 2N2) e
1 2N2~ 1 2

*
El &rea A3 que drena directamente al tercer orden puede

entonces expresarse como:



N.(N,-2N.)
_ _ = g g T ety
BgloRs = By Ny 2N, - 1 2N,
R R (R'2 - 3R_ + 2)
B 1 B B B
Byl =il maen e 2R, -1 (26)
) B

Existen algunas restricciones matemdticas sobre los
valores que pueden tomar RB Yy RA' Obviamente todos los
Gi(O) deben estar entre cero y uno y ademéds debe cumplirse

que’Z ei(O) = 1. Asi es que, en las expresiones de 61(0)
i

para § = 3 o para cualquier otro 9, es necesario que RA>RB.

Por simple substitucibn en las ecuaciones, podemos deducir

que la generalizacibn de 81(0) como una funcidn de Ry ¥y RB
R

puede calcularse si la relacidn R < 0.8, aunque para valo-
A

res mayores a 0.8, en la mayoria de los casos la generali
zaci6n todavia es vdlida. El problema matemitico antes cita
do, de que para valores de RA Y RB habitualmente elevados
se pueden obtener 81(0) negativos, lo cual no tiene sentido,
no parece imponer mayores limitaciones al eétudio de las re
des de drenaje. En todo caso, estas restricciones provienen
de las hipdtesis bdsicas del desarrollo aleatorio que expe-
timentan la topologia de las redes de drenaje.

Retomando la Ecuacibén (20) los finicos t&rminos que
restan ser expresados de un modo general son los parédmetros
Ai(i=1,2,3).

El tiempo de permanencia de una gota en un estado

de orden i se supuso que era una variable aleatoria con dis
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tribucibén exponencial con pardmetro Ai.

Por lo tanto:

(27)

> e

E [:tiempo de permanencia en el estado i:] =

¢Qué es lo que queremos significar con tiempo de per
manencia en el estado i? Hasta aquif, con el objeto de hacer
mds f&cil la presentacibn, hemos identificado el estado con
el orden corriente, sin embargo parece ser m&s adecuado
identificar el estado con el orden o del &rea o de la co-
rriente a la cual escurre. Esto debido a la existencia del
escurrimiento superficial, el cual puede o no ser importan-
te, respetto a 1a respuesta hidrolégica de una cuenca en el

. serd el tiempo medio que pa-

mundo real. De este modo Ai_
sard la gota en el estado i cuando han sido tenidos en cuen
ta tanto el tiempo de permanencia como escurrimiento super-
ficial como el tiempo de permanencia durante su tr&nsito
por el canal.

La importancia del tiempo de permanencia como escu-

rrimiento superficial parece ser bastante menor con respec-

to al tiempo de permanencia en los canales por dos razones:

1) Existe evidencia de que en numerosos casos la parte de
la cuenca que realmente contribuye al escurrimiento durante
una tormenta es el &rea o parte del &rea mis préxima a la

red de drenaje.

2) Para los propbsitos de este andlisis consideramos a las
gotas viajando a través de una corriente de orden i. La ma-

yoria de estas gotas provienen de las dos corriente de or-
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den i-1, origen de la misma o de otras corrientes tributa-
rias a lo largo del recorrido de nuestra corriente de or-
den i. Las finicas gotas afectadas por el tiempo de permanen
cia en escurrimiento superficial seré&n aquellas que drenan
directamente a la corriente de orden i. Estas gotas son en
general un nlimero considerablemente menor que las anterior-
mente consideradas por lo que presentimos que en promedio
el tiempo medio de permanencia en el estado i seré el tiem-

po de permanencia en canal.

TIEMPO DE PERMANENCIA Y EL MECANISMO DE FORMACION DEL

ESCURRIMIENTO.

Los avances impactantes de la geomorfologia cuantita
tiva demuestran en forma sorprendente cémo las caracteristi
cas de una cuenca estdn condicionadas a la restriccién del
espacio.

Esto estd bien explicito en el pequefio rango de va-
riacidn que los parédmetros de Horton tienen en las cuencas
naturales. Nuestro objetivo es precisamente comenzar a com-
prender la funcidn de estos nlimeros geomorfoldgicos funda-
mentales dentro del espectro de respuestas hidroldégicas.

La mayoria de los principios b&dsicos que gobiernan
la respuesta hidrolégica se creen conocidos, pero la comple

jidad aparente de los fendmenos nos impide entenderlos y ex
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plicarlos. Asi como Weisskopf (1977) elegantemente expresa-
ra en su definicidén de la frontera exterior de la ciencia,
"la frontera exterior delimita la exploracién de aquellas
regiones de la naturaleza que se encuentran mds all&d de los

principios habitualmente comprendidos... el entender los

principios no implica entender los fendmenos del mundo real'.

El HUI dado por la Ecuacién (19) ha sido expresado

como una funcidn de R,, R

A B’ el orden de la cuenca y los Ai.

Sabemos que las cuencas pueden cambiar la forma de su HUI
como respuesta a un cambio de tamano y todavia, sin embargo
Y aunque parezca contradictorio-, conservar la forma con ,
diferentes escalas. Desde el momento en que la escala o ta-
mano no depende de RA’ RB u @, la causa de la observacidn
anterior deber& encontrarse en los Ai los cuales contienen
tanto el efecto del tamano como la componente dindmica de
la respuesta.

El estudio de los Ai estd Intimamente relacionado
con la pregunta esencial y todavia no respondida completa-
mente de ¢qué se entiende por escurrimiento debido a la tor
menta?

El mecanismo de formacidén del escurrimiento ha sido

bien diferenciado por Freeze (1972).

1) Escurrimiento superficial debido a la saturacidn

desde arriba de la superficic.-

"El concepto cldsico, segflin sostiene Horton (1933)

es que el escurrimiento superficial se produce
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cuando la tasa de precipitacidn supera la tasa de in
filtracidén. La tasa de infiltracibn decae con el
tiempo durante una tormenta hasta alcanzar el valor
de capacidad de campo del suelo. Tal cual fuera pre-
sentado originalmente, se infirid de la teoria de
Horton, que la mayoria de las precipitaciones supera
ban las capacidades de infiltracidén y que el escurri
miento superficial es habitual y arealmente distri-
bufido. En grandes &areas semidridas del oeste de los
Estado Unidos, este concepto es bastante aceptable;
pero en las cuencas hfimedas y con vegetacidn del es-

te no lo es". (Freeze, pp. 1273, 1972).

2) Escurrimiento subsuperficial.-

El segundo concepto largamente sostenido de la
formacidbn del escurrimiento superficial mantiene al
escurrimiento sub-superficial como una fuente prima-
ria del escurrimiento. A pesar de ello, tal cual
acota Freeze (pp. 1275, 1972), "los escurrimientos
medidos son demasiado pequenos para tenerlos en cuen
ta en el pico de la crecida" y Dunne (1970) y Ragan
(1968) , entre otros, lo encontraron cuantitativamen-
te despreciable como contribucibdn al escurrimiento
de una tormenta. En su estudio analitico Freeze
(1972) también encontrd que "la simulacidn tedrica
de la formacidén del escurrimiento en las &dreas pro-

ductoras de aguas arriba, mostrd que existen grandes
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limitaciones a la ocurrencia de escurrimiento subsu-
perficial como un mecanismo de cuantitativa importan

cia en lo que a escorrentfa se refiere".

3) Escurrimiento superficial desde &reas parciales

cercanas al canal debido a saturacibén de la superfi-

cie desde abajo.-

"El mecanismo con mayor sostén en el campo
experimental.es aquel del escurrimiento superficial
producido por la precipitacidn cayendo sobre peque-
nas dreas parciales que r&ipidamente se saturan duran
te la tormenta. E1 expositor original del concepto
de 4rea parcial (Betson, 1964), supuso que el meca-
nismo de Horton era el causante de la saturacidn. Es
tudios mds recientes debidos a Ragan (1968) y a Dun-
ne (1970) pusieron en claro que las &dreas parciales

t

son mds a menudo tierras himedas cuya ubicacibn est&

controlada por la configuracidn topogréfica e hidro-

grdafica de la cuenca. Las tierras htmedas invariable
mente se éncuentran en zonas bajas cercanas a los ca
nales que alimentan pequefios tributarios intermiten-
tes. La saturacién ocurre desde abajo por elevacidén

de la napa fredtica", (Freeze, PR 1975,.3972).

Dunne y Black (pp. 1303, 1970) también senalaron que

31

la magnitud y las formas generales de los hidrogramas de
las &reas drenantes de primer orden est&n controladas por

la precipitacién que cae sobre el canal Y sobre las 4reas
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hGimedas a todo lo largo y frente del canal. Como ellas no

permiten virtualmente infiltracidn y poseen un almacenamien

to pequeno, la respuesta del escurrimiento desde las mismas
tiene dos caracteristicas muy importantes. Primero: la rela
cibn precipitacidn-escorrentia es muy prdxima a 1. Segun-
do: el escurrimiento proveniente de esas pequefias dreas es
muy sensible a las fluctuaciones de la intensidad de la
precipitacidén. El escurrimiento subsuperficial desde tanto
el horizonte-A permeable del suelo, como de la infiltracibn
profunda ha demostrado ser demasiado pequeno, demasiado re-
tardado y demasiado insensible a las variaciones de la in-
tensidad de la precipitacidn para ser tenido en cuenta en
la rapida formacidén de las ramas ascendente y descendente
del hidrograma. Estos autores también pusieron en claro la
importancia de la precipitacidn sobre el canal, tanto en
el volumen como en la velocidad de reaccién del hidrograma.
Continuando los argumentos anteriores, tendremos en
cuenta que los hidrogramas debidos a tormentas ocurren en
la naturaleza principalmente por la lluvia sobre los cana-
les y por la contribucibén de &reas vecinas a los canales-
El camino recorrido por el escurrimiento superficial desde
esas dreas es lo suficientemente corto que "c&lculos reali-
zados sobre la base de retardo nulo podrian ser suficiente-
mente precisos" (Freeze, 1972). Las &reas prbximas a los ca
nales que contribuyen en forma directa al escurrimiento Ele
nen una dindmica caracteristica que cambia de estacibn en

estacibn y que varfa con la intensidad de la precipitacidn.




Este es uno de los origenes de la impermanencia de
la funcidbn respuesta unitaria de una cuenca. Sin embargo,pa
rece evidente que la distribucidn y extensidn de las &reas
saturadas estd& muy vinculada con el modelo de red de cana-
les y esto "es probablemente por qué varios investigadores
han tenido algfin éxito al relacionar densidad de drenaje
con caudales de crecidas y aportes en regiones hfimedas"
(Dunne y Black, 1970).

En regiones muy &ridas con intensidades de precipita
cidn elevadas, (donde la interpretacién de escurrimiento su
perficial debida a Horton puede ser v&lida), parece que el
tiempo de permanencia en cada orden (Ai) deberia calcularse
tomando en cuenta el tiempo de permanencia en escurrimiento
superficial, no obstante seglin se discutiera en la seccidn
anterior de este trabajo, excepto para aquellas gotas que
caen en &reas de primer orden, el tiempo de permanencia en
escurrimiento superficial puede considerarse despreciable
dado el pequeno nfimero de gotas que participan de este mo-
do. Asi, consideraremos que el tiempo de viaje del escurri-
miento superficial puede no tomarse en cuenta para una gota
elegida al azar. Por otra parte, el mecanismo discutido an-
teriormente para la formacién del escurrimiento, muestra que
los conceptos de é&rea parciai ¥ de 'infiltracibn- juegan un
papel clave en lo que realmente es precipitacidén efectiva.
Regresaremos mis tarde en este trabajo sobre este punto y
como el planteo aqui expuesto puede clarificar este proble-

ma.
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¢Cuan real es el supuesto de que la funcibn de distribu-

cién que define a la variable aleatoria tiempo de permanen-
cia para las corriente de orden i es exponencial? Lo cree-
mos bastante plausible. Considérese una cuenca, digamos de
tercer orden con il = 250 mts. y supongamos la velocidad
de 2 m/s. Para las corrientes de primer orden, el tiempo de
permanencia es 1.25 minutos para aquellas gotas que reco-
rren la totalidad del curso promedio de primer orden. Con
un RL=3 (L3=2250m) el tiempo de permanencia para una gota
viajando la totalidad de la corriente de tercer orden es al
rededor de 18 minutos. De este modo, salvo para las corrien
tes m&s largas de orden superior en cuencas mayores, el
tiempo de permanencia de una gota parece estar localizado
en los dos primeros intervalos que usaremos para estimar el
HUI (por ejemplo, a intervalos de diez minutos). La verdade
ra distribucibn para el tiempo de espera podr& ser algo si-
milar a una Gamma comenzando en cero y desarrollé&ndose ha-
cia la derecha. Si la media de esta distribucidn tal cual
hemos visto antes se acerca, de acuerdo a nuestro interés,
hacia el origen, entonces la moda estard alin mads cerca del
origen, convirtiendo entonces a la distribucién exponencial
en una hipdtesis valida.

Para corrientes de orden superior preferimos modifi-
car la distribucidn exponencial por dos razones:

a) Seglin se discutiera anteriormente, la moda co-
mienza a desplazarse. hacia la derecha.

b) M&s importante es el hecho de que el supuesto de

una distribucidn exponencial es equivalente a la hipbtesis
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de un embalse lineai que para las corrientes de orden supe-
rior significarfa que la cuenca al ser excitada por un im-
pulso instantdneo responderia con un hidrograma exponen-
cial. Esta respuesta de tipo exponencial proveniente de las
corrientes de orden superior producirfa un hidrograma con
ordenada al origen no nula e igual a la ordenada al origen
de la funcibn respuesta correspondiente a la subcuenca de
mayor orden cuando se la somete a un impulso unitario.

Dado que la teorfa matemitica se vuelve extremadamen
te embarazosa para distribuciones no exponenciales de los
tiempos de permanencia, s6lo a la subcuenca de orden superior se
la representa artificialmente como dos reservorios lineales
en serie. Esto estd expresado en la Figura 1.3 que muestra
las conexiones entre las diferentes componentes que confor- ,
man la estructura de una cuenca de tercer orden. Notese que
las gotas de las corrientes de segundo orden solamente pue- i
den ir a los segmentos de tercer orden; pero ahora las co-
rrientes de tercer orden est&n representadas por dos esta-
dos: 3a'y 3b. El estado 3a recibe las gotas de todas las co
rrientes de segundo orden, parte de las de primer orden Yy
aquellas gotas que drenan directamente a la corriente de
tercer orden. Todas esas gotas pasan al estado 3b el cual
es el Gnico que alimenta al recipiente. Deseamos que la com
binacibén de 3a y 3b, o sea el estado de tercer orden, tenga
un tiempo de permanencia A3_l que se corresponda con las
caracteristicas dindmicas de la corriente de tercer orden.

Asignaremos a 3a y a 3b la misma distribucidén exponencial
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FIGURA 3. Representacidn de una cuenca de tercer orden
como un proceso Markoviano continuo.
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FIGURA 4. Representacién de la funcidn de densidad de probabilidades
del tiempo de permanencia en el dltimo estado de una cuen-

ca de tercer orden.
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de estas dos exponenciales ha sido graficada en la Figura

con tiempo de permanencia promedio igual a 0.5X la suma
4. La distribucidn del tiempo de permanencia para las
corrientes de tercer orden es ahora:
-UT
w4 (T) =l M

con media igual a A3—l = 2u L,

El haber adoptado un estado extra 3b modifica las
expresiones de wl4(t) Yy w24(t) Yy w34(t)'dadas por las
Ecuaciones 13, 14 y 15; pero la metodologia para obtenerlas
continfia siendo la misma.

Para una cuenca de orden 3 la matriz de probabilida-

des de transicibn estd ahora dada por:

|« e Py 0 0
0o o0 1 0o o0
P = 0o 0 0 10
0o o0 0 0o 1

0o o0 0 Sy

y la matriz de tasas de transicidén se convierte en:
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A A1P15 A1Py3 2 3 .
0 X, A, 0 0 ‘
2= 0 -2) 22, 0
0 0 0 -22, 22,
0 0 0 0 0 i

Las ecuaciones para las probabilidades iniciales ei(O), Yy

para las probabilidades de transicidn pij como funciones de
los nmeros de Horton continian siendo las mismas desde el
momento en que el estado extra 3b no las afecta. El estado'
extra 3b conduce a N=5 donde el Gltimo estado es el reci- v
Piente a la salida de la cuenca. Repitiendo el anilisis %
llamand<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>