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RESUMEN

J

que
va-

vi i

El presente trabajo es el fruto de la experiencia personal en la apllcacion 
de los metodos numericos a la soluciSn de problemas con los cuales el Inge- 
niero tiene que enfrentarse cada dfa. Se presenta aquf en una forma clara 
y coneisa una metodologia para la ensenanza de las diferencias finitas que 
arranca con los aspectos matematicos fundamentales de las mismas y su exposi 
cion a traves de ejemplos. Poster iormente se entra a los conceptos de dife- 
renciacion e integracion numerica y su ilustracion a traves de ejemplos muy 
comunes en Ingenierfa, y por ultimo se exponen los diferentes tipos de Ecua- 
ciones diferenciales parciales y como identificarlas haciendo especial enfa- 
sis en las de tipo parabol ico y su solucion a traves de metodos explfcitos e 
implfcitos. Los metodos implfcitos y explfcitos se ilustran con ejemplos 
tan importantes y trascendenta1es en Ingenierfa como por ejemplo la consol i- 
dacion de suelos, tambien se desarrollo un programa de computacion para re­
solver este ultimo problema. Es de hacer notar la variante que se presenta 
en este estudio, y que es la de plantearle problemas al lector a fin de 
los resuelva. Creo honestamente que este estudio y su enfoque llena el 
cfo que existe entre el matematico puro y el Ingeniero sometido a la presion 
de resolver problemas a diario.



I, INTRODUCCION

i

esta

r

en
este

en

vacFo de la escasa bibliograffa en

El presente trabajo es 
llamara Najn^.-'id.co.i

ese vaci'o de que se 
espanol que existe

trabajo se encuentra no tanto en el contenido sino en 
es t ructura r lo y des ar ro 11 a r lo y que el lector podra 

o en caso contrario yendo a la bibl io - 
Actua1 men te

La originalidad de este 
la manera de enfocarlo, 
comprobarlo a medida que ent re en el, 
graffa que existe al respecto incluyendo las mas recientes. 
/enezuela a nivel de Postgrado y Pregrado se utilizan las tecnicas que 
trabajo aborda, y espero y asf lo creo que los estudiantes de las diferentes 
IJniversidades encontraran en el un buen auxilio para sus estudios.

Hoy dfa los metodos numericos y entre ellos las diferencias finitas y elemen- 
tos finitos constituyen las principales herramientas para la solucion de los 
problemas mas complicados que se plantean en el campo de las ciencias basi - 
cas y aplicadas (Matematicas e Ingenierfa). Las ecuaciones diferencia les son 
expresiones matematicas que representan una ley fFsica, y generalmente 
ley ffsica es la base para el planteo de cualquier problema en IngenierPa.
Por lo general cada campo, esto es, matematicas e ingenierPa andan y desan- 
dan caminos ais1adamente, plantean y resuelven problemas separada -
mente; se impone entonces la necesidad de unir esfuerzos para una mejor com- 
prension y por ende una mejor ensenanza de estas materias. En cualquier pen­
sum de IngenierPa o Ciencia existen materias que ensenan metodos numericos, 
pero no la interelacion entre ellos y los problemas que son de necesidad de 
resolver en IngenierPa; es entonces de imperiosa necesidad llenar el vacPo 
que existe entre el Ingeniero y el Matematico puro. 
una primera parte de algo mas extenso y que se 
en IngenZe/iZa" y que pretende justamente llenar ademas de 
hablo anteriormente, el 
sob re el tema.
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I.I. APROXIMACION NUMERICA

En diferencias finitas
cumple permitiendo que un polinomio de grade

(D. . ++

otra manera muy comun de representar un polinomio

(2)+ a + an_2

V

puede ser

(3)f(x) = Pn (x) =

1 a
valor

conoc i do

En una anotacion matematica serfa:

para

que aproxima, 
para calcular 

de

n
E 
i=o

x'

n-i .. + ai x + aon-1 x

n- 2 xn-1+ a2 x

tai suerte que el 
fbneion contfnua.
que la funcion 
tambien referido o

an+ a3

n-2 x +Pn(x) = an xn

Pn (x) = aj xn

a segui r

Existen numerosos metodos y maneras de abordar la aproximacion de una fun­
cion contfnua de una variable independiente. En diferencias finitas esta 
aproximacion generalmente se 
n represente la funcion.

como la funcion

D^dos los pares de valores (x,, f(x|), i = 0, 1, n,) quizas el crite-
rio mas obvio para determinar los coeficientes de Pn(x) serfa el siguiente:

in una forma corta se puede expfesar que: 
aproximada a cualquier grado deseado de exactitud

o cerrado especificado, por un polinomio Pn(x),
; erfa:

es la siguiente:

cualquiera funcion contfnua f(x) 
en un interva- 

En anotacion matematica

a.i

Una vez seleccionado el polinomio de grado n 
ste debe escoger entonces el criterio o procedimiento 
Ips valores de los coeficientes a ; estos coeficientes son determinados 

polinomio pase a traves de n+ 1 puntos definidos por 
Desde que el polinomio garantiza tener el mismo 

contTnua solamente en esos puntos, este proceso es entonces 
como discretizacion de la funcion contfnua.
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(Mn

x

reci b ira

f(x)

f (x)

(X 1,f(X] » (X2,f (x2))

X
Figuro 1 Polinomio interpolante.

las de interpolaciones

asf sucesivamente,
En la Figura si- 

polinomio de grado
y 
guiente se i lustran
3.

I p3(,<) 
/

I
I 

!

•Z(x3,f (x3)>

f (xq,* (*o))
/I//

metodos para obtener los coeficientes y otras in-
En es- 

y formu-

Pn (xj ) = f (xj ) , i = 0, 1,...

Existen ademas diferentes 
formaciones importantes relacionadas con los polinomios interpo1 antes. 
tos metodos se usan las tablas denominadas "tablas de diferencias" 

asociadas con estas tablas de diferencias.

Lo anterior quiere decir que el polinomio Pn(x) de grado n debe reproducir 
la funcion f(x) exactamente para los n + 1 argumentos para cuando X = Xi.
El polinomio sera siempre de un grado n menor en 1 que el numero de puntos por 
donde el pasa; esto es, si queremos ajustar un polinomio a cuatro puntos 
dados de una funcion, este polinomio sera de orden 3, y 

el nombre especial de polinomio interpolante. 
los conceptos antes emitidos para un



f

A

DE DIFERENCIAS2.1. DIFERENTES TIROS

*

di fTerences)2,1.1.DIFERENCIAS HACIA ADELANTE (Forward

DIFERENCIAS HACIA ADELANTEr

AT j

f2
A3fiAf2

faxa
Afa

fu

finitas y una manera
i lustra una tfpica tabla

Af-!

A2fo

Afo

fo

A^fo

A3fo A5f 
-i

xi

x2

Xo

fl

Aaf j

Azfi

A2f2

x-i

A2f-.l

y notaciones se aplican solaniente si 
menudo usado en vez de Ax) de la varia- 
Si diferencias Ax no iguales ocurren, 
divididas deben usarse en vez de las 

o algun otro metodo.

f-i

Las .siguientes tablas de diferencias 
incrementos iguales Ax (6 Ah es a 
pie independiente X son usados. 
entonces las 1lamadas diferencias 
que seguidamente explicaremos

^"f_i

El operador de las diferencias hacia adelante se denota por el simbolo (A). 
Las tablas de diferencias son formas estandard de mostrar las diferencias 

de visualizar mejor el procedimiento. A continuacion se 
de diferencias.
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f (xj) AfK xi

= 000

Afo= 1,5
A2fo= 0,2fi= 1,511

A3f0= 0,9Afi= 1,7
AHfo=-1,3A2fx= 1,1f2= 3,222

A5f0= 3,0A3fi=-0,4Af2= 2,8
A'f^ 1,7A2f2= 0,7f3= 6,033

A3f2= 1,3Af3= 3,5
A2f3= 2,04 f4= 9,5

AfH= 5,5

55

XoX (5) ser cualquierXo =K =
Ax ya

el centre de la

A2f A3f A5f

fo

puede ser cualquier valor que tome 
la variable independiente ya sea ubi- 
cada arriba, abajo o en 
columna de las X j.

f5= 15,0

Como se puede observar se han dado 6 puntos (x.) 
tes de la funcion, f(xj); 
a los dates anteriores 
nomina fndice, y se define

Af, se 
mente.

le llama primera diferencia, A2f, segunda diferencia, y asf sucesiva- 
Como se puede observar anteriormente los subindices permanecen cons 

tantes de izquierda a derecha y hacia abajo y las potencias se incrementan 
de izquierda a derecha y hacia arriba. A continuacion se da un ejemplo.

y los valores cor respondien- 
luego el grade del polinomio que mejor se ajusta 

serfa uno de orden o grado 5. La variable K se de­
matemat icamente como sigue:
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anterior si tomamos xo = 0, entonces:En la tabla

1
(.6)x - 0x - 0 xK = 1Ax

va-

su
pa ra

= 0Xo

= 5x

5K =

2.1.2.DIFERENC IAS HACIA ATRAS (Backward Differences)

se denota por el sfmbolo (V).El operador de las diferencias hacia atras

DIFERENCIAS HACIA ATRAS

f.*X _l»

Vf_3

f-3X_ 3

Vf-2

f-2X-2

Vf_i

x_i
V3fi

Vfi

Ahora bien, si queremos 
lor que

defecto hacer uso de
co.

5 - 0
1

f_i

V3fri

tome la variable independiente, bastaria con reemplazar 
cion 5 los valores respectivos,o en 
la cual es valida solamente para este ejemplo especffi

Vfo

V3fo

V^fo

fo

v5fi

v2f_i

V2fo

saber que valor de K le corresponde a cualquier 
en la ecua 

la ecuacion 6,

V2f_2

V2f!X o

V^f,

X1
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= 5
= 1

X - X = X - 5K =
Ax

V“ff(Xj) VfK

= 00-5
1,5

V2f_3= 0,2-A 1

V3f-2 = 0,9
V2f_2= 1,1f-3=3,22-3

Vf_2= 2,8
V5fo= 3,0

Vufo= 1,7V2f_i= 0,7f-2= 6,03-2
V3f0= 1,3Vf_i= 3,5

V2fo= 2,0A f-i= 9,5-1
Vfo= 5,5

fo= 15,050

-

=-0.i|

Xo
Ax

X - 5
1

V2f V3f V5f

en 1
del case anterior, 
hacia atras.

Note usted, que los valores de las 
de las diferencias hacia adelante,

tabla los subfndices se van incrementando 
abajo; tomando como ejemplo el mismo 

continuacion el calculo de las diferencias

f-5

Vuf_i=-1.3

f = 1,5-4

V3f_

xi

Vf-3= 1,7

omo se puede observar, en esta 
de izquierda a derecha y hacia 

se muestra a

diferencias hacia atras son identicos a los 
tan solo difieren en el subfndice.
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(Central Differences).2.1.3. DI FERENC IAS CENTRALES

diferencias centrales se denotade lasil operador

DIFERENCIAS CENTRALES

f-2X_2

6f-3/2

62f-if-i

63f_l/26f-1/2

X<>

S'fx
fi*i

<5f 3/2

*3

diferencias incrementan de iz-que

tomara el mismo caso utili-

f 3/2

<5f 1/2

64fofo

Se puede observar 
quierda a derecha y hacia abajo

62fo

X-1

62f2
63

X2

f3

f2

6 2 ft

Como ejemplo de calculo de diferencias centrales se 
zado en las diferencias anteriores, tai como sigue:

por el sfmbolo (6)

los subfndices de las 
en 1/2.
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63f 65f6“f62ff(*i) 6fK

f_2 = 00-2

6f-3/2= 1,5

62f-i= 0,2-1 1 f-i= 1,5
I

63f-2/2= 0,9<5f-i/2=1,7

64fo=-1,3<52fo= 1,13,22 fo =0

<53fi/2=-0, k <S5fi/2=3,0<Sfi/2 = 2,8

6^1= 1,7fj= 6,01 3

<53f3/2= 1,3<5f3/2= 3,5

4 f2= 9,52

6f5/2 = 5,5

53 = 15,0

2.1.4. ALGUNAS UTILIDADES DE LAS TABLAS DE DIFERENCIAS.

I

se
iI

I

I

i----

f3

o casi constanteCuantfo una columna de diferencias llega a ser constante o casi constante se 
puede ajustar un polinomio del mismo grade de las diferencias, pero se podra 
obtener cierto grado de error el cual habrfa necesidad de evaluarlo.

62f! = 0,7

62f2 = 2,0

Cuandp una columna cualquiera de las diferencias llega a ser cero (0), entonces 
el grado del polinomio que se ajusta sera de un (l) grado menor que el grado 
de 1^ diferencia; por ejemplo: Si A2f = 0, entonces el polinomio sera de pri­
mer grado y dos puntos tan solo serfan necesarios para el ajuste del po~ 
linoniio. Si las terceras diferencias 1 legan a ser ceros (0) , un polinomio de 
segundo grado serfa suficiente, y usted necesita solamente 3 puntos para ajus - 
tar il poli nomio.
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AYYK x

2,0001,00
2,375

It,25A,3751,51
2,256,625

6,5011,0002,02

2,2513,125
8,7524,1252,53

2,2521,875

11,0046,0004 3,0

32,875

78,8753,55

El polinomio tendrfa la siguiente forma:

A2Y a3y

Lo antes dicho se puede ilustrar 
siguientes pares de puntos (1,0, 
24,125) , (3,0, 46,00), (3,5, 
se ajustarfa y los puntos que

a traves de un ejemplo como sigue: 
2,0), (1,5, 

78,875), obtener

Dado los 
4,375), (2,0, H,00) (2,5, 
el grade del polinomio que 

serfan solamente necesarios.

Notese que se tienen 6 pares de dates,luego entonces un polinomio de quinto 
grado potenciaImente se ajustarfa, pero tambien podemos observer que las ter- 
ceras diferencias llegan a ser constantes e igual a (2,25), as 1 que un 
polinomio de tercer grado puede hacer el mismo trabajo y solamente 4 puntos 
de los seis dados serfan suficientes.
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(7)3 + d
*

d?.

DE COEFICIENTES2.2. OBTENCION

escr i-
para

uti-

de

x.

di ferencias hacia adelante:Newton con

(8)

d; f e r e ncias hacia atrasConNewton

(9)fo +

di ferencias centradasSttr 1 i ng con

- 1) 6“fo+ ...(10)

dos entradascentradas ent reBessel
+ . . I+

a 1gebra icos
usar

que seguidamente se

+ K
2'

K(K-1)(K-2)
2 111

K(K - 1)
2'

+ K(K-1)
2*

+ K(K+1)
2'

f (xk ) ~ I1 f t/2 + (K “ 1/^) <Sfl/2

(K) 62fo+ K(K2- lM3fo
3'.

f(xk) = fo

f(xk) = fo+ KpSfo

f(xk) = fo+ K Afo

+ K Vf o

A3fo +

V3

con “di ferenci as

de valores de (x, y) y 
fuesen necesarias y resolverlas para obtener 
los metodos algebraicos de sustitucion o 
La otra opcion serfa usar las formulas de in- 

torpolaclon para iguales incrementos de x que seguidamente se expondran:

Y = a x

+ K2(K2
4'

■A2f0-t

)<53f1/2

+ ex

p62fi/2 +-y(K“1/?-)( 2J

+ b x2

opcion seria la de seleccionar pares 
tantas ecuaciones como

2.2.1. Formulas de Interpolacion para incrementos iguales de

en una de las entradas

Como obtener los coeficientes a, b, c,La pregunta obligada es:

Una primera
bir
los coeficientes,ya sean por 

I 1izando anal isis matricial.

K(K + 1)(K + 2)V f +--- ———1 ° 2 I
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En el cua 1:

x
K =

Ax

p = operador promedio

Ufi/2 = — (f0 + fj), U<52f 1/2
2

etc.

expuesto

Newton hacia adelante:Ap 1i cando

+o

X 1XK =
Ax 0,5

■)((■

x 2,25A,25 +•)x 2,375 +Y = 2 + (

32 8,5 + (x + 6,5x - 3) x 3- ^,75 + (x

2 - 9I = 2 + i<,75x - 4,75 + 8,5x + 19,5x

3 + 1+ 3xY = 3x

+ K(K-1)

2!

x o

x-1
0,5

x-1
0,5

x-1,5
0,5

1 x 2

= 2 + 4,75x

A2yo

Xo

A3Yo+ K AYO

X1.

+ ^1/2)

Y = Y

- 2,5x + 1,5) x

en la pagina 10,seguidamente se calcu-

(X---2
V 0,5 0,5 M 0,5 

1x2x3

- 13,5x2

- ^.Sx2

Ax = Xj

■)

— X

- 5x2

- 21,25x + 12,75 + 3x3

= — (62fo+ 62F1)„p«5fo=——(6f-i/2
2 . 2

Continuando con el ejemplo 
laran los coeficientes:

xo= x2

K(K - 1)(K - 2)
3!
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de Stirling:Aplicando el Metodo

63Y62Y6YYx

= 2,0001,0-2

6Y-3/2 = 2,375

= 4,25Y-i = 4,3751,5-1

<53Y-i/2 = 2,25<5Y-i/2 = 6,625

= 6,502,0 Yo=11,0000

<53 Y i / 2 - 2,256Y1/2= 13,125

= 8,7 5Yi = 24,1252,51

<53Y3/2 = 2,256Y3/2 = 21,875

= 11,00= 46,0003,02

<5Y

= 78,8153,53

K =

1 6 Y1/2) x++o

(6,625 + 13,125)Y- 1/2) = H,00 + (• +x

1 1x
2

2,25) = 11 + 19,75 (X - 2) + 13 (x2- 4X + 4) +(2,25 +

2 
2

2

x -
0,5

x -
0,5

K(K2 - 1)

31
K (K)

2'

(<S3Y 1/2

Y-2

62Yo

6^1

<S2Yo +

62Y2

x - 2,0
0,5

y3

1x —
2

2-)

5/;- 32,875

62Y-i

)(-^
0,5

Y2

1
X ----------------------

1x2x3

+ 63

(x_2 
0,5

x 6,50 +(

Y = Yo + K — (6 Y-1/2
2

X - 2^ 

0,5
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+ 11,75x - 7,50) x 3

2 + 35,25x - 22,50= 11 + 19,75x - 39,5 + 13x

+ 3x + 1

ambos metodos la respuesta

es

su­

mo s
de

x = 2,105.

Una de las utilidades de la tabla de diferencias 
a ilustrarlo a traves de un ejemplo, asf:

del problema que hemos venido
(Y) para cuando

es la interpolacion, va- 
En base a los mismos datos 

desarro11ando encuentre usted el valor

I8x2

- 5x2

- 6x2

Y = 3x3

- 52x + 52 + 3x3

+ (x3

Por ambos metodos la respuesta es la misma como era de esperarse, aquf de 
los cuatro (4) metodos de diferencia finitas expuestos para ajuste de poli- 
nomios a puntos dados, hemos utilizado a manera de ejemplo dos de ellos. 
Se deja al lector la inquietud de resolver el mismo ejercicio por los dos 
metodos restantes y comparar las respuestas. La pregunta inmediata 
iCual de los cuatro (4) metodos debo yo utilizar?. No hay respuesta inme - 
diata todo dependera de la informacion dada, de cuantos puntos serfan 
ficientes para el ajuste del polinomio y de la respuesta que yo necesito 
en base a las preguntas formuladas.

2.3. INTERPOLACION
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AYYK x

ZjOOO1,00

2,375

M54,3751,51

6,625 2,25

6,5011,0002,02

2,2513,1252,105 ?

8,752,53

21,875 2,25

46,000 11,004 3,0

32,875

78,8753,55

Metodo de Newton t i ene:elUti1i zando

x = 2,21K = -
0,5Ax

Y = Yo+ K +

x 2.25Y = 2 + 2,21 x 2,375 +
I

+ 5,68246 + 0,21058Y = 2 + 5,24875
Y = 13,14179

i

1I

( 2,21) (2,21-1)
2

I

I
K(K-1)(K-2) 

3!
Yo

A3Ya2y

A3YoA2AYo+ K (K - 1)
2'

hacia adelante, se

24,125

Xo = 2,105 - 1,0

v . 9r ■ (2,2l)(2,21-l)(2,21-2)
6
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acompanadaslas tablas de diferencias con

a
de en

LBasados

x = 0.
agregaron.

A Yk Yx

1,000*0,0*0

0,625*
- 0,25*1,625*1

2,0002 1,0
2,375

4,254,3751,53
2,256,625

6,5004 11,0002,0
2,2513,125

8,75024,1252,55
2,2521,875

11,0006 46,0003,0
32,875

3,5 78, 8757

las propieda- 
de diferencias

2,25*

0,$v
2,25*0,37^

2,00*

A2Y a3y

Otra prequnta 
des de que 
llegasen a ser 
aqin, obtener el polinomio 
mente un tipo de extrapolacion. 
cia adelante agregando

Ahora bien, si usted reemplaza el valor 
tado (Y = 3x3 - 5x2 + 3x + 1) obtendrfa 
ne que obtener este polinomio primero"; 
polacion serfa el de aprovechar 
los metodos de interpolacion.

la cual se le puede dar respuesta utilizando 
las columnas de diferencias en las tablas
cqqstantesos la siguiente: ^Basados en el mismo ejemplo dado 

de tai suerte que xo= 0?. Esto serfa basica - 
El procedimiento serfa, partir de atras ha- 

adelante agregando tantas A3 Y como sean necesarias hasta llegar a 
En el ejemplo que sigue, los numeros con asteriscos fueron los que se

de x = 2,105 en el polinomio ajus- 
la misma respuesta; "pero usted tie-
en cambio el sentido de la inter-
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0xx = 2xK =
0,54 Ak

(0,625)1,0 + 2xY =

V + 2x) 0,752= 1,0 + 1,25x - 0,25(2x

+ 1,50x2= 1,0 + 1,25x - 0,50x

2 + 3x + 1- 5x

al mismo

EJERCICIOS

las tres
- 0,50x,

los

k

y era 
tantes.

anotaciones usadas 
los valores de 0,

de Newton
el poli-

+ 2x(2x -
2

1) (-0,25)+ 2x(2x - l)(2x - 2) (2,25)
~ 6

xo

Y = 3x3

La respuesta corresponde
de esperarse por cuanto

las formulas
y ver i f i que

- x) + (*ix3 - 6x2

- i»,50x2+0,25x + 3x3

polinomio encontrado originaImente
lo que se hizo fue agregar diferencias cons-

1.- Escribir las tablas de diferencias para
(A,V, 6) para f(x) = x3 - 0.50x, en donde x toma
1, 2, 3, y 5.

2.- Sustituya los resultados del ejerciciol en 
de interpolacion hacia adelante y hacia atras 
nomio original.
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3.-

4.-

Yx
1,0000,0

1,6320,4

3,0960,8
6,5441,2

1,6 13,127
24,0002,0
40,3122,4

<

iguientes cuatro (4) 
a)Formal a de Newton

Dado los siguientes datos obtenidos de un experimento en Ingenierfa. 
Ajuste un polinomio de un grado apropiado que de casi un perfecto 
ajuste. De la ecuacion de este polinomio.

Encontrar el polinomio que pasa a traves de los s 
pares de puntos (0,5),(1,5),(2,15),(3,53) usando. 
de interpolacion hacia adelante, b) Formula de Bessel y c) Escribien- 
do un sistema de ecuaciones y resolviendolas para los coeficientes 
desconocidos. iPor que no es Stirling una formula apropiada para 
encontrar el polinomio. Basado en este polinomio hallar los valores 
de Y para x = 1,7 y x = 2,6; iObtiene usted los mismos resUltados 
usando una de las formulas de interpolacion directamente?. (Newton 
hacia adelante por ejemplo).
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DE DONDE VIENEN LAS FORMULAS DE

dando
contener

Se tiene el

(12)Y = Pn(x) x-1

como sigue:Y vamos

= K

= K(K - 1)
= K(K - 1) (K - 2)

K -(r -= K (K - 1) ...

anter iormen-como

es

(13)bn-i + bn-2

En donde; K =
Ax

III. DERIVACION DE FORMULAS.
INTERPOLACION?

def i n idos
t i enen I 1 as tab laste, 

de diferencias

n-2 xn-i x

K
n!

_ K
(n-2)'

Pn(x) = bn

x - xo

+ b n

Vamos a i lustrar el procedimiento dando respuesta a la pregunta iComo ob- 
la formula de interpolacion de Newton con diferencias hacia adelante?

+ bn_2 + bo

a definir los

siguiente polinomio:

de expresar un 
la siguiente:

. n= bn x

Ahora ut i 1 i zando 
una forma comoda

K<”

(n) 
-- +

1)^ = K(K - 1)... (K - r + 1)

(n-z)
------I-

los factoriales polinomiales
polinomio cuando se

(2)

"factoriales polinomiales"

+... + bx

+ bo

^(r) 
IX

K(-‘) 

(n - 1)!

k<!>

K(o) - 1
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se prue-Ad i ci onaImente
ba que:

(n-i) (U)= n K

(15)

y corrientes,cornu nestrecha relacion con las derivadas

es

(16)

(17)

la siguiente:de los factoriales polinomiales esOtra identidad

(n) (18)= (K + 1)

prueba:

(n) K + 1 -(n - 1) J= {(K + 1)(K + 1 - 1) • • •(K + 1)

(n) 2 }= {(K + 1) (K) K n +(K + 1)

(n-i) = K - n + 2K... K - (n - 1-K

(19)= (K + 1)K<

-d(x2L = 
d x

n-1-n x

-(n+i) n x-n-i n x

n-i)

la cual guarda 
deci r:

= K(K - 1)(K - 2)...Ik - (n - l7j

d (x11) _ 
d x

AK-(n)

^(n) IX

k(n) IX

k_(n +1) n lx

AK(n)

l)j - K..

AKtn)

como una propiedad de los factoriales polinomiales

(k'+ D(n)
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K(K - 1)(K - 2)

(20)K -(n - 1)

20 en la ecuacion 18, se tiene que:Reemplazando

K-(n-i) } = K{K + 1 -

queda demostrado.Lo cual

APn(x) = +

n
n!

(n - x) +AP n (x) — K

A2Pn(x)las segundas diferencias

(n - 2)K
A2Pn(x) = +

pero:

pero:

Tomando

1
(n - 2)!

K -(n - 1)J}

J 
(n-1) !

n b n
n!

n-1
(n - 1)!

bn
(n-1) 1

las ecuaciones 19 y

(n - 1) bn

basados ahora en la propiedad 
d iferencia

iK(n)

K(n - ‘)

k(n) 
lx

M(n)

4K(n) -

= K(" ■‘)

{(K + 1) K*"

k(n-1) = nK

dada por la ecuacion I2*, tomamos la primera
APn(x) de la ecuacion 13 como sigue:

Jn -1) lx

(n - 1)!

(n ' ^{K+1-K+n-l}= K(n " X)
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A2Pn(x) =

(m - n) +An Pn(x) = K

An Pn(x) =

(21)

pueden obtener los demas coeficientes yse

(22)
Pn-1(*)bn-i

(23)Pn-2(x)

estos coeficientes

Pp-1Pn(x) = +

evaluar las diferen-3,... etc.1,
Pn,

reemplazando 
cion 13.

se pueden
finalmente que:

bn

Con este mismo procedimiento 
asf tenemos:

bp
01

= An Pn(x)

n = 0,
Pn-1 >

bn

(n - n) 1

bn-2

Pn A"-1

bn
(n - 2)1

An

-A"-’

0! = 1 (por definicion)

Ktn -2> + 

K(n)

nl

*n-2= A

k(°) 
l\

2, 
etc., obteniendose

valores a
A" Pn. A""1

Dando 
cias

I

K(n ~1} + 

(n - 1)1

por los valores antes obtenidos en la ecua-
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(25)+ +
2!

(26)+ K Afo+ + 

adelante,haci aNewton

IV, DI FERENC I AC ION NUMERICA

f i n i tas.di ferencias en

se

I

consecut ivas

vemos algunas de las si -observamos la

para decidir el grado del polinomio1 S i rve

S i rve para interpolar2
Sirve para obtener el polinomio3
Sirve para evaluar derivadas

iComo nosotros podemos evaluar derivadas?

Si nosotros 
quientes ventajas:

K(K - 1) 
2!

f(x|<) = fo

Afo A2foPn(x) = f(xk) = foK^°^

A2fo

Siendo esta ultima la formula de interpolacion de 
que era justamente lo que se querfa demostrar.

"tabla de diferencias"

+ K<'> k<2)

En la solucion de problemas gobernados por ecuaciones diferencia 1es,es prac- 
tica comun aproximar las funciones contfnuas de los problemas por polinomios 
=valuados en puntos discretos. En preparacion para hacer esto sera necesa- 
‘io aproximar las derivadas que podrfan ocurrir en las ecuaciones diferen - 
ciales a cualquier orden deseado. En esta seccion se discutiran los meto - 
dos para obtener esta aproximacion por diferencias finitas. Desde que 
a solucion de estos problemas se usaran intervalos constantes Ax, entonces 

el desarrollo de estas derivadas aproximadas se basara en las formulas de 
interpolacion dadas previamente, las cuales utilizan diferencias obtenidasde las 
tablas de diferencias" para incrementos constantes Ax entre dos entradas 

de la variable independiente (x).
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la formula de Gregory-Newton)

+ 2K (2 7)A3fo +f (x|<) = fo+ K Afo +

X son constantesAxK =•• y
Ax

de derivadas en cadenas:el conceptoUti1izando

de la derivada en cadena)d K
d x

1d K
Axd x

(28)1d f
Axd K

a K, y aplicando lo obtenido te­la ecuacion 27 respectoDeri vando
nemos que:

(29)1d f + +
Axd x

diferentes valores de K, al cual
un

%

K = 0Para

K = 1

K = 2

la anterior
le corresponde

derivada se puede evaluar para 
determinado valor de x, asf:

- K)A2fo + 
2!

d f
d K

(2K - 1)
2

df 
d x

d f
d x

- 6K + 2)
6

x0

(Reg 1 a

> xo

Xo

A2fo

(K2

Afo +

K3

4.1. PRIMERA DERIVADA (Basada en

Para ilustrar este procedimiento, vamos a tomar la formula de interpolacion 
de Newton hacia adelante tambien conocida como formula de Gregory-Newton.

(3K2

en 28,

x2

- 3«2
6

> xx

^'fo
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la ecuacion 29 en K = 0, se tiene que:E

1df 11 +
3K = 0d x 2Ax

de las ap1icaciones

11df 2

AxK = 0dx

11 +
3Ax

11 - Afo) + - Afi )( Af i 3Ax

11 Af ++i 3Ax

11 +
3Ax

1 )
Ax

7
6

Volvi endo

5
6

5
6

5.
6

5
6

11
6

11
6

A3f0

Afo

+ — (A2^- A2fo)
3

Afo

Afo

Afx

A2fo

Af2

Af2

Afo- — A fo
2

( Af2

(fx - fo) - — (f2

A2f1

y evaluandola

A f0

Afo

Para muchas de las aplicaciones es necesario poner la anterior derivada en 
funcion de la para eso tenemos que valernos de las tablas
de diferencias, asf:

-J

- — Afx3

- fx) + ——-( f3
3

7
6
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11 - — f (30)o

3AxK = 0

dwX.va.da. de. 0/cde.n 3 evaZaada. en K = 0 bajada. en LaY esta es:

K = 1Vamos a evaluarla ahora en

1 ++
Ax

11 +
2AxK = 1

1 ( A21\+ —Azf
Ax

2
1 +o

Ax

J+

1
o

Ax

6

df
dx

Ef

2K - 1

2

J4

6

1

2

2
6

2
6

df
dx

df
dx

3
2

1

Ax

A3fo+...

£ Af

Afo

La. p/iXmWa
iowiuXa. de XnXeA.poZacX.6n de GAegoAy - Newton.

A2fo

A2fo

- A2fo)J

-fl)]

Afo

- Afo) - — ( Af2
6

f2fs

(3K2 - 6K + 2 )
6

+ 3f1

• o

A2fx

A2fx

j^Afo

A2f°
+ — A2fol

6 -J

+ — (Af x
6

- — A3fo + ..
6

r^Afo

A2fo

1

2

11

6
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111 +
666Ax

[ 111 Af+ 2
63Ax

11 J—(fi - fo) + 31
Ax

1 + 2
Ax

1111 (31)
3

K= 1 32Ax

bazctda. e.n Za.1y Uta U>:

de Gregory - Newton)SEGUNDA DERIVADA (Basada1}.2.

dk2 d la derivada en cadena)(usando).
dxdk (—r l Ax L

2k-1d +d +). 2dkdk

6k + 2 1+ (
6 Ax

df_ 
dx

"■3

3
—r

'j

d dx

5
6

5
6

5
6

dk 
dx

f
2

) A3fJ

Afo

-- — f
6

Afo

Afo

A2fo

fl

3k2

d2

La pfitmeAa duttvada de. oftden 3 evatuada en I- - 
^dAmta de tnteA.potactdn de GfteQOficj - Newton

F.

jlfo Af2

f
dx2 ’

+ f2

- fj- —(f
6

-A_f 
6

+ -Lf-J— f1 o

3

en la formula

f3
6

Afi

dx

dx
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“1

) A3fo++ (■

+ (k - 1) A3f (32)o

Si se decide en

mocer

de. Za. Azgunda deAdvada en K = 0

+o

1

- Af2

+ f 2

(33)+ 4f 2

- A2fo)J^A2f

6k - 6
6

fi

Afo^j+ Afifi

f2 fi

+ 2fo

fi

- Sfif3

+ 2f2

^A2f.

2fi

j~A2f

+ 
o

2 -r
• o

d2f

dx2

Bajo este mismo procedimiento y esquema 

cuartas, quintas, etc.derivadas del orden

d2f 

dx2

Ax2

1

Ax2

1

Ax2

__ |

Ax2

1

Ax2

d2f

dx2

d2f

dx2

d2f 

dx2

1

Ax2

1
Ax2

1

Ax2

pfo

fl - + Afx

fjAfj - Afo) - (A2f

+ (k - 1) A3fo

+ fo- f3

+ fo

se pueden derivar las terceras
de aproximacion que queramos

evaluar esta derivada en k = 1, entonces el termino (k-l)A3fo 
desaparece, y se necesitarfa tan solo saber la segunda diferencia para co­

la segunda derivada de tercer orden de aproximacion usando la formula 
de Gregory - Newton.

+ f o

A3fo^
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dan las formulas para

>

AufA3ff (x;) A fK x

50,00,00
6

304A,01,01 1562k
12018668,02,02 276210
120462278,03,03 396672
120858950,04,04 5161530 120137^2480,05,05 6362904
12020105384,06,06 7564914
120276610298,07,07 8767680

364217978,08,08
11322

29300,09,09

0,0de deAZvadad a x

+

A2f

A fo+ (k - 1/2) A2fo

formulara el 

Con la tabla de diferencia 

continuacion evaluar las derivadas primera y segunda en 

de/a ccC ZecZoA. evaZutu. Zaz> ntusynai doJbcvadca en Zo2> 

k = 0,0); (x = 4,5; k = 0,5].

aparece a 

x = 2,0 y 

(x = 4,0;

recomienda tomar las derivadas 

se ajustarfa;

siguiente probl ema a 

que 

x = 0,0;

piznZo-4

en funcion de la ^uncZdn oAZgZnaZ, en el Apendice A se 

diferentes metodos y ordenes de aproximacion.

Para ilustrar el uso de estas formulas, se 

resolverse por la formula de Gregory-Newton:

La ecuacion 29, pero ampliada hasta el cuarto orden serta: 

5!L_ = rif. + (k. ,/2) Mf. + 3k2-6k ^-2- A’ 
dx Ax 6

Para evaluar las derivadas apropiadamente se 

hasta una aproximacion igual al orden del polinomio que mejor 

en este caso particular se tienen 10 puntos pero las cuartas diferencias son 

constantes, por consiguiente en las derivadas debe emplearse hasta el cuar­

to orden de aproximacion. Otra recomendacion es usar k = 0 justamente en 

aquellos puntos donde se quiere calcular la derivada.
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3+

11df - 1/2(30)
1dx

= (- 6 - 15 + 52 - 30) = 1

usa r

(3M1 fo)(-- T- f4 + -T- fa - 3fz + ^f.1 -
Ax

1 (278)- 3 (68)
1

or-

18k + 11+
12

(120) = - 16

es:

11 (35))+f-- -I-
33

+ 11k
6

E*
en vez 
ver Tabla

It
3

25
12

1
I2

fo

de las diferen-
A.1 .

+ (k - 1) A3fo

A4fo

A2fo Altfo+

fi

6k2

f2f3

2k3

+ 4(44) - ~~ (50)

d2f 
dx2

1
Ax2

+ —-— (156) - --- (120) —3 J

1
Ax2

(
12

Ahora bien puede considerarse 
ci as usar la

-1- 9k2

12
12

la segunda derivada de cuarto orden de aproximacion,

1* . . J9_f2 . 2£.fl
2 3 >2

dx

£ -ir~(950) +
= —1—(- 237,5 + 370,67 - 204 + 176 - 104,17) = 1 

1 
confirma que por ambos lados

^30 - 156 +

Segun tabla A.1

' dx2'

Aquf se confirma que por ambos lados se obtiene la misma respuesta. Para eva- 
luar la segunda derivada se emplea la formula 32 pero ampliada al cuarto 
den de aproximacion, asF:

otro metodo, este es, 
formula que usa las funciones,

1
4

4
3
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14 (68) -(278) +
3

= (870,83 - 1297,33 + 646 - 381,33 + 145,83) = 16

x = 2,0EvaZtMCcdn. de. deAdvada^ a

Auff(xj) Afk x

f-2 = 500,02
Af-2 = -6

A2f-2 = 30f-1 = 441,01
A3f-2 = 156Af-1 = 24

A4 f-2-- 120A2f-1 =186682,00
A3f-1 =276= 210

A4f-1= 120A2fo= 462= 2783,01
= 396= 672

A4fo=A2fi= 858 1204,0 = 9502
A3fi = 516= 1530

A^f^A2f2=1374 120= 24805,03
= 636=2904

A4f2=A2f3=2010 120fQ = 53846,04

= 756=4914
120A2f4=2766=102987,05

A3f4 = 876Af5='7680
A2f5=3642=179788,06

Af6=11322

fx= 293009,07

19
2

26

3
(44) + -35 (50)

12

A2f

Afo

A3f

fo

d2f
dx2

A3fo

f3

f6

1
I2

Af3

fl

A4f3=f5

Af2

A3f2

Af,

A3f3

f2

—(950) -
12
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I = 811df
1dx«

11 = 176
12

BASADAS EN LA FORMULA DE STIRLING4.3. DERIVADAS

la formula de Stirling

como un ase muestra

++++
2

dkdfdf
dxdkdx

(36)1 +++o
Ax

1df
A xdx k = 0

+ 6f1df
Axk = 0dx

transformaciones llegar a demostrar que.Es tarea del lector por

L
f-22 (38)21df ++

123312Axk = 0dx

' df.
dx

6

. (1,62) + -y- (396 - -J- (,20)l

Q&2 - 396 + (120)^

|~210

f(Xk) = fo (S^fo

ia63f03k2- 1
6

k“ - k2

4'

64fo

k2 K3 - k
6

1

I2

+ 63f1/Jj (37)

p63f o

p6fo U63foj

d2f 
dx2

- k
12

+ k y<Sfo 62fo

f2

+ k<52fo

1/2 ) - ----- (63f_1/2
12

2k3

Cuando se tiene una situacion simetrica de los datos, 
de las mas utiles.
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La ^Ainata ant.(i/u,ofi

en

lo

de. /S ezju.Fi.de> y o/cdsj'i de ap^L0x.-iynac^c6n?Qad paha con Zu p/ume/izi de/tZvada

de segundo or-de la ecuacion 36 y reteniendo los terminos hasta

1

)(u<5fo) / 2
k = 0

f-1)f_1 + fj - ffl) =

(39)1 f_i)
2Axk = 0

orden

de
que:una

df
dx

df
dx

Partiendo 
den, se tiene que:

(6f -1

df
dx

1
Ax

1
2Ax

1
2Ax

1
2Ax(fo

esta es
al rnomento de

se puede deci r

noh /L^p/LUwta Ha pfvawxa deAdvada de eucucto o/iden de 
ap/ioxZmacZdn e,va£uada e.n k = 0 uhando Za {,6/umZa de ZnZeApoZacZdn de 

SZZJiZZug.

en vez 

quizas una 

cons i derar

(f1

pfo + k62f0J

Ahora bien la primera derivada de tercer orden de aproximacion evaluada 
k = 0 darfa exactamente el mismo resultado que el de la cuarta aproximacion, 
y si observamos la ecuacion 38 nos damos cuenta que para obtener la deriva­
da de cuarto orden en vez de requerir 5 puntos tan solo se requieren A, 
cual da una gran ventaja al metodo de Stirling.

+ 6f , 1/ 2

La formula anterior demuestra que para la primera derivada de segundo 
de aproximacion evaluada en k = 0 necesita solamente de dos puntos 
de tres tai como lo necesitarfa cualquiera otra formula, 

las mayores ventajas del metodo de Stirling 
diferenciacion o integracion. En conclusion

ezju.Fi.de


EJEMPLO NUMERICADE LA DI FERENC I AC I ONDE APLICACION

matematicas que son necesarias
para entender

Y 4 Y

linea de corriented'p

r

0

Funcion Cor r i enteFigura 2.

- Que a diferencias de los demas metodos para obtener derivadas, requiere 
un numero de puntos igual al orden que aproxima.

Vamos a deflnir primero algunas funciones 
el probl ema, asT:

- Que en el metodo de Stirling la primera derivada de primer y segundo or­
den de aproximacion son iguales, que la de cuarto y tercer orden tambien 
son iguales.

Funcion corriente = ip. Se basa en el principio de continuidad, y es una 
exp-t.ezZ(5n mcLteffldtZca que. En la Figura 2, que a continua-
cion se expone se presentan dos 1 Eneas de corriente adyacentes en un campo 
de flujo bidimensiona1. Desde que no existe flujo a traves de Ifneas de 
corriente, podemos permit! r que ip(x, y) 6Q.CL dzL Q.ciu.da^. qiLZ

pcaa. post e.£. d/tia. c.omp-'te.ncLcda. oJL okZqq.yi y Za ptumcAa. £Zn.e.(i de. c.oAfide.n- 
te. Supongamos que ip = 10 m3/s/m y que la siguiente 1 fnea de corriente 
sea ip+ d’p = 11 m3/s/m, luego entonces dip = 1 m3/seg/m y representara
el flujo que pasa entre las dos Ifneas de corriente.

dy 
--- ♦- u
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ccnXtnuZcfad sea satisfecha para que la

Bajo la condicion anterior tenemos que:

(40)dip - udy - vdx

ip = f(x, y) , entonces:Si

(41)d^ = dydx dx +
dx

Comparando las ecuaciones 40 y 41 podemos concluir que:

(42)
u =

(43)

con

(44)i +

kV =en

43, concluimos que:la 42 ycon

= velocidad en la direccion xu =

velocidad en la direccion y
v

= ui + vj

a
3z

V = V(p

a 
ax 1

3(p aip" _
XX ■ Illi ■■■ ■! ■■■ IS —.......... I ■ ■ 1 —

3y Ox

= 3jP_ .
ax

+ ^!L
9y

j

dy
dx

aip 

ay

d
dx

.a>P
a x

a-tp

9y

Por ot.ro lado, 
esca lar

se define como:

en esa
a una

como una cantidadla funcion potencial <P 
cuando la diferenciamos 

nos da la velocidad

a x ay
donde el vector operador

Es condicion y requerimiento que la 
c.ofiJu.Q.YitQ. .

Comparando la ecuacion 44
a<P = jnp
3x 3y

a -t + x— J +
ay

vamos a def i n i r
funcion de x, y, de tai suerte que 

respecto a una distancia en una direccion particular 
d i recci on.

a.ipy ■■. —’i-

3x

(Ecuacion de continuidad)
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Y I
(4,5)(3,5)(2,5) (5,5)

(1,5)

(4,4)(3,4)(2,4) (5,4)(1,4)

(4,3)(3,3)(2,3) (5,3)(1,3)

(4,2)(3,2^(2,2) (5,2)(1,2)

X(5,1)(4,1)(3,1)(2,1)(1,1)

en

la coordenada

(1,1)
un

1df f-i)(fi
dx 2Axk = 0

1 )
2Axy9 x

potencial (p es 
en el piano x - y.

" \l1

Nosotros queremos evaluar u en (2,l). Haciendo una analogfa con todo Io 
antes explicado lo que realmente tenemos es el valor de la funcion en cada 
intersecci on; Zuego entoncez £.6 cconZno me/oA. pctAci hacQA Uta -

U iittLizaA. aqaettu qu.& utan dadu e.n baAC. a Za
muma.. En este caso se requiere determinar la derivada en 
(2,1), el metodo de Stirling serfa el mas conveniente ya que con los dos 
puntos adyacentes (1,1) y (3,1) podriamos obtener la primera derivada con 

segundo orden de aproximacion.

Vamos a suponer para ilustracion del ejemplo que la funcion 
conocida en cada uno de los puntos de la real la siguiente

u 2,1
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evalua en el sentido de las x o sea manteniendo
y

Si queremos

y

-e-

* X

Usar diferencias centrales (Stirling)

Las derivadas se evaluan esto es mante-y.
niendo y o x

s i gu i ente.

Usar dife- 
renci as 
hacia 
adelante

Para evaluar deriva­
das en estos puntos 
usar
ItCLCMl a&i&A".

v(1, 1 ) .

evaluar la derivada en (1 ,l) lo mas 
zar diferencias hacia adelante y si la queremos 
lizarfamos las diferencias hacia atras, 
mente para una mejor visua1izacion se muestra seguidamente:

x 6

Aquf la derivada parcial se 
cons tante.

aconsejable serfa utili­
en (5,1) posiblemente uti- 

todo lo anterior expresado grafica-

en la direccion de los ejes 
constantes respect!vamente.

EJEMPLO:

Valores de la funcion potencial son dadas en la malla y tabla 
Determine us ted u(l,1);



38

y

1,25

v

1,0

0,25

■>

x0 0,25 0,50 1,0 1,250,75 1,50

Ax = 0,25

TABLA 1. VALORES DE LA FUNCION POTENCIAL (<j))

x
y

o 0,25 0,750,50 1,0 1,25 1,50

0,08^4 0,6750 0 0,003125 0,025 0,200 0,391

O,49A 0,506 0,5560,25 0,6625 0,8AA0,50 1,119

0, 9660,50 0,950 1,20k 1,14501,0 0,972 1,05

1,419 1,3560,75 1,5 1,469 1 >6691,331

1,853 1,634 1 ,6M1,00 2,0 1,725 1,775

2,0562,269 1,881 1 ,7631,25 1,7692,5 1,719

1 ,363

1 ,600

0,75
Ay 0,25

0,50

u
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Di ferencla Cent ra1

11
-u(l,D = 12Ax

1
1 (1 ,775 -(1,641 - 1,634) -0,25 12

= 0 >002

b = 0hcccZa aVi/U en

[13 4 - 3f-iv(1,D =
Axay X

k = 0

(1, 600) - 3 (1 >363)

tai como sigue:esta derivada en K = -1,Otra solucion serfa evaluar

1113*v(1,1) = + - 3
23Axxgy

k = -1

1
60,25

= 0,7986

■]

1,725)J=

11

6

11

6

34
3 x

+1-
2

(1,05)- (0,6625)^ =0,7948

y
k = 0

fo

fo

——(1,763) + —(1,600) - 1,363 + —(1,050)
3 2 6 J

f-x + -Lf
6

<f2

f2

h

+ f-2
2

en k = 0

h

4-

f-2>

-JLf-
3
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INTEGRACION NUMERICAV.

*»

Y

x
Xo

Figuro 3. Relocio'n entre diferenciocidn e integrocio'n nume'rica

de la rnisma manera que es necesario obtener 
derivadas tai como vimos en los capftulos anteriores.

l
) (a)

I ■ -(b)
i
i
i
i
i
ii
i
i
i
i
i
ii
i
i 

________ L________
Xi

nuwS/tZca, 
Supongamos que tenemos dos curvas 

y el area comprendida de­
de una integracion numerica.

segui damente.
a obtener sus derivadas,

La Znte,g^a(U.6n I'tume/u.ca u me.no.6 -ie-inZb-Le. qae. -La cLc^M.e.nc^acZon 

este concepto se ilustrara 

(a) y (b) y que vamos 

bajo de el las a traves

La integracion numerica se usa frecuentemente en Ingenierfa y en las ciencias 

ffsicas. Pasta obteneA. una io^u.CA.6n comp£<&ta a Zoa pStobZemaA ducsustos> post 

e.cuaczcone4 pastcnnJLu mcuasUo obZenen apstoxdmacnone^ a tcut>

dnstz.gftaZai> de la rnisma manera que es necesario obtener aproximaciones de las
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de-cua£c(udeAa de

el

dela

P4(*)
Y = f (*)f(x) AFo(*)AFo(x)

FMx)

-H AX H

la di ferenci a entre

la diferencia entre

la cual
t raves

Figura 4. Aproximacion 

i nte rpolantes 

vamente.

Como ustedes pueden observar 

relativamente es mucho mayor que 

las curvas a y b.

La bvteg^ac^n mwi&a-ca paede bMo^e en ana 
Zn^poUcd-dn d^ucUdM ayite^o^iente.

de una funcion f(x) por polinomios 

de tercer y cuarto orden respecti-

E1 procedimiento de integracion 

area rayada corresponde a 

polinomio aproximante p(x)

las dos tangentes (tga y tgg) 

las areas (AA) debajo de

se ilustra en la Figura 4, en 

la integracion de la funcion f(x) 

entre los intervalos apropiados.

f (x)

X4X2



A'2
x + Ax

(45)f(x)dx =AFo(x) = Ax
kx/»

46.En la ecuacion 45 hemos reemplazado dx por su valor dado por la ecuacion

dk 1x (46)Axdx = dkk = =>==>
dxAx Ax

f(x)k x
k

)k + 1

AF<(x) = Ax +

A3f0+ ...

xk+i

k + 1
f(xk) dk,

+ k(k-1) 
2!

los 
tambien en funcion de

k(k-l)(k-2)

3!

Jdk

Xo

fo+ k Af0 A2fo

un poll nomi o

f(xk)xk

f(xk+l

En {^imuhcu
(x)

1Fmi tes x y x + Ax;

interpolante

i
Ax^ f(X|<_)dk = 

o

ariXeAZoA-CkS ha. e.x.pu.uto e£ p^oee-clvnZ^vto paAa. Q.nc.on&iaA.
O lo que es lo mismo la integral de la funcion entre 

esta integral se puede expresar 

o aproximante f(x^).

lin la ecuacion 45, si utilizamos la formula de interpolacion de Gregory- 

tlewton y evaluamos la integral en k = 0, se obtiene la siguiente respuesta:
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^3

+ (+ ( +
2

1

= Ax ++o
2

o

11 1 (47)AFO(x) = Ax + ++
24122

F(x) = XAF(x)La integral total se obtiene

Za.
los

s i -

El

y el

peque-

11evar

2S1 
4

'E-
3 A3fo+... I

-) A2f0

Afo A2fo A3fo

hi
2

+ kAf0

k2

)A3fo

2k2
2

k3- 3k2+ 2kk2- Ax J 
o

como la sumatoria de los AFO(x);

['•
f o K + ----- A f

2

dk^A2fo

6

PaA^LccuLajmente, pa/va. ma/L en an pstogfLama d<t compatac^cdn may tlZZZ 
Ztu de dntegfiacAJm en tfancZdn de Zo-i vatofLU o/ugdnaZei de
frincd.dn taZ como i,e hace pafvx La. cU-^efiencLaeLdn. Substitucion de 
valores apropiados en lugar de las diferencias resultan en las 

guientes formulas basadas en diferentes ordenes de aproximacion. 

no dibujo adyacente a la formula ilustra el polinomio usado en 

a cabo la integracion y el intervalo de integracion.
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f3fzfo

- f,+2
AFo(X)—x-

(48)

IncMiy^ndo Se.gtmdM V^OMmcMU, (Segundo o/tden de ^ioxdmaed,6n)

(49)----- — fAF0(x) = Ax 2o

*- X
—H AX H-

Inc^injendo V^eJienodju (Ap^ox^nacZdn tcneaZ)

A x (50)AFo(x) =
2

X

-H AX H-

OL_.

Ine£juyendo TeJtceKM d^exencxx^ (TeJteeA. olden de Apioxdjm.cd.6n)

-L-f 
24

(fo

5,1. FORMULAS DE INTEGRACION BASADAS EN LA FORMULA DE INTERPOLACION 
DE GREGORY-NEWTON.

+ f J

2 c+ —f‘

AFo(x) = Axk|- fo + 4l^

12

5
24

fo

fi
fo



^5

co mo

AFi(x)

X

x + 2Ax
k! AFjx) = + kAfo+ +

x + Ax

6k+ 2k .. ..) dk+++

-)A3fo++ ( (•= Ax + +

2

+ ( +

— 1

+ (51)+5
12

11
72

33
2160

k5
120

e
24

±1
16

X*4X X+2AX
1 2

= Ax^f o A^fo^

■A4fo

^uando se procede a expresarlas en terminos de los valores originales de la 
:uncion se obtienen las siguientes formulas, asf:

■)A2fok2
4

k2
8

pcwa evaZiuu on ZnXeAvaZo 6-impZe, dz i.wte,Qfia.CA.6n peAo 
usado en ajustar los 

desde

k2*6

A3fo

A3fo

k2
6

k3
6

A2fo

+ 11k2 -k3

3 
k

3k2
6

k2-
2

2
fCxjJdk =

1
24

f(x)dx = Ax^
i

k2+ Afo
2

k1* - 6k3
24

x
K = 0

f2 AxJ (f o
i

Una ^amuZa quo,
cuaZ 'M.e.qna. eJt Segundo Me.^vcd.0 de£ potcnomlo 

datos, se obtiene integrando la formula de interpolacion de Newton 

k= 1 como iFmite inferior hasta k = 2 como Ifmite superior.

+ — Afo
2

A2fo

pfo
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(GREGORY-NEWTON).5.2. SEGUNDO INTERVALO DE INTEGRACION

IncZayendo cunAXtu (4-) (CixoaZo Mdui da \pfLOXAjmac^6n)

f 3 f4
fo 519 ++ Wo

f3 +f2 -

X

(52)+

cU^eAewcZa4 (TeAceA oAcfen da ap^o^ajvaatdn)1nc£u-ijando ZeAccAtu (3a)

fi f 2fo f 3

2

(53)

'A *-X

empleando la formula de interpolacionEsta formula se obtendra mas adelante 
de Bessel.

x
K = O '■]

24

171
270

57 
2W

33
2160

111
1080

AxL fo

24

AFjx) = Ax^

+

L_
24

fo fl

AFjx) =

f AA

isi
Ifi

XfAX X+2AX X-.3Z1X X+4AX

12 3 4

+ Jlf
24



i

(2-) Se.gu.n.cLzi (Segundo oftde.n de Ap/tox.^macycdn}Inc&iyendo

(s2*)

Inctuyendo ?/ume>i.(U> PZ^eAencZai (Una. f/frimaZa. de ex&iapo£a.cX.6n]

fo

(55)Ax

*■ X

5.3. FORMULAS DE INTEGRACION BASADAS EN LA FORMULA DE INTERPOLACION DE BESSEL

x
i: = o

■]

A F (x) =

+ -5-f
12

'W
x*ax XtHzix
1 2

AFj(x) = Ax
12 3

La formula de interpolacion de Bessel es ideal para el desarrollo de formulas 
de integracion las cuales se centran entre dates dados en vez de centrarse en 
ellos mismos. Integrando la formula de Bessel sobre un solo intervalo Ax nos 
11eva a:

[H - 4-f°]

* X
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M fl/2 f4
f5fz

fl

(X)

1

llfl/2 + (k-

+ 2k )f / + ' 1/2+

116“ f dk

+ ()6 f + ( +kp f j j g + (■=: AX 1/2

1

+ (+ = Ax Pfl/2

] (56)116“ f ++

//

o

X*AX

1

-AU
72

1

12

1

12

k

2

1

24

11

720

k5
120

k2
24

k1*
48

k3
6

k“

24

‘/2]

1 

■4x/ F

1/2

2

f 1/2

_ 0

-k2

k3
12

(2k3

- M2 f1/2

AF 
1/2

X

K = 0

P(52f1/2

1/2) 6f1/2 +(—^—f j/2

x + Ax 

f(x)dx =

f 1/2

- 3k2

4^1/2 (x) = J

■) US1*

(k4 - 2k3

X+ZAX X+3AX X+4AX

2 3 4

+ k) 63

k2 —) 63 24 )



IncJ^Ltjzndio cnMtaM (o quZn^ cU^encZiU). Quinto oftde.n de. kpn.0XAjmaQA.dn

fif-i fa
f-2. fa

(57)

fzf-i

X

(58)
(x) = Ax

fo 
'V,

+ f2)l

Cuando 
siguientes ecuaciones 
as F:

31
1*80

X

+ f3) -

Di (fo+ fr) - — (f-1
[_24 21)

(x) = AxP- (f-2

Inobiyendo .teAceAru d^QAencAM . Tcacca OActen de kpn.oxAjmaeA.6n. ConocA.da 
;tambA.&i eomo ^dnmaCa de MegnacZdn de SUAUng

^1/2

(fo + fl)

las diferencias son reemplazadas por los valores de la funcion, las 
resultan dependiendo del grade de aproximacion usado,

(f-i + f2) + —
720
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Inc^uyzndo P/um^tcu V-i.{)eAe.ncx.a/> (P/umeA. o/ide.n de. Ap/co^cdmacd-dn)

Ax (59)(x) =
2

COMEWTARWS

a

in-

FORMULAS DE INTEGRACION TRAPEZOIDAL Y DE SIMPSON.5.4.

Estas formulas

usando

5.4.1. ADELANTE INTEGRANDO EN DOBLE INTERVALONEWTON HAG IA

f(x)

f°
f(x)

K

X<2AX
2

(fo +

mente descritas;
formula de integracion trapezoidal.
cion de Simpson usando los

un solo intervale Ax. Formulas de integracion 
pueden obtenerse de una forma similar, 

0 a k = 2, 
de la formula de interpolacion 

es ideal para efectuar 
1 ados

simplificaciones de las ya anterior- 
y 11anamen te 1 a

AF1/2

Todas las formulas de integracion dadas anteriormente proveen el valor de la 
integral de f(x) sobre un solo intervale Ax. Formulas de integracion que 
incluyan dos intervalos o mas pueden obtenerse de una forma similar, la 

| unica diferencia es que el intervalo de integracion va desde k =
6 k = -1 a k = 1, etc, dependiendo

La formula de interpo1acion de Stirling
tiene informacion de ambos

us a r. 
tegraciones de doble intervalo ya que se 
de aquella entrada donde se centrara la integracion.

o reg las no son mas que
asf, las formulas 50 y 59 es simple

Vamos a obtener la regia de Integra - 
siguientes procedimientos:
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2 2
k •)A2fo) dk+ ((fo + kAf o

X

+ ( +Ax

o

+ 2(fi - fo)+ (•= Ax

- fi-- fo) » = Ax+ 2

f
+ = Ax+

(60)

f(x)

f-1 f (X)

fl

- Pg (X)

K

2_ 
3

■$-

X

If ok +

Ax
3

k2
4

k3
6

+ 2fi - 2fo

2Afe

= Ax^2f0

- Af0)J

2foAfo

) (Af
i

+ (-’------
o

f2

F
+ fo

h!.
2

k2
2

.x + 2Ax
f(x)dx = Ax^J fCx^Jdk =J

(f2

2fi

3

+ —(f
3

2

)A2fo”j

jzf o

+ 4fx

] ■ +

- fj - (fl

3
Is- +

3

32 - 24
24

5.4.2. USO DE STIRLING
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1 1x+ 2Ax

62fo)dk= Ax+
2x

1 1 (<Sf-l/2 ) += Ax+ + +x
2 2

-1

1 1
+ 6f+ + x 1/2

2 2

Ax +

1+ 14* )- 6f= Ax -1/23 1/2

1 11
1

11+ +-1
333

(61)

4
2
4

Ax

3

- f-‘ - Axf?

Ff ok +

2
4

i

6

2
6

2
6

f_i

U<5fo

2f0

5f-l/2-

62foJ=

fo

<S2fo

Js!
6

fo

+ 4fo

k2
2

k2

2fo

1

62fo J

: Ax

['■

]-2t-
- fo

3

5fl/2

+ —I— (f
3UfO

+ — (6f
3

6fi/2

6fl/2+

+ f
3

+ — 6f_1/2
4

2fo

- fo)----- — (fo
3

1

(fo + kufifo

<S2f• o

-p”

f(x)dx = Ax /f(xK) dk = f
-1

E'-
+ fo

) - — 62f
6
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Como se puede observar las dos respuestas coinciden.

5.5.
AUMENTAR

dependiendo del senti-Para evaluar

de la mi sma ma 11 ainterioren
en k =

es

caso,

tenemos:

P/bimeAa. deJuvcLda. teAcoA. oAd.e,n de, ApAoxdma.cA.dnNewton

Hacia adelante

1 13df 1 +3 62Axdx k = 0

Hacia atras:

df 1 1
k = 0dx 3 3

ALGUNAS REGLAS APLICADAS A LA DIFERENCIACION Y A LA INTEGRACION PARA 
EFICIENCIAS EN'LOS CALCULOS.

una derivada en el horde de una malla
hacia adelante o hacia atras

1 6 k = -1 segun use Newton 
y la formula de Stirling

esto es para evaluar pun-

3^

do de la diferenciacion puede utilizar Newton 
centrando la derivacion en k = 0. En un punto 
la derivada puede evaluarse centrandola 
hacia adelante o hacia atras respectivamente; 
una de las mas convenientes para este mismo 
tos interiores.

<3 1 1 r+ --- "f
62

Si usted toma las formulas que dan las derivadas por el metodo de Newton 
hacia adelante y multiplica las funciones y los coeficientes por (-1), ob- 
tiene inmediatamente las derivadas por el metodo de Newton hacia atras, 
asf como ejemplo

Ax



Si en

de. T.Yite.Q^cLQyi6n de Newton tyictu.ijendo ieAeeAtu dt^eAencMLiFd^nata

b) Hacio atrasa) Hacia adelante

ts t-. tot-e<2 t-311to

*-x

1AFo(x) = Ax

+

APLICADO DE INTEGRACION NUMERICA5.6.- EJEMPLO

hacia adelante se cambian 
la formula de integra-

1
2A

f-3

; AFo(x) = Ax&-fo+

1,0

>x

AFO (x)

P3r + 19f 
pfo+ "2Afl

. A_f2 + _L_ J
24 24

Continuando con el mismo ejemplo expuesto en la diferenciacion se pide cal- 
cular los valores de 'f en cada punto de la malla ky = 0>2S, 0,50, 0,75, 

y 1 ,25) a lo largo de la Ifnea x = 1,0 si ip(1,0) - 0

la formula de integracion basada en Newton 
los signos de los subfndlces de la funcion, se obtiene 
cion por Newton hacia atras; asf:
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1,25

1,0J

0,75
Ay =0,25

0,50

0,25

■> x

1,501 ,251 ,00,750,25 0,50o
+-i

Ax = 0,25

(62)dy
'x

(63)dx
yx x

la variable x conSi identificamosSon constantes de integracion.

y la variable y■ e1 fnd i ce

(6M+

94>
,9y

9x 3y

dip

3x oy

* ’ /x^y

ip =
7y

c2

dy
'/

+ c2

- ci

con el fndice J, podemos escribir que:



i

4- (65)

Como e
n i f i ca
o

5.6.1. PROCEDIMIENTO PARA LA SOLUCION DEL EJEMPLO.

1) De

11 2u(l,0) =
12Ax

1 = 0,6009
0,25

11

(f2 ~ f-2)j
Ox

)!= 0,5637

1 probl ema pi de evaluar 
las x 6 i

— (n - f.J - 
3

u(1,0) = 2_ (0,391 - 0,084i|)- — (0,675 - 0,025)t 12 J
u(l,0,2.5) =

0,25
(0,84A - 0,556)-- — (1,1 19 - 0,506)L3

en cada punto que necesitamos.
hay que evaluar la derivada an- 

centrandola en
x(1, 0,25),

que
lo que es lo mismo 

la formula (6A)•

y = 0

las integrales a lo largo de x = 1,0, sig- 
permanecen constantes, y logicamente varian las y 
las J; de acuerdo con lo anterior debemos aplicar

Evaluacion de la derivada (—,/ )Ox y 
acuerdo con el enunciado del problema 
terior a diferentes valores de y ,y centrandola en aquellos valores de 
x dados por las coordenadas x(l,0), x(1, 0,25), x(l, 0,50), x(l, 0,75) 
x(l,0, 1,0), x(1,0, 1,25); como se trata de puntos internes la for­
mula a utilizer mas apropiada posiblemente sera Stirling cuarto orden 
de aproximacion:
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11 = 0,4520u(l,0,50) 120,25

121 (1,669 - 1,356) = 0,2637u(1,0,75) 120,25

11 = 0,002
120,25

121 = - O’, 33631,25) =
3

2) de la Integracion.Eva 1uacion

se mues-

tra

u = -.3363
1.25

u=.0020
LOO-------

u=.2G37
0.7 5-----

u=.‘1520
0.50

AFX
AFj

0.25 0.0020
AF|/2

VAFo1.500.750.500.25
432K= 0 1

320 1K =-l

K=-2
K=-5

0
-3

2
-1

3
0

-1
“4

1
-2

u=.5637---->—

0.GO09 
4

Y

0.2637

0.5637

(1,775 - 1,725)]

(1,450 - 0,950)I

;s
-0. 3363

4

0.4520 /
7

La visua1izacion grafica de este proceso, asf como su evaluacion 

segui damente:

u (1 , (1,719 - 1,881) - -—(1,769 - 2,056) J

u=.6009

/''1.00 1.25

1,0 1 = 0

— (1 ,201* - 0,972) -L3

My

U ( 1 , 1 )

(1,469 - 1,331) - 
3

0,25

2—(1,641 - 1,634) - 
3
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Intervalo de IntegracionEvaluacion del Primer

A3f A'fAfk y

0,600900

- 0,0372
- o.oyAs0,56371 0,2.5

0,0021- 0,1117
- 0,07660.4520 0,00532 0, 50

- 0,0117- 0,1883 - 0,0032
- 0 0064- 0,07340,26373 0,75

- 0,2617 - 0,0032
- 0,07664 0,00201,00

- 0,3383
-0,33631,255

T.nte.gSegundo o-'id&n de, cLp/LOxdma.Qd.6n (P/umest InteAvato)GA.e.go-'ii/ - Newton

lp(1, 0,25) = Ax 12
(1,0)o +

2 = 0,1471+ 0,0= 0,25 x

intervalo de Integracion— Evaluacion del segundo
lYiteg^a.ct6n Segundo o-'tde.n de ApA.o>oumctdnG-zego^y - Newton

ip(1, 0,25)+2

ip(l, 0,50} = Ax^

A2f A5f

fo

12

x b,4520j

a ser casi constantes
la integracion a

f ' 3x y

+ -5_f
12

+ — fl--- - f
3 12

0,6009 + --- X 0,5637 ----
3 12

Como se puede observar las segundas diferencias 1legan 
luego se podri’a aproximar la integracion a un segundo orden.

+ fj
3

1
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52 + 0,U71
3

= 0,1285 + 0,1471 = 0,2756

Inte.g^a.c>i6n £eAc.eA o/tdzn de. ApA.oxAjnzei.dn.GA.egoA.y - Newton

+

= 0,1473 + 0,1471 = 0,2944+ 0,1471

observar al usar las terceras diferencias da un valor 1 i ge-

como

con

te

- Evai.ua.ei.dn det teJieeA InteAvato de IntegAzzeidn

52 ip(1, 0,50)ip(l, 0,75) = +
12

52 + 0,27560,4520 +x
123

0,36660,2756 == 0,09106 +

0,6009 +
12

 0,6009
12

0,5637 +
12

0,452°j

13
24

13
24

0,2637
24

= 0,25^

que las segundas diferencias y esto 
con e 1

GA.egoA.y - Newton Segundo oA-den de ApA.oxAyna.eidn eomo 
detpiazando h

puede ap1i- 
el mismo resultado que 

et teetoA. debe veAi.^ieaA. ez>-

fo
12

an Segundo tnteAvato

x 0,5637 +

Newton segundo orden de 

dttAyno Aeiatta.do.

ip(l, 0 ,50) = 0,25^

-x
12

-x 0, 4520 -X 0,5637 +

Como se puede 
ramente superior que las segundas diferencias y esto es de esperar; 
para ser consecuente con el primer intervalo calculado 
respuesta la dada por el segundo orden de aproximacion. 
carse Bessel con tercer orden de aproximacion dando 

aproximacion (0.1285),

x 0,2637

Ax

= 0,25 |~-

+ -- fi +
3

pero
vamos a tomar
Tamb i en
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Q.tiZnXo 0/tdzn de. Ap/LO)amacd:dn

+ f 2) +4/(1, 0, 75) = Ax=>

(0,5637 + 0,0020)+----— (0,6009 - 0,3363) -

0,3666

las respuestas coinciden.Como se ve

ZnteAvaZo de. lnte.gAXiCyc6n- Evalua.C'Cdi'i deZ 0.110/1^0

\
+ ipd, 0,75)= 0,25 ++ —— f<Hi,i) 1

0,3666 = 0,03^7^ + 0,3666 =0,00200,2637 + +

= 0,A013

Gfi.egon.y

ipd.D+ f-1) +Xp(1, 1,25) =

(- 0,3363 + 0,0020) + 0,^013

2 ----- - x
3

401
720

31

480

0,4520
12

1J
1440

Ax

2

= . o,.?l
2

(f-2

fo
12

(fo

-L-x
12

+ 0,2756

+ f3) “ ^-(f. + n)
720 J

+ ^-f2
12

+ ip (1 , 0,50) = 0,25

=ax r

(0,4520 + 0,2637)^1

= 0,09102 + 0,2756 =

Gnegonij - Wetvtc-n Segundo onden de ap/ioxzwiacZ(5n evaZuado 
d-nftenoato deAp£a.z(mdo k

eomo an ^egando

EvadiMeddn ded. Qadnio Intenvad-O de Inf egfiaeddn

Newton liacda atfidi PfumeA onden de Apfiofamaetdn

-^(f-x
480

= - 0,04178 + 0,4013 = 0,3595

2
3

11
1440
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para

RESUMEN DE LOS VALORES OBTENIDOS PARA u y i|) TABLA 2.

’Mh y)y

0,6009 0,00000

0,14710,56370,25

0,27560,45200,50

0,36660,26370,75

0,40130,00201,00

- 0,3363 0,35951,25

u(1, y)

En la siguiente Tabla, 
u(1, y) y

se muestra un resumen de los valores obtenidos 

ip(l, y) :
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EJERCICIOS

Tomedadas en el Apendi ce A.
1)

k + ..++
2

k1 + k6zf +
Ax

d2f (x|<) +
Q

+ kS^fo +o

+ •••j
el numeralla ecuacion 56 dadas enla ecuacion 57 basandose en2) Derive

5.3.

encuentre la integralDada la siguiente tabla,3)

es

I

fUk) = fo

__ !_

Ax“

df(*k) = 

dx

6k2- 1

12

d3f(xk)  

■7?

64f0+...j

+ kpSfo

+ kp63fo

p<53fo

6^0

62f0
k4 - k2

2A

3k2- 1
6

r^f

O +
2k3 -

12

p63 fok3

6

Que orden de aproximacion se 
ta exacta asumiendo que los dates se ajustan 
terminado el polinomio, verifique que el

necesita con el fin de obtener una respues- 
a un polinomio. Una vez de- 

resultado de la integracion

dx2

1
Ax3

3
j f(x)dx.
2

d^f(xk>

en Stirling.

J_
Ax2

^6fo

Derive las ecuaciones de la Tabla A.2, 
como base las siguientes ecuaciones:

Diferencia ci on basada
k2
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53210x

7803901204 30f(x) 0

4)

f(x)fix)

X

exacto, por comparacion 

mismos Ifinites.

x

Derive las formulas de integracion para los dos casos que se presen­
tan inmediatamente usando un polinomio de cuarto orden. Las formu­
las no deben incluir diferencias.

con la integracion de este polinomio con los
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VI, SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

re-
la base para el planteo de

Si una funcion de dos o mas variables como t lasU
y, y t

(66)+

la six y esy

8UU (67)) = 0+ 2ai 2 + 322
3ySxdy

3U

ex

au (68)+ U = 0+ +x
9x

(Ecu.o.eZJn honiog^n&n)

derivadas de U 
cion

a u
3x

at

a2u

EZ 0/i.d.e.n de. ana ecaacA.dn dc^eaenada^. paaaaa£ 
rivada mas alta, en el caso de la ecuacion 66, 
cial parcial de segundo orden.
cial de segundo orden con dos variables independientes 
guiente:

sus derivadas la e- 
ho-

a2u
2

a2

a2u
ay2

+ Fi(x, y, U,

a2u
3x2

es de grado 1 o

a2u
3 x2

31 J---
3x

es igual al orden de la de- 
serfa una ecuacion diferen - 

Una forma de escribir una ecuacion diferen-

Una ecuacion diferencial se designa como lineal si cada termino de la ecuacion 
cero, y en el termino donde concurran la variable dependiente y 

I una cualquiera de sus derivadas, debemos sumar sus exponentes a fin de calcu - 2 u |j
lar su grado, por ejemplo el termino —es de primer grado mientras que U (?yy-) ax ox
es de segundo grado ya que debemos sumar 1 por el exponente de U y 1 por el 
ponente de -r-rr 

O A

Las ecuaciones diferenciales parciales son expresiones matematicas que 
presentan una Ley Ffsica y esta Ley Ffsica es 
problemas en Ingenier'a.

a2u
3y2

es dependiente 
con respecto a x, 

envolviendo tales derivadas se llaman

a2u
ay2

x, y, y 
son derivadas parciales y la ecua- 

eaaacdone^ di^eAenalaHe^ pcai-

Cuando cada termino en la ecuacion contiene la funcion U o
j cuacion es homog^nea, si este no es el caso, la ecuacion es entonces no 

mog^nea, asf:
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(69)
+ xy

(EcuacZtfn no homogtnza.}

el termi no no homogeneo y puede

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES6.1. EJEMPLO DE

de una

fundamentales de continuidad y

PimeM-ionu ••Ec.aacu.6n de. Condd.nad.dad e.n 3 -

(70)

es ellas di recciones x, y,w son

+)- J
Curl V

wVu
la direccion

Si nos 0 . 'ce ro,z es
(71)- = 0
va r fano= constante,Si en la ecuacion 70, hacemos p

3 v
5 z

->
K

= i? = .'7xi/:

a u 
ay

au 
ay

ap
a t

a co
Tza 

a x

K

a
a z

Para su 

vorti ci dad y

v y w son las velocidades en 

la densidad.

a 2U 
3x2

2 +
,2

a v
”5 x

,a w‘Try-

+ U + fjx, y) = o

z y t

esto es, la densidad

Muchos de los problemas reales que se
y Ftsica son bidi mensionales o tridi mensionales y ademas 
bien del tiempo, y la u'nica manera de expresarlos matemati camente 

ecuacion diferencial parcial.

encuentran en los campos de Ingenieria 
de eso dependen tam­

es a traves

92J 
a y

6.1.1. ECUACIONES TIPO LAPLACE
deduccion se utilizaran las ecuaciones 

la Ley de Darcy, asF:

3 u)

en donde u, 

tiempo, p es

EcxtacZdn. de. VaKducddad (Ej

J

_a_
3y

fx(x, y) es

a v o 
'"ax ” 3y

bidimensional la vorticidad en

lo mismo K (-y^- 0, K r
circunscribimos a un campo 

o lo que es 1

3 (pu) + 3 (pv) | a (pw) = _ 
a x 9 y 9 z

, a co
^”37

ser tambien una constante.
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a

p / 0+

3v3u (72)= 0+
9y3x

Si diferenciamos la ecuacion 72

32v (73)+

la ecuacion 71 respecto a y:Si di ferenci amos

(7M= 0+
3y3x

las ecuaciones 73 yla ecuacion 7^ por - 1 y sumamosSi ahora multiplicamos

7^ ,

= 0+
3x3 y

+
a2v = 0

3y3x

(75)LapZace u)(EcuacZtfn ZZpo= 0

la presidn ni con la temperatura y 
adicionalmente la escribimos en

se obt i ene:

32v

32v

ademas no varfa con respec- 
dos dimensiones queda redu-

con respecto a x:

a2u
3x2

32u
3x2

con respecto 
to al tiempo y si 
ci da a:

a2u
3x2

u
3y2

32u
3y2

^-) = 0 ; 
3y

a2u
ay2

a2+ —

f 3up(---
3x

= 0 
3x3y
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metodo,

en base a

la 71 con respectoY> Yderivando la 72 respecto aes

a x, y

u = 0+
9 x3 y

+
u = 0+

(76)(EcuacZ^n Zcpo LapZace en v)= 0+
9 x

las referentes ason
a

(77)
u

(78)
v =

la 78 respecto a y,a x, y

+

(79)= 0
I

Derivando la ecuacion 77, respecto 
la sumatoria:

las funciones corrientes 
cont i nuaci on:

ecuaciones tipo Laplace
deduccion se expone

= =
9 x

v
2

9
9 y 9 x

9 ip
9 x 9 y

9ip 

ay

9 ip

9 x
a<P =  
ay

a 2<t> +
9x2

9 2<p
a y2

9 2<p = 
9x2

ultima ecuacion que es 

diferencias finitas es uno

puede resolver ahora para y^.

Otra ecuacion a lograr 

efectuando la suma.

9 2<p
a y2

92 9 2

9 2 9 2

Ot ras

■'.ip) y potencial ( <p) y cuya

de tipo Laplace por cualquier 
de ellos, obtenemos £ y

v

ay2

_y 
a y2

y efectuando

9 2v

9 x29 y 9 x

IResolvi endo esta 

en el icua 1 1 as 

las ecuaciones 73 y 7^ se
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el mismo procedimiento anterior que:Tambien se puede demostrar por

(80)= 0

describe el flujo a traves de medio poroso.la que
no variable con

= 0+

describa el movimiento del fluido a traves del

(81)kVh = -k (-^7 i j +V
a k k)- - k(--  i + J +u i + 9 z

(82)w =k v =u =

en
ma en

la canti-en

obtenemosde la ecuacion de continuidadSustituyendo la Ley de Darcy dentro
que:

■) = 0(- k(- k

0; k / 0k ( += 0kk

(83)[EcllclcZ6h tcpo Lciptac.(L)= 0

1

la mis^

El

9 h
+ 9y

wk

k)

V

9 u
9 x

9 v
9 y

9h
9y

9h
9 x

9
9 x

9h
9x

9 h
9 z

+
9 x2

es

, el medio es isotropico y homogeneo.

las formulas anteriores es requerido debido a que
constante positiva y el agaa AZ maeve. en U diAe.c.cl6n de la carga 

(h) decreeiente o -8© QU-2. eJs ^-0 mlimo el ^nj'o ocLiM-e.

cl6n del poiencld dec/ceclente.

->
+ vj

9 2h 

9x2

e.n Za. dl/tee-

3 y2

9 h

9y

. 9h k -----
9z

9 2h

9 x2

Otra ecuacion importante es

las formulas
todas las direcciones, esto es 

signo menos (-) 
dad k es una 
piezometri ca

929 2h
9 x2

Necesitamos otra formula que
la Ley de Darcy:medio poroso, y esta es 

-> , 9 h ?
9x '

9
9y
h

3y2
9 2h
9y2

. 9h k --  ’3 y
anteriores estamos suponiendo que k (permeabi1idad)

9 2ip
3 y2

Asumiendo un medio saturado, densidad del flujo constante y 
respecto al tiempo la ecuacion de continuidad 72 es aplicable.

9 h
9 x



69
DEL CALOR EN ESTADO NO PERMANENTE

(84)
■) =+

(85)a

T
k

donde se transmite el calorP

= coeficiente termico de difusividada
= coordenados

t

6.1.3. ECUAC1ON DE LA CUERDA VIBRANTE

(86)

Y(x,t)
X

de ima cuerda
1ocali zada

I

= temperatura
= conductividad termica

= densidad del medio en
= calor especTfico del medio

x, y
= tiempo

C P

3 T
3 t

a2y9 2y 
3t2

ori ginalmente
La funcion

vibraciones transversa1es 
la cuerda de un violFn que esta 

y posteriormente se pone en 
> de cualquier punto

; en donde T = es la constante 
P ’uni dad de longitud de la cuerda.

Y h

3 2T
3 y2a (

un tiempo
1 a

movi mi en to.
x de la cuerda en 

tension en

k
pc P

3 2T
3 x2

Esta ecuacion es apl icable a pequefias 
flexible, tai como 
a lo largo del eje x 
y(x, t) da el desplazamiento 
(t). La constante a2 = 
cuerda yp es el peso por

6.1.2. ECUACION BIDI MENS IONAL DE CONDUCCION
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LOS DIFERENTES TIROS DE ECUACIONES DIFERENCIALES PAR-

6.2.1. Ecuaciones de Segundo Orden
ya

de

una

(8?)afxx + b fxy +

= 92f/0x3y

cen
como

Aac > 0s i
Aac = 0paraboli ca s i

- Aac < 0s iel fpti ca

de los tres tipos de ecuaciones anterioresLos ejemplos
son:

de la onda- Ecuacion hiperbolica

(88)0,- ftt

i

6.2. DETERMINACION DE
CIALES (EDP)

EDP con- 
ecuac i on

exi sten.
1 a

= d(x, y, f, fx,

h iperboli ca

fyy =

cfyy

a2f
3x2

0 
at2

fxy

ecuaciones diferencia 1es parciales 
a tratar. 
s i ccwacXeTiZi -

f xx

b2

b2

b2

fy)

simples mas comunes

fxx =

a2f
3x2

teniendo segundas derivadas, 
general .

la cual a, b, 
ser tambien tai 
derivadas, y de la funcion misma 
se define de acuerdo a:

Los metodos utilizados para resolver 
sean numericos o no dependen del tipo de ecuacion con que se va 
Una ecuacion diferencial es hiperbolica, parabolica o elfptica 

reales 1/ 0 respectivamente
Una manera de verificar lo anterior es a traves del descrimi nante 
ecuacion. Muchos autores dan medios para determinar el tipo de la 

aqui" vamos asumi r a tai efecto

92f
3y2

funcion de (x) o (y), d, podrfa 
funcion de las primeras 

(y) . El tipo de ecuacion

podrFan ser cualquiera
lo indica el parentisis una 

ademas de (x) y
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(89)= 0fxx ~

flujo potencialde Laplace para- La ecuacion elFptica

(90)
+= 0;

YA
CURVAS

Pendientes
Pendientes

trig

P
Figuro 5.-

X

CARACTERISTIC A S

A,

3f

3t

32f
3yfxx + fyy

Q
Curves corocteristiccs

X/A

uni dimensional de di fusion.

32f
3x2

32f
3x2

- = 0 
2

La ecuacion parabolica

Las denominadas representan
derivadas son discontinuas, estas se muestran

ft = 0;

curvas a traves de las cuales las 
en la Figure 5•
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En los casos de ecuacio-
cons i-

curva en

son
curva en

curva.

1.

= f(x, y), entonces:Cons i deremos

(91)dx +dz =

9 zdx9 zdz >
9 x9 x

Aho ra
obtener

(92)dx +dx + f

(93)- dy

2.- Combinacion de las ecuaciones 92 y 93

dy; d( 9y) 3 x /y dx +

9 z dy
9 y dx

d(Ai)=
9 x

En los casos de EDP de segundo orden tai 
de las derivadas puede ser constatada

determinadas por las funciones debajo de la curva.
son reales y distintas y por consiguiente 

discontinuas a traves
la region no Aon unicamente determinadas por

; los dos metodos conducen a la misma respuesta. 
cualquiera de los dos procedimientos anteriores para

dx

Como se puede ver 

ap1i ca remos 

las diferencia 1es totales, asi:

de las caAacZe./wS-CZc/tZ) por en-

1 a

d(f ) = f 
y xy

d(fJ = fxx
A A A

con la ecuacion 8?:

92f
9 y2

92f

9 x2

dz = dx + dy 
9x 9 y

dy ; 
xy '

h i perbo1i cas 1 as 

las derivadas (que 

ci ma de cualquier 

funcion debajo de la

como la ecuacion 8?, la continuidad 

por el siguiente procedimiento:

dx + f 
yy

9 z . J 9 z ,
7T— dx + -5----- dy9 x 9y

La misma ecuacion anterior puede obtenerse apli cando la RegZo. de. ZaA dd-’bL- 

vadaA totaZeA, la cual a su vez usa la regia en cadena.

En los puntos P y Q las derivadas son discontinuas.
nes elTpticas las caracterFsticas son imaginarias (no existen) y por 
guiente las derivadas encima de cualquier curva en la region son unicamente

En el caso de ecuaciones

9 2f . 
--------- dy
9x9y

- Re.g£a de. ZaA dd^ZWncddtZA totaZzA, esto es, toman do las di ferenciales to­

tales de fx y fy

la funcion z
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(87)= d
(92)(fx)= d

(93)(fy)= d

sistema de tres

db ca

(9M0dydx
dydx0

(95)A X = d

A =
X =
d =

teorema

1 a
es

a

determinante de la Matriz A igual

b c

0 0dxdet +b ca
dy dy0

(dy)2 - bdxdy = 0~ a

Dividiendo por (dx)2, tenemos que:

Matriz de los coeficientes
Matriz de las incognitas
Matriz de los terminos independientes

dy

dx

dy

dx
dy

dx dy.1

fxy

f 
yy

f 
XX

HomogiLvieo AX 
ra que exista una 

matriz A

|dx

L°

Fi Jac ion del

F dx

1°

a fxx

a ce ro.

debe ser igual a cero; por 

cero, reales ex is ten

son di scont i nuas.

d(fx)

d(fy)

fxxdx

3.- Por el teorema fundamental de Algebra lineal,. "Una. (znZca ^oZa^n

pana. eZ AX = d cuando e£ cc’M.^!>poncU.e.nie.
0 .6oZcwie.f'bte. -to. ioZu.CA.6n X = 0", luego entonces pa-

solucion diferente a la unica, el determinante de 
consiguiente si el determinante 

traves de las cuales las derivadas

+ fyydy

ecuaciones lineales con tres incognitas, 
r en forma matricial, tai como sigue:

+ fXydy

fxydx

+ b fxy + c fy y

+ c(dx)2

Tenemos aquf un 
las cuales se pueden escribi
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^- +b c = 0 (96)dx

nota-y
mos ademas reso1viendo1 a tenemos:

dy
- ^ac (97)

dx
2a

descr i beEsta ecuacion las pendientes de las

"Cu/lvcu ca/LcccteAZs^tcca^". El discriminante de

(98)

Este discriminante
una

una ecua-
ex i sten.

dy + - 4acb(P) =
dx 2a

- Aac
2a

A = 0Si las dos caractenst i cas son coincidentes dando
Si A < 0a ca.la Hamada ecuacion paraboli 

existen y la ecuacion

y esta ecuacion 96 es la Hamada "Ecaaacon ,

que es cuadratica,

origen entonces 
ca racter Fs t i cas

dy
dx

b2

t i ca s a

es e1fpt i ca.

4 ac

curvas en un

no reales

para dy 
dx 

piano x - y 1lamadas 
esta ecuacion sera:

A = b2

m2(P) =
b - /b2

b. t /b7

indica si habra cero, una o dos curvas caracterTs- 

traves de cada punto y se const i t uye e,n un medio de clasificar 

ecuacion diferencial parcial de segundo orden. Si A > 0 tenemos 

cion hiperbolica y dos reales y distintas caracterfsticas
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6.2.2. diferencia1es parciales de primer orden.Ecuaciones

Para determinar a tra-

(99)i

(100)+ b2fy + c29x + d2gy =

en donde ,e2

( 101)dyd xdf = fx

( 102)dydg = gx dx +

tenemos el siguiente siste-101 y 102,100,
ma escri to en

(103)dza 2
9x df0

dx dg

ob-e 1

Ifnea inferior vamos anterior alrededor

c
i

Combinando 1 as ecuaciones 99, 
forma matri cial:

f y g. 
dadas

de segundo orden.
s imu1taneas

dy
0

dx
0

e 2

d i
a

i
b i

Si igualamos 
tenemos la ''Ecaac^^n

cero, 

los ceros de la

b2
0

dy _9y

gy

fx

al + bxfy

e2

+ Cig* + dxgy = e

determinante de la matriz de los coeficientes a

ves de un

'/ g(x, y) vienen

C2

a2fX

los coeficientes aj, blt e2 podrfan ser funciones de x, y , 
Las d i ferenci al es tota’les de las funciones f(x, y) 

por:

fy

ei

+ fy

Para aprovechar 
a expandir el sistema matricial 

de esta Ifnea, tai corro sigue:

los tipos de los sistemas de primer orden, iremos 
procedimiento similar a las de segundo orden. Para tai proposi- 

to consideremos dos sfstemas de ecuaciones simultaneas y cuasi1inea1es .
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= 0+ dydx

0dydx0dydx

dx dx
+ dxdy

- dy dy = 0

-(dx)2(b1d2" b2di) + dxdy (axd
2

(104)2 - dxdy (ajd) (dy) 2

2

- b2d1) = 0 (105)

o

(106)

b
i

dy 
dx

d
1

a
i

p. 1

■" b 2 c i) H- (b i d 2

d2

Cg-a^Cj)=0

a„c

cibi

- 4 (a, c

di

b2

- bA>1 2

al

+ b1c2

1C2

2 1
,2

- b2CJ

+ b1C2

dx

(a1C2

por (-1)

+ b1c2

Dividiendo la expresion anterior por dx

(ajCg - aacj (--^-) (a^z

c2

A = (ajd2

a2a2

c1)-(dy)2(a1

b2

)(b1d2

b2d2

a2d1

a2d1

a2d1

- bzCj) + (b1d2 - b2d1) (dx).2 “ 0

mu 11ip1icando la anterior expresion

■i b ■■'I
d2J b cd

a c2 i

Tai como en el caso de las EDP de segundo orden, las caracterfsticas de la 
ecuacion 105 son reales y distintas (ecuaciones hiperbolicas), identicas (pa- 
rabolicas) o imaginarias (elTpticas) si el discriminante:

apdj) + dydx (b
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vee
*

6 = 0u =

+ = 0o XV =

obtenemos los coe~las ecuacionesSS ylOO respectivamentecon

1= 0, =

= 0= 1,

valores en la ecuacion 106.Sus ti tuyendo

= -AA =

e 1

1 a

en

Sv9c (107)2c +
9t9x9x

c
i

Comparandolas 

f i cientes:

9ip
9y

1 x o]

Ecuaciones de Saint - Venant; 
y 8-12.

9x

9<j)
9y

9ip
9x

1^0x0 - 1x(-l)
1 x 0 - 0x(-l)+ 0 
L

es positive, cero o negative; por consiguiente el uso de la ecuacion 106 pro- 
un medio para clasificar sistemas de ecuaciones diferencia 1es parciales 

de primer orden.

- Sf)= 9 (So

vx

(b

d2

9 v

2
- 4(1x1-0x0)x 1

+ v

- y

C2

Como un segundo ejemplo, vamos a examinar la ecuacion de continuidad y 
ecuacion del movimiento para el caso de flujo unidimensiona1 no permanente 
canales abiertos o Ecuaciones de Saint - Venant; para tai efecto tomemos de 
Henderson (1966) las ecuaciones 8-9

Y por consiguiente, como ya sabemos, el sistema de ecuaciones que describe 
flujp potencial es elfptico.

a i - 1 ,

Como un ejemplo vamos a consideraf las dos EDP de primer orden para flujo 
potencial la cual combinadas resultan en la ecuacion de Laplace.

a2 = 0, b2 = 1,

b1 = 0,
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( 108)= 0+ 22v + c

las pendientes del fondo del ca-sonv es

la 99 y 100, obtenemos:Comparando las ecuaciones 107, 108 con

= 1= o,= 2c, = v.

= 0= 2, = c,= 2v,

106.estos valores enReemplazando

2v x v4 2c x c2cx0-2vx1+0xc-A =

l6v2 =22 + 8(2c=» (- 4 v)2 x 1

co.Conclusion la

DE LAS ECUACIONES6.3. REPRESENTACION

traves de figuras como

d 1

rrarse en 
prescr i tas.

enmarcarse o ence - 
de horde (BC) debidamente

la ecuacion
"122 x vj

a 2

9x
8v

Bx
3c
at

b i

b 2

ai

C
2 d 2

la velocidad del flujo, So y 
iTnea de energfa respectivamente.

c i

el problems debe 
limitada por condiciones

|~0 x 0

la cual su longi- 
c =/*<gy

es a

2 - 2v2) = 16 v

nal y

en la cual c es 
tud (L) es

Una manera de visualizar los problemas planteados 
las siguientes:

1.- Para las ecuaciones elfpticas 
una region

> 0
ecuacion de Saint-Venant es de tipo hiperboli

+ 16c2

= 16 c2

la velocidad de una onda gravitatoria en 
grande en comparacion con la profundidad del agua (y),
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y CBI
CB

CB

x

2.- Para
a

t
ab i erto

CBCB

C|

mo.

t

Region t > 0

funcion + derivadas)

x

X

to y 
(Cl)

Cl (la

uno de los hordes permanece abier- 
el nombre de condicion inicial

3.- Para las ecuaciones de tipo hiperbolico se tiene una region para t > 0 com 
pletamente abierta. Generalmente se especffica la funcion y una de sus de 
rivadas como condicion inicial y para resolver la ecuacion habria necesi 
dad de especificar las condiciones de horde, como ejemplo, para el caso de 
transi to de crecientes en rios utilizando las Ecuaciones de Saint Venant 
se especifican las condiciones de horde aguas arriba y aguas abajo del mi£

las ecuaciones de tipo parabolico, 
t = 0 la condicion de horde toma

/ CB
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EJEMPLOS

= 0

c = 1b = 0,

tipo elfptica y 1inea1= - k < 0- ifac =0-4 es

esel piano xy

= 0+ 2y fXy + (1 “

b = 2y

c =
) = 4y - 44 x 1 x(l -

Ecuacion de un cFrcu-+ y4ac = 0;
1

% HIPERBOLICA
cllptlco

I*

> 14ac > 0 ;

el tipo de la 

o no.

Determi ne 
elFptica.

k/y

h i perboli ca

^xx

b2

b2

b2

a = 1,

siguiente EDP. Tambien indique si la ecuacion

x 1x1

+ fy^XX

Determi ne 
es lineal

+ fyy

1-x2

2 = 1

x2

X2 + 4x2

x2

4a c = 4y2

) fyy

x2 + y2

la region en el piano xy para el cual la siguiente EDP 
De que tipos son fuera de esta region?.

a = 1

b2- 4ac = 0; 4x2 + 4y2 - 4
lo con centro en el origen y radio =
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elTpt ica< 1- 4ac < 0;

EJERCICIOS
Tambien indique si las ecua-1.-

= 0"fyy

= 0+ f +yy

=c) fxx +

-) = 0(g) +d) (g

= g(x, y)+ f-yy

Determine2.-

iQue tipo

= 0- 3xya) f + fyyXX

= 0

= 0c) y fy + xyfy

, ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE TIPO PARABOLICOVII

las

la region en el piano 
son elfpticas,

xy 
son fuera de

9 f
3 x

3 f
3 x

3
3y

+ 2xfXy

Determine el tipo de las siguientes EDP. 
clones son lineales o no.

fx

fxx

+ y fx

+ 3fyy

b2

3
3 x

+ fyy

+ x2f

(fy)2

+ 2y fXy

a) fxx

(fy)2

axy

b) fxx

x2

X fy

b) x fxx

+ y2

AquT vamos a tratar las soluciones de estas ecuaciones aplicando 
tecnicas de diferencias finitas. Existen tambien los metodos tradi 
ciopa les 1lamados anal Fticos o soluciones cerradas, pero
que estan supeditadas o restringidas a ecuaciones lineales y a condi 
clones de borde tambien lineales. Cuando se trata de condiciones de

+ (fx)2

+ (fx)2

para el cual las siguientes EDP 
esta region?

+ Afx

+ fyy

e) fxx
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ExplFcitos de Solucion7.1. Metodos

Tenemos la siguiente EDP tipo parabolic©:

3 f (109)
3tt x

(ya queSe trata de una EDP
depende del tiempo,

t
Calculo aproximado

/

Vi,ktk
Condicion de

horde Ax

■Jr

cond i ci on i n i c i a 1

x
1 =•>

Ax

x

->
X

: Puntos envueltos en el 
calculo de las diferen- 
cias de las distancias.

Puntos envueltos en 
el calculo por el 
Metodo exp 1 Eci to

.. 4At
Condi cion de 

de borde

horde difFciles es necesario ver y resolver las escuaciones por metodos nume- 
ricos ya sea a traves de las diferencias finitas o a traves de los elementos 
fin i tos.

: Puntos envueltos en el 
calculo de las diferen­
cias de tiempo.

Xo

t-to
At

Xo

tipo unidimensional y no permanente
— )9t ’

XM

Vo>k

32f
3 x2

tN

Xi

tk+1

xi

xi-i Xi + i

Xi-i Xi + i
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t

N

k+i

k
x

f

x°X 2. . . M= 0x oAx
t k = 0,k == 0 .k =

3f resolverEcuacion
9t xt

+ f2f o

tt

At x

Para escribir la primera
o

I
M

->■

1

derivada tan solo el 
tan solo conocemos f

(k+i) 
f.

---

Aproximacion de la primera derivada por 
hacia adelante primer orden deNewton 

a proximaci on.

kt

x
Ax
t
At

f i

Son conocidas 
por las condi- 
ciones de hor­
de ini ciales.

f i

lante puede usarse ya que 
i n i ci a 1es.

(k )
f i + i

-A--
(k )
f

\ at

(k ) 
fi-i

k+l

t0

Paraboli ca a

fk 
i-i

*" t o
At

fi

a2f
3x2

Ax2
a2f
9x2

fk ri + i

1, 2...N

desconocida y 
>es la que va- 
mos a buscar

; i = 0, 1,

metodo de Newton hacia ade - 
por las condici ones de borde

Aproximacion de la segunda derivada por 
Stirling segundo orden de aproximacion.
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8f (109)oat ' Xt

- 2fk + fk
i-i

At

(110)(f= f + ff +

+ X(f + f (111)

1/2A (Cri terio para obtener estabilidad
solucion) .

entre la solucion de unaLa diferencia EDP
se

esto es:

w = f (112)v

El metodo a medi-
su-cero.

1/2.0 < X <la convergencia es que

i n i -

en

k
i + 1

k
i + i

.k+1

k f.i

At
AX2

k ) 
i-i ’

k

i-J

fki + i
k+i

fk+1

a2f
3x2

EJEMPLO

Consideremos una barra aislada con una distribucion de la temperatura 
cial a t = 0, teniendo sus puntas que son subsecuentemente mantenidas a otras 
temperaturas las cuales podrfan ser funciones del tiempo. La distribucion 
de temperatura u(x, t) en la barra a cualquier tiempo t > 0 podrfa encon-

At
Ax2

Ax2

en 1 a

2fk

2fk
I

hecha por la aproximacion de 

diferencias finitas y la solucion exacta en cualquier punto de la malla 

conoce como "e/iAq/t ZccaZ de dczcAetZzacZdn (w),

de las diferencias finitas se dice que converge si w 0 

da que Ax y At tienden a cero. Se ha probado que una condicion 

ficiente para la convergencia del metodo explfcito



85

y

4

0

t

T
Solucion

. u(x, t) Cond i ci on de borde
EDP

u(1, t) =
9u
at

i0

(113)para 0< x < 1, 0 < t < T .

(114)= f(x), 10 < x <w

(115)u(0,t) (t), 0 < t < T

(116)(t), 0 < t < T

X

3u
at

u(x,0)

u(1, t)

= g0

'f = 1

Cond i ci on i n i ci a 1 
u(x,0) = fU)

a2u
3x

Condicion de 
borde 
u(0,t)= g(t) o g/t)

a2u
ax2

trarse definiendo variables adimensionales apropiadamente y. asumiendo que 
las propiedades ffsicas de la barra permanecen constantes.
de entonces describirse por la siguiente ecuacion diferencial, 
guientes condiciones inicial y de borde.

= 9i

El problema pue- 
las si-
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laseste problema f(x)

1 as

X=

la ecuacion 110, tenemos que:Reemplazando valores en

(117)+ A
1 basados en la Ecuacion 117-Calculos para i =

k = 0
0 = 0= 0 ++

k = 1 + 0o = 25= 0 ++
4

= 2k
= 37, 50= 25 ++

= 3k
= A5,31= 37,5 ++

= 4k
51,17= 45,31 ++

4

56,05=51,17+ --+

14,06 - 2x45,31 + 100 =
4= f'1

0 - 2x25 + 100 ——jj-

2x0 + 100
4

2x0 + 0
4

o
2fl

4

21,87 - 2x51,17 + 100 
4

f51

o
f2

f3
1

Como ejemplo vamos a 
simples condiciones f(x) = 0, 
0,2 y At = 0,01

f2s

f1
1

o
+ fo

= fk
i

2f15
-4~

i
f2

= 5

i

f2
i

g0(t) = WO. 
el cual corresponde a

2
2^
4

fa

k

0,01 
(0,2)2

fk+i
2fk

= f;

fk
i + i

- 2f’

^k+ fi-i

Aquf en este problema f(x) es la condicion inicial, go(t) y.gjt) son 
condiciones de borde, estas ultimas son muy simples puesto que especifican 
la temperatura en los terminales de la barra; existen otras condiciones de 
borde mucho mas complicadas por ejemplo las que envoiverian las derivadas 
de la variable dependiente.

resolver este problema de conduccion de calor con 
Arbitrariamente escojamos Ax = 
At 0,01 0,01 _ 1
Ax2 (0,2)2 0,04 4

+ f2
o

+ f3 
o

+ f5o

6,25 - 2x37,5 + 100
4
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6 3, ■y TablaEn la Figura

func i on esasen
a

los

de la DistribucionResumen de los Resultados de Tempera-
tura en la barra con respecto al tiempo.

Sub End i ce relativo a laSubrndi ce
relative al

4 52 310
0000000
10000001001

25,0 1000025,01002

6,256,25 10037,537,51003
45,3114,06U,0645,31 1004 100

21,87 21,87 10051,1751,171005
56,0556,05 10029,196 29,19100

la
ot ros

aquF obteni dos.1/2) habiendo producido valores similares a los

particular los valores de u(0,0) 
cion inicial, esto es, (0)

Cl a ramente,
1 a res t ri cc ion .

At
Ax2

Si la condicion inicial y 
denadas (0,0) y (1,0), la 
esquinas y la pregunta 
u(0,0)?; parece razonable en tai caso usar 
valores dados por f(x) cuando x -> 0 y go (t) cuando t 0.

y u(l,0) han tornado el valor de la condi- 
y la razon es que la barra toda, incluyendo sus 

puntas por el hecho ffsico mismo debe estar a una misma temperatura.

las condiciones de borde no coinciden en las coor- 
u(x, t) tendra discontinuidades

es: iCual valor se le debe asignar por ejemplo
el promed io aritmetico de

En este caso en

se muestra un resumen de los calculos.

Como se ve, el resultado es una gradual di fusion del calor en la barra 
. t 
cual se evidencia por el incremento en la temperatura.
valores de Ax y At pudieron haberse escogido (sujeto a

tiempo, k.
Di stanci a, i .

Tabla 3.
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t

56,0556,05 
-a----- s------ 100

1006

51,1721,B7Si 1,8751,17 100
1005

45,5114,0614,0645,31
100

37,56,256,2537,5
100

250025 100
100

0O00 100
100

K = 0

Figura 6.

«

o
5 

1.0

2
at =o.oi

—i— i

x

----  100

-----100

U.(0,0)?

L-X-
0 
1

0.2

-5r- 
0 
4

0.6

-S- 
0 
3

0.6

de los valores 
el Metodo

-s-o
2 
0.4

ca

usted observe y aprecie el 
At = 0,0A,

tx = 0
I = 0
X 0

Representacion grafi 
obtenidos para la barra por 
ExplFci to.

Para que
mo ejemplo anterior con

4
g0(t)—

3

20,19 29,19

fenomeno de "InUtabU^do-d" Haga el mis- 
Ax = 0,2, de tai suerte que X = 1,0.
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la restriccion A < 1/2)7.2. METODOS IMPLICITOS DE SOLUCION (Remueven

t

,CB
CB

t J + l•K- v-v-
J A(i, J + l/2)J X

tjCI
I

(EcuacZ^n a X:

+ fj
i+1i+1 (118)= a

At

1coeficiente de ponderacion, 0 < aa = es un

la ecuacion 118o = 0,Si

f
(Metodo explFcito)

At

(J) 
ti

(J) 
t i+i

Xi-1
-•—
XI + 1

(J+1) 
fl-1

(J) 
fl-1

-Ilf- 
Xi

(J+1) 
fi

(J+D 
t i+1 <T=i 

lT=1/2 

r=o

f-!
) +(l~o) (—

a f 
at

• : Puntos snyueltos en el calculo de las dife- 
rencias de distancios

Puntos envueitos en el cdlculo de las dife- 
rencias de tiempo

j+ 1 
i

a 2f 
ax2

kl)

+ fi-i

f 
(—

se reduce a:

2fJ+1 + ri+!I 1-1

Ax2
- 2fi

Ax2

fi + 1

f-j

2fj

Ax2
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= 1Si o

(119) (Metodo Implfcito)

de primer orden y por

- Nico Ison)(Metodo de CrankO = 1/2Si

+ ff i-i1 i + i
2

Mu 11 ip 1i cando por At

+ f +

1lamando:

X =

]X +
2

- 2Xfj+1+ Xfj‘+1 +Xfj- 2f J +i + ii -1ii + 1

+ 2Xfj+i- +

2f J+11

2fJ1

La estabilidad provee O >_ 

estable porque 
cons i gu i ente

4. _L.
2

J f.

+ fi-ij
' fi =

J + 1 2f i

J + i 
fi+- + C

J + i (fi + l

J + i fi + i

J
2f iAt 

2Ax2

j
+ h-l

- 2XfJ

- 2XfJXfit! = 2fj Xfi+i

J+1) 
i-i

2fj

+ XfJ ,
1 -1

+ fl-l

At
Ax2

At__
2Ax2

fJi + i

2fJ + 1

2^ 
__i__
A x2

f.1

f

f. -

At

2f j
Ax2

2f i
Ax2

1/2, de acuerdo con esto el metodo implFcito es 
0= 1 pero el grado de aproximacion es 

no es mejor que el grado de aproximacion del explfcito.

( fi + i

+ fi-i
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+ 2(1+- Vi’-l

X:D i vi di endo por

(120)
i

+ -1L1 termino conocido)

a

(121)+ a f

a 1Al tener estamos

y

Como unEl paso

t

5

3

2

J= 1
64 531 2

J + l

2
Jg

-X )
X

2(1 +X ) =

X

f?

siguiente es escribir la ecuacion 121 para cada incognita, 
ejemplo tenemos la siguiente malla:

+ 2(1 + X)
X

realmente evaluando la derivada con respecto 
estamos utilizando para ello los puntos

J
fi

-f-i

i -1

i -1
J + l
fi+1

j
= fi-

X

AfJ+l =Ar i+1

+ fi+1

+ fJi+1

-X )fJ’

(es un

fJ + 1
i + i

f3V J •7t—i

O = 1/2
1 punto (i , ji+ 1 /2)
lo cua1 da un segundo orden de aproximacion de la primera deriva-

-x—

= bi

tiempo en e
fj+1 y fj

i ' i
da segun Sti r1ing.

= bi

+ xfl+l

+ 2( 1 -X )
X
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(121)

j= 2, (fj )?para i = 1,

ft = 0 (no exi ste)= bi+

(fp?J = 2’para i = 2,

+ a f

) ?j = 2, (fpara i = 3,

-+ a f

para i = j = 2,

= b4+ a f

j = 2»para i = 5,

+ a f

j = 2,i = 6,para
*

(no existe)= 0+ a f

2
2

2 
3

2
5

2 
6

2
3

2

= b 5

2
f5

2 (f6) ?

2
f3

2
- fl

2 
f3

f2
2

= b6’

f2
6

<1

= b2

2 , (f )?
5

+ afJ
i

= b3

(f2) ?4

■ bi9-. f1+i

a f2
1
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lines de calculo, J = 2, las siguientes

(122)

+ af 5

6

En una forma matrici al la podemos escribir, asf:
r~

1 n n o 0a

1 1 0 (a

1 -1 Ga

-1 -1a
(123)0 0 -1 -1a

0 0 -1 a

A f = b (124)

en

bi

b

b
1

b
2

b 
‘t

2

f2
1

f2
2

f2
3

af2
i

f2
2

2 
fi

2 
f2 

f2
3
2 

fu

fs 
f62

: - f2
I 4

2 
+ af4

f6= b

o tambien llama-
i programa de computacion se 
el sistema matrici al dado

a traves de un

bj

Entonces tenemos para esa primera 
ecuac i ones:

La matriz A se llama tridiagonal debido a la forma que tiene. 
:ridiagonal de ecuacione1;. puede resolverse 
cue se basa

b6

b2

b5

+ af2
2

b3

Este sistema 
a traves del algorftmo de Thomas 

el metodo tradiclonal de eliminacfon de Gauss 
co de sustitucion, y cuya solucion 
nuestra en el Apendice B. En una forma general 
por la ecuacion 123 puede escribirse como sigue:

+ af2
3

2
- f3 '

+ af2= b

.2
5

ft
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bi-1a

-1-1 a

-1-1 a
(125)

-1-1 a

-1 a

IMPLICITO DE CRANK-NI COLSONVHI. APLICACION DEL METODO A

PROBLEMAS EN INGENIERIA.

8.1. Teona de conso 1 i dacion de los suelos:

saturadoSi se aumenta

t Cua 1

El desarrollo de esta ecuacion

drenadaLa capa de arcilia esta saturada y doblcmente1 .-

1 a ca rga i n i ci a 1 Po .El peso de la arcilia es despreciable2--

b n

f 2

f 1

f n

siguientes hipdtesis:

b2

respecto a

se basa ra en 1 as

la carga que actua 
y altamente compresib1e, como 
y expulsa agua de sus poros.
mos a ilustrar el procedimiento a traves 
drenada a la cual se le aplica

es la ecuacion que rige el proceso

sobre una capa de suelo
por ejemplo una arcilia, la capa se comprime 
Este fenomeno se llama ConioLZcLccZd)!. Va- 

de una capa de arcilla doblemente 
AP a traves de un terraplen;

un i d i mens i ona1?.
una carga

de consoli dacion
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AP sea3.-
es to

I I I I II AP

Preston en exceso o un tiempo t.

Po

AP \] PlPo0
Arena

ILP

Arcllla

Figure 7. -

S i empretiempo t cualquiera.en excesou
es

(126 )- P + u

A medida
di-

i

(127)

elemento del estrato de arcilia de area unitaria y es-Cons i deremos un

• Presidn efectiva iniciol 

soportada por los gra- 

nos de suelo

presidn hi- 
drostotica 
permanents

que transcurre 
sipando debido 
la pres ion total.

± 
dZ
T

p
1

e
i hay presion

= presion hidrostatica 
cierto o se cumple que:

Pi

• O

La capa de arcilla esta en i 
s i gn i f i ca que no 

d i s i pado.

u = f(z, t)

quilibrio antes que la sobrecarga 
de poros en exceso,

I I .1 

rvt
' ' o

se va

a un

de los suelos.
en exceso (u)

s i endo esta ultima

----------—>
Presh>n iniciol 

hidrostarfcqa 

en exeso

ap1i cada, 

es, se ha

'9 *) ■

0 • ' /
o

~ V

• O . ■ r>

Areno

. i
- dZ 

________
0 Q • .• 3 ' '«» • O •

A? • 0 _• O • ’ >, p ‘ •

Diagromo de presiones para el problema de consolidacion

J 1, J I I, I 
■ ■■ f; 0 .' . ~ ■

P = presion efectiva soportada por los granos 
el tiempo, la presion de poros 
al drenaje y entonces P tiende a P ,
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uz

dxdz +d i =
dZ

+
u*

X
del element© esta sometida a un gradiente:La parte superior

3h (128)z 3z
estara sometida al gradiente.La parte inferior del elemento

(129)dzz+d z

(130)= h

en exceso.

Reemplazando la ecuacion 130 en 128 Y 129:

3u33h (131)( ) =
3z3z 3z

1 (132)dzdz +
3z

_L
AH

T

Y w

1
Y w

' z

= i z+ di z •

tOi

i = f(x,

2
Y w

3 u

u
Y w

3 x

32+ z
9iz u

3z2 ■

_ u
Y ■ OJ

3 z

pesor dz, y vamos a 
parte superior del elemento 
entra por la parte inferior 
tiempo dt.

r

2u.
■37dZ

dix

' z+dz

determinar el agua que drena o que sale por la 
que hemos tornado y cual es el agua que 
del mismo elemento en un intervalo de

• di = d i 2

u = presion hidrostatica

3i +__ Z_
3 z

z)(Gradiente hidraulico)

3i . 3i
3z
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la ecuacion detiempo dt drena,Para determinar el caudal que usamosunen

Darcy:
3u1 (B3)1= k x
9z

1 9 u (13^)x 1 x dtk= Volumen = Q xdts 9 z

1 9u (135)1A = k( +
9z

1 (136)dz x dt1= k x x

Volumen que drena en un tiempo dt.

92u 9 ukkk dtdt +
9z

k u (137)

reduce!on enunaAl drenar
(AH) deel espesor un
asentade suelo.la column a

A H ?miento

AH x 1 = volumen desplazadoAH x A -de asentamientoVo 1 umen
Luego:

k (138)

1 aAH con el fin de relacionarla conahora otra ecuacion paraNeces itamos
anterior.

9 u
9 z

= ki A z

Yw

YwY w
9 u
9 z

1
Y w

V s

V s

dz)x

Yw
V s

dzdt

92

Y ' w
dzdt

Yw

VD

Yw

__1
Y W

dt

Y w

dz

A

determinado volumen de agua logicamente habra 
del elemento, considerado esto, Habra un asentamiento

Como relacionar el volumen desplazado con el

9z2

x. dt + k ----
Y w

92u
9z2

Qi

AH = VD _9A 
9z2

9z2

92u
9z2

xl X

V.

V.

= k i , z+dz

V.
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relacion de vac'os

tam-
enbien

fi guramuestran en la
s i gu i ente:

•> o

V»=eo
vocioa

Estralo compresibladZV=l+e,
sotidosVs=1

1.

8.Figura
de

es

A.e (139 )AeAH

dz

continuacion a escala aritme-tfpicas se muestran aCurvas de consolidacion
ti ca o 1 ineal•

d eAe (1 40 »
dPAP

(141 )d e = -a,dPv

de compresibi-= coeficiente
1i dad.

oonsolidocirfn)P (prcslo'n de

u •
■ .

0 • « 
l>

I

1
Ae
T

1 
AH

T

a v

a v

Supongamos
ini cial

1 + eo.

A H =
I+^q

dz

que tenemos nuestra
, un volumen de solidos

o muestra de

de 1;
Mecanica de Suelos.

1+ eo

eo

columna de suelo con una
de 1 y una seccion transversal 

estas dos ultimas suposiciones son muy combines de aplicar 
El proceso ylas comparaciones se

Comparacion del asentamiento de un estrato 
suelo de espesor dz, con los cambios en la altura 
una muestra cuya altura inicial
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el valor (d e) de la ecuacion 141 en la 139:Reemplazando

(142)dz■ AH =
1 + e o

tomando diferencialesVolviendo a la ecuacion

= P + u = constante
(143)dudP == dP + d u = 0

la ecuacion 142.Reemplazando este valor en

du (144)dzAH =
1'+ e0

total del exceso de presion hidrostati

3u dz9u dtdu +
dt3zat dtdt

3u (145)dtdu =
at

este valor en la ecuacion 144.Reemplazando

(146)
e0

P
i

dP
i

a v

av

Pero la diferencial 
presar matematicamente, asT:

■-^-= 0 

dt

u = f(z, t)

no varfa con t, luego:

3u .. .--- dt dz
3t

; pero z

AH = —
1+

126 y

ca se puede ex-

a dPv
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138.las ecuacionesIgualando

9u dt dzdz dt =
3t1 +

eo)k (1 +a u
at

) de consolidaciono coeficiente

3 u (I2*?)
at

1 ade Terzaghi
o

Y w

a v

r
wv

C V

que rige la variacion dinamica de
lo mismo.del exceso de presion hidrosta-

av

k
Yw

k ( 1 + e

a v

a2u
az2 eo

a2u
3z2

a z2

y

y esta es la ecuacion 
presion de poros (u) o lo que es 
tica^en forma unidimensional.
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8.2. EJEMPLO DE APLICACION DEL METODO IMPLICITO DE CRANK-NICOLSON

de un

Enunciado del Problema

un

i

RELLENO

drenante20' (6 m.) ESTRATO

ARCILLA50‘ (9 m.)

= C
V

15*(4.5 mji

9 P 
9 t 
m2/seg) 

pies2/seg (0,07A32 x 

La solucion debe proveer la distribucion 

la arcilla en un tiempo de 50 dfas para 

En la formula anterior P es

Este ejemplo consist!ra en desarrollar una solucion computarizada 

problema practico de consolidacion aplicado a 1 campo de la Ingenierfa Civil, 

utilizando el metodo implfcito de diferencias finitas de Crank-Nico 1 son.

en la ecuacion

terreno. Un estrato de arena 
el cual esta bajo presion artesiana, 

por encima de la superficie 
El peso del relleno o terraplen 

(275.800 N/m2).

9 2P , varfa 1 i - 
.9y2

en el fondo del 
10"6 m2/seg) en el 
de la presion to- 

intervalos sucesivos de 2 
igual a la h(drostatica mas la presion

Un terraplen de una carretera ha sido justamente colocado en un sitio hume 
do por debajo del cual existe un estrato de arcilla de 30 pies (9 m) de es- 
pesor el cual empieza 20' (6 m) por debaho del 
existe debajo del estrato de arcilla 
suficiente para elevar el agua 15'(^,5 m) 
del terreno antes de colocar el relleno. 
causara un incremento de la presion de 40 libras/pul

El coeficiente de consolidacion Cv 
nealmente desde 1 x 10"6 pies2/seg (0,0929 x10 
estrato de arcilla hasta 0,8 x 10"6 
tope del mismo. 
tai en 
dfas. 
hidrostatica en exceso.

ACUIFERO ARTESIANO
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DE LAS CONDICIONES INICIALES Y DE BORDEDESARROLLO

220 1 2A8 1 ibras/pi"e

2= yw x 65 = 62.^ x 65 = ^056 libras/p'e20'

ZOiTw 2de presion hidrostatica= AOlbs/pulU = exceso

P
30'

f

sorw 15^w

Pi =40 56 Ibo/pie*

(t = 0 )CONDICION INICIAL

2 segunAl colocar

este aumento
manera

Antes de colocar la sobrecarga 
tra.bajo las slguientes condiciones de presion hidrostatica

y no
de la presion

+ 
4

por
h i -

CONDICIONES DE BORDE

P2

del relleno, el estrato arcilloso se encuen- 
y artesiana.

= yw x 20 = 62.^ x

Pa =1248 Ibs/pie2 ^

de presion hidrostatica o 
pando con el tiempo, y entonces de la misma

o se

Pi

P2

P1

= AO x 1AA = 5760 Ibs/pfe2

el relleno sobre el suelo, la sobrecarga de 5/60 Ibs/pie 
la teorfa de consolidacion, es agarrada por el agua de los poros 
los granos de suelos, dando origen a una sobre-elevacion 
drostatica instantaneamente en una cantidad equivalente a la sobrecarga;

presion de poros varfa o se va disi­
los granos de suelos Iran

Antes que se desarrolle el exceso de presion de poros y una vez que esta se di- 
sipe las condiciones hidrostaticas permanecen, lo que se incrementarfa serfan 
los esfuersos efectivos; siendo asF, las condiciones de borde en la parte in- 
ferior del estrato serFan Pj = AO56 Ibs/pie y en la parte superior

= 12A8 Ibs/pie2
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301

4
Y

6936

U. =5760p, = 4056

P = X + u

= 9816 - 93,6y
(148)

la ecuacion 148En terminos generales poo'emos decir que es:

(149)- C 2 y + uP = Ci

P = P(y, t)

2
8Y3Y

40 % J 248
30

UL s 5160
4128<s>_

I \
I \
I \
I \
I \
I X
I
I
I 
|X
t
I
I
I
I

___ L

P = 4056 + 5760 - (—-
P = 9816 - 93,6 y

■) y + u

■) y

1

Ecuacion 149 con respecto a y 
:=> _= —9±_ + C2

- P2

30P = P}
Pi

u = u(y, t)

Derivando parcialmente la
Qp - C2 + —9~ =

Oy 9Y

asumiendo la sobrecarga; bajo este razonamientn las condiciones iniciales 
al aplicar la sobrecarga serfan las slguientes:
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deri vadastomando segundas

(150 )

t.la Ecuacion 149 con respectc a

= C2

pero 0 ya que y

luego:
(151 )

nostai ,
el enunciado del problema.

VARIACION RESPECTO A LA ALTURA

pies2/seg = 0,0864■6
de arci11 a) = 1 x 10del estrato

= 0,06912pies2/seg~ 6de arciIla) =0,8x10del estrato(Parte superior

= C 
v

C v 

pies2/di’a.

u 
2

a
a P 
at

a u 
at

ap 
a t

en

- = C v

a y = 
a t

la ecuacion general que rige el exceso de pre
, puede usarse en vez 

faculta entonces a
de u la presion to - 
utilizar la ecuacion,

no depende de t

Cv (parte inferior 

pies2/dfa.

Lo anterior significa que
3 u 
at

COEFICIENTE DE CONSOL IDACI ON (Cv) Y SUS

 r 92u 
sion hidrostatica, Cv

P, el anterior razonamiento

2 p
.1— tai como lo plantea 
y2

a2 u = a2p 
ay2 a y2 
Deriyando parcialmente 

ap r ay + 9u-
at at at
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Variacion del Coeficiente con la altura:

0.06912

(I) = 0.0864 - (•

30'
(siendo m la pendiente a

(152)= 0.0864 - 0.000576 y
0.0864

DESARROLLO DEL OPERADOR Y EXPOS!CION DEL PROBLEMA

* A F i g u ra 9

NT =26

CB

±
2 dio«

3

J,
3

2

""I
I

En la siguiente Figura se muestra el esquema a utilizar por diferencias fini- 
tas asf como las condiclones de hordes.

CB;P2=1248 Ibs/ple 
(parts superior del estrato)

(J+1) 
PI

(J)
PI*]

Punto discontinue «n dondo 
ps 4128 tbsz'pie2

(Jsl)
Pi-1

(jel)
Pit-1 __ S'* 1

__ ir=l/2

T-0

N = 31
-w- 
(J) 
pl

(J)
I !
J

I
y

0,0864 - 0,06912
30

Esquema de diferencias finitas a utiliizar para la 
solucion del prob 1 ema de conso1idacion de suelos.

) y

punto discontinue cn 
do ndo P = 6936 Ibs/ple”:*

0.0864-0.06912s
30 1

Y
Cv(l)

1 2

CV

e igual

CI. P = 9E16-93,6y

4056+9816
2
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i+11 •) + (1 -o)= a
At

de Crank-Nicol son: o = 1/2Metodo Imp1Fci to

1 i + i1 -) +
At

- 2pj + P-]1 + P-! )
i-ii + i

2

= X

X
)

2

+ C+ C. X P ii + i v

+ C+ 2P i-ii + i

XPJ* 

i-i

C 
v

C v

C v

= C v
3 P 
a t

+ 2C X P 
V

= C *pj
V I

= C X P 
V

- C A pj+1 
v i”

.-J-(
2

H+1 -

+ c v

pj

C A v

P-i 
-LU

2

+ Pi-i

2pj
i

Pi

- 2C Apj 
v i

ay2

2P-]
i

+ 2P-j
i

P 
(—

+ 2pj+1

- 2C XP-] 
v I

+ pj
i-i

2P?1 
i

At cv

Pj+1
i + i

Ay2

- 2P-j
_______I

Ay2

A_t_

Ay2

- 2P-j

Ay2

a utilizar en la solucion computarizada

XP-j 
v 1 + 1

Pj + 1 
i-i

ApJ' n 
v i-i

P:!
I

2PJ
i

+ Pi-1(Pi + iPi

+ Pi-t

+ Pi-i

+ Pi + i

(Pi + i

2P-J

Ay2

2Pj

+ Pi-i

Desarrollo del operador

3 2P

ay2
pj+1 - P-! 

i i

- p-?

+ H-i
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+ Cv pj+ 2(l+CvX)P-j + 1 - i-i

Dividiendo la expresion anterior por CvX

+ = P1-1

A =

comoen

X =

y
(153)+ H+ A i-1

DE LOS COEFICIENTES A y Aj PARA EL EJEMPLO EN CONS I DERAC I ONCALCULOS

Ay = 1 pieSe ha deci di do tomar

At = 2 dfas (imposicion del problema)

ba jo

1 + 22 + 2 =+ 2 =+ 2A =

(154)A(l) = + 2

PjI

C X v
C v

2 (1 +
C X v

2(1 +
C X v

Definimos ahora algunos coeficientes, A y Ai

J 
i-i

= CvXP3;.!

C XxV )

_1__

cv(D

- H-i

2 ( 1

C X v

C Xxv )

+ 2(1- CvX)PJj

2(1 -

C X v 
donde X fue definido previamente

CvX)

2 x Ay2
C At v

1
pj+1 
i+i

+ A P3+1 - 
i

P3+1
i + i

2 x I2

+ 2(1 - Cvx)

CvX

C X 2 v

-CvXPJ. ,i -1

P J i-i i Pi

C X, + v )

estas circunstancias, tenemos:

At
Ay2

asF obtenemos el operador siguiente
= PJi-i
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Al (I) = - 2 (155)

DISCONTI MU I DADES EM LOS PUNTOS P(T, l) y P(N, I)

Aquf en estos dos puntos caben 3 opciones:

colocar las
ca en

exceso.

2.- Que no se haya disipado

ya se haya disipado la pre­
en exceso.

P(1, 1) = ^056 + 2

P(N, 1) = 1248 + 2

nada de la presion hidrostatica en exceso tai 
como la considera la teorfa de consolidacion.

3.- Que en los extremes del estrato de arcilla 
sion hidrostatica

5760
2

= 4128 1bs/p i es

Se ha colocado Cti(l) debido 
tura y, 
turas.

1.- Que como el terraplen no 
u11 i mas

1
C (I) v

En el Apendice B se muestra un diagrama de flujo, el listado del programa y 
la solucion completa del problema de consolidacion en mencion.

Como un compromise y posiblemente la solucion que menos error darfa sena 
la primera,yen ese caso en los puntos P(1, 1) y P(N,1) se tendrian las 
siguientes presiones hidrostaticas totales:

——= 6936 Ibs/pies 
2

v,., ---- j a que este coeficiente va a variar con la al-
en este caso varFa con los indices i que estan asociados a las al-

se coloca todo simu 1taneamente, as 
capas ya se haya disipado algo de la presion hidrostati

de la misma manera:
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METODOS DE INTERPOLACION
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deri vadaAproximacion de

df/dxDeri vada >Primera

1- 1 - fo)
Ax

(- -y- f2 + 2fl - 4" f(,)1
Ax

1df32 3
dx

1
3

22 + fo)

13s T

k*

Tercera Derivada.

3£ - 3f2 + 3fi - fo)

k°-

Cuarta Derivada, d^f/dx1*

+ f 0)

df

dx

df

dx

1 1
Tf

la

f i n itas

_1_

Ax2

df

dx

__ 1
Ax'*

d'T 

dx"

1
Ax

 _11 f )1 o1
6

Orden de
Aproxi mac i on

d2f

dx2

(f^ - ^3

dH 
dx3

d2f
dx2

-

(f2

(f>

12f2

d3f/dx3

d3f

dx3

+ 3ft

+ 4-f

+ 6f2

por diferencias

1 I 1 = -----  l-r;Ax2 b

+ 7f3

2fx

c f a. ’9 f 26 f,+ 33 r )
fM-----J- f 3 +  2“ f2 " T- f1+ 12 ’ 0

(- f3 + itf2 - 5fi + 2fo) 
Ax2

7(- 4-f.

-4-f2

Segunda Derivada, d2f/dx2

d2f
dx2

- 3f2

Ax

+ Sfj - -|“ fo)

7^(f3Ax3

Tabla A.1. Aproximacion por diferencias finitas de las derivadas basadas en 
la formula de interpolacion'de Newton hacia adelante. Todas las 
derivadas han sido evaluadas en K = 0

1
Ax

1
3

25
12
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Aproxi maci on 1 ade

 

Primera Derivada, df/dx

1df2°- f-i)(fi
2Axdx

df )
dx

Segunda 

2£

+

)- fi
 

Cuarta Derivada,

42

4
3

f-2
12

d^f

dx1*

1

Ax'*

derivada por diferencias 

fi n i tas

f-2
2+ f-i

f2
12

= _1_ (1
Ax

Orden de

Aproxi maci on

d3f

dx3

(f2 4f-i

d^f/dx4

_t+
12

fi - -|— fo

+ 6f04fi

f-2 
 )

12

   

+ f-2)

1

Ax3

d2f

dx2

Der i vada, d2f/dx2

(fi

- 4 f-+

d2f

dx2

1

Ax2

1

Ax2

Tabla A.2. Aproximacion por diferencias finitas de las derivadas basadas en 

la f6 rmula de i n te rpo1ac i on de S t i r1i n g de diferencias cent rales. 

Todas las derivadas han sido evaluadas en K = 0
 

2fo

f
3 1

  

Tercera Derivada, d3f/dx3

+ f-i)

+ 4-f-

k 2
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Derivada, df/dxPri mera

I2

  

f-i)

2° 2f_io

113°- )= (

42 4f_i + 3f_2= -77 fo
 

Segunda
 

22

32 - f3)

42 i

Tercera
 

3°

Zt2
2

Cuarta

42 d f

   

+
dx 

df
dx

df
dx

1
Ax

df 
dx

df 
dx

1

Ax ■*

3f-i

2f_i

+ 3f_2

(fo

f-3

" ^-3(fo - 4f_j

3f-i(fo

+ 6f_2

fo

Orden de
Aproxi ma ci on

<4-.f

7f-3 + f-J
 

d2f

dx2

+ -y- f-2)

Z| 
- -y-f-3 + 

(2fo " Sf-jd2f

dx2

=AT-(fo

1

Ax2

1

Ax2
+ 4f_2

Derivada, d2f/dx2

Tabla A.3. Aproximacion por diferencias finitas de las derivadas basadas en 

la formula de interpolacion de Gregory-Newton hacia atras. Todas 

las derivadas han sido evaluadas en K = 0

.■4-f-O

d2f 

dx2

j__
Ax3

+ -y- f-2

+ f-2)

d3x

dx3

= _L_ (^- f0 - -^f_ 
Ax2 12 3

Derivada, d3f/dx3

= -i_(4-f
Ax3 2 

- 1 f—J— I _ 3

+^f-2 - f3 "3

o - 9f-j + 12f-2

Aproximacion de la derivada por diferencias finitas

A = 
dx3

Derivada, d^f/dx'*

25
12

35
12

1
Ax

26
3

1
Ax



BA P E N D I C E
LISTADO DEL PROGRAMA PARA EL CALCULO DE
DISTRIBUCION DE PRESIONES EN UN SUELO, 
DIAGRAMA DE FLUJO DEL MISMO Y SALIDA
DEL EJEMPLO PLANTEADO EN EL NUMERAL 8.2
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1

!

... -10-0

Si las condiciones de horde en cualquiera o ea art'ocs de los finales

-1
il

-1 aS 0 ...0 , -1
! al! -1! 0

3 !D ' !S !
A =

(per eiesplc en 1 o N; prcducefi valores ccnocidts para la variaPxfe deien- diente’. entonces los Hailes er. la .subrutina de arriba necesitan ce ser caabiados. de io cvnlrario las elenentcs en A no corresponderan con los subindices de las variables para los cuales se esta resolviendo, la condition de horde en X=0 (por ejer.plo i=l) produce un valor conocido entonces todos los 1 que estan en ( ) deben ser canbiados por 2. asi (2)" DO 1 J-2,H debe ser canbiado a NT 1 J=3,N, De la rtisna nanera si la condicion de borde final produce un valor

SUBRUTINA EN FORTRAN PARA RESOLVER UN 
SISTEMA TP.IDIAGONAL A « ? = B

A(1)=U/h(1) G(1)=A(1)«B(U DO 1 M'.N A(JHM/(A(J)-A(M))
CONTINUE

j=j-ir(J)=C(J IF (J .C RETURN END

-1 aN-1 -1aN

i ,
!i
i ci

condition de borde en X-S (por ejer.plo 1=1) produce un valor tonocido 
.-5 ♦ A r~ n +■ a "I A ;• 4 H'.-ili t 5 fr CA • HoflPD '-R.PiA I .4 rtti 1 rl u i; liuP 2. rfSl

y el
onocido,'ententes N necesita ser reemplazado por N-l.
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WISER 1=00004 IS ON CR0031 1 USING 00010 ELKS R=OCOO

20

99

10

S3

A ° B)

*x-
t

XXX-XXKXX-SXX-XXXXXj;xX-XXXK-XXXtXXX-X»--XH:Xi<XX’^'-XK-'X''X**X'X^:X-X>-X-X-X«->X->;-X

FTN7X PROGRAM DISFRE
■ • -x

EL SIGUIENTE FRDGRAMA ENCUENTRA LA DISTRIBUGipN * IE PRESIGNES PARA DIFERENTE3 TIEHPOS DE CONSOliIAuION. J

0001 
0002 
0003 
« 
0006 
0007 
ilB 
0010 
0011 
0012 
0013 
0014 
0015 
0316 
0017 
00 IB 
0019 
0020 
0021 
0022 
Bi? 
0025 
0026 
0027 
o’S 
0030 
0031 
0032 
0033 
0034 
0035 33 
0036 34 
0037 
0033 
0039
tMl
0042 4E
Bl? 
0045 
0046 
0047 
0043 75 
0049 
0052 
0 051 
0052 
0 053 
0054 
0055 
0056 34 
0057 45 
0053 
0059 
BB 
0062 
0063 
0064 
0065 
0066 
0067 77 
ii8 
0070 
0371 
0072 
0073

N1=N-1
DO 45 J=1,NT
DO 43 1=2341
A(I)=l./0v(I)-2.
Bd'^Pd-n+ACDKPCD+Pd+l)

B(2)=B(2)+BC1
B(ND=B(N1HBC2
DO 75 I=2,N1
A(D=l./CVH)+2.
CALL TRIDIAiN.G^^P^B)
F(N)=EC2
P1(N)=BC2
T="x-J
^ITE(N?RI.33)T
WRITEdPRI^A'HPKDJd^N)
DO 84 1=2,SI
Fd)=Pl(D
CONTINUE
STOP
END
SUBROUTINE TRIDIA(N,G,Ar..REAL GiN) ,A(N) ,?(N) ,BtN)A(2)=l,/A(2)G?2)=A(2)*E(2) 'N1=N-1DO 77 1=3,MlA(I)=1./(A(I)-A(I-D)G(I)=A(I)*?B(I)+G(I-1))
P(N1)=G(N1)DO I=N-1,2,-1P(I)=G(I)+A(D*P(I+1)END DORETURNEND

REAL ?(31) ,P1(31),B(3i),A(31),CV(31),G(31),Y(31)
INTEGER T’«RITE(l,20)FORMAT(' DAR UNIDAD DE ENTRADA Y SALIDA')READ(1.*)LECT,NP?,I „ v„URITECl/C" de les valores de N, BC1, BC2, Ni, sep^rados per ccr.a

^EADILECT.xlN.BCl ;BC2,NT
URITECNPRI ,2'3)
URITE(N?RI,99) N,BC1,BC2,NT r ,
FORMAT(1 OX,DATG3 ./,13X,11L- )?/,8X/N= 44,,s ,

1 BX/Condiciories ce horde: ,/,8a; sCl- ,ri£.O|/J.cX, Bv<- ,
2 F12.3,/,2X,'Nrc. de intervaios ,/^X, NT- .14,//,
3 12X,' «• RESULTADOS xx',/.13X,16('=')//)
Y(I)=r-l’H
CV(I)=0.0864-0,00057.5*Y(I)
P(D=981£-93.6*Y(I)
P(l)=6936
FKMATU2X,' DISTRIBUCION DE FRE3I0NES PARA'./,12X,1 ' DIFEREKTES TIEHPGS DE CQNSOLIDACION, EN ESTE';/,12X.2 ' CASO ESPECIFICO 5E TIENE AT=2 DIAS',///)
T=0SRITE(N?RI,33)T«RITE(NPr.I,34)(P(D,I=l,N)FGRMAT(/,3X,'T=',I3;FORMAT?/,4(3X,6Fc.2,/))
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«* DATOS n

■u RESHTADOS **

S'

bUc/.ou /y-^.uu /wu.hu //jo./s
7071.61 6375.3? 4705.43 1243.00

i

N= 31
Condicicnes de horde: 
scr ”■ ■” 
BC2-

DISTRIBUCION DE PRESIONES PARA
DIFEREHTE5 TIEMPDS DE CONSO’JDACION, EN E3TE
CASO ESFECIFICO SE TIENE AT=2 DIAS

T= 0
6933.00 9722.40 9623.80 9535.20 9441.60 9343.00 9254.40 9160.50
9067.20 8973.60 SSS0.03 S7S6.40 3692,SO 8599.20 8505.60 S412.00
8318.40 3224.30 8131.20 8037.60 7944.00 7350.40 7756.35 7663.20
7569.60 7476.00 7332.40 7288.80 7195.20 7101,60 412S.00

T= 10
4056.00 7234.34 8373.34 9362.14 9409.56 9342,95 9253.70 9160.71
9067.19 S973.63 S3S0.20 8786.40 3692.80 5599.20 8505.60 8412.00
8318.40 8224.80 2131.20 5037.63 7944.00 7350,40 7756.30 7663.17
7569.30 7473.53 7365.04 7131.80 6663.33 5093.95 1243.00

T= 6
4056.00 7913.26 9271.45 9482.67 9435.14 9347.29 92'54.33 9160.79
9067.20 8973.60 8330.00 3786.40 3692.80 8599.23 8505.60 8412.00
8318.40 8224.80 3131.20 3037.60 7944.00 7850.40 7756.80 7663.20
7569.57 7475.67 7379.00 7257.17 6948.05 5666.25 1248.00

T= 3
4056.00 7532.59 9072.82 9430.12 9425.45 9345.85 9234.15 9160,789067.20 8973.60 3330.00 3786.40 8692.80 8599.20 8505.60 8412.008318.40 3224.80 8131.20 8037.60 7944.00 7850.40 7756.30 7663.197569.49 7474.9? 7373.79 7224.33 6806.73 5350.24 1248.00

T= 4
4056,00 8412.36 9452.42 9516,50 9439,82 9347,34 9254.39 9160.80
9067.20 8973.60 8330.00 8786,40 8692.80 8599.20 3535.60 8412.00
8318.40 3224.30 8131.20 8037.60 7944.00 7350.40 7756.80 7863.20
7569.59 7475.92 7381.47 7277.58 7072.9? 6063.08 1248.00

T= 14
4056.00 6798.53 8503.82 9196.00 9358.23 9330,68 9251,27 9160.309067.13 9973,59 8880.00 8786,49 8692.80 8599.23 8505.60 8412.00831S.40 8224.30 8131,20 3037.60 7944.00 7850.40 7756.73 7663.007568.21 7467.39 7335.50 7071.61 6375.3? 4705.43 1243.00

T= 2

9067:20 8973:60 S'.OO 8786^ 8892.1 Bio elS^O sll 
8318.40 3224,SO 3131,20 2037,60 7944,00 7350.40 7756.SO 7663.23 
756?.60 7475,99 7382,27 7236.76 7162.39 6571,0? 12.48,60

T= 12
4056.00 6994.91 3682.94 9282.34 9367.08 9333.04 9252.81 9160.579167,17 89'73.60 8880.00 8786.40 8692,80 8599.20 8505.60 8412,008318,40 8224,80 3131,20 8037,60 7944.00 7850,40 7756,79 7663.117568.91 7471.14 7352.32 7130.04 6515.36 4832.54 1248.00

1= 16

‘BJ’S H-H7VO7.04 bi/oiJG dbou I UU Ij/ob.^u bu7uiOU GJ77.U.U OJVJ.&U CH lu i U U

4056.000
1248.000

Nro. de intervales
KT= 26

file:///wu.hu


-6

T= 26

T= 23

1

T= 34

T= 36

7514.3? 7317.41 6971.33 6343.33 5239.74 3750.77 1248.00

7504.35 7295,51 6930.38 6284.25 5223.50 3705,15 1248,00

4056,00 5833.93 7313.35 8319.09 3878.22 9116,70 9169.69 9132,92
^9058.83 8971.34 8379.43 6736,27 8692.77 8599,20 8505.60 8412,00

3318,40 8224.80 3131,19 5037.55 7943.78 7849.48 7753.11 7649.62
7524.06 7338.32 7011.04 6405,20 5359.97 3800.12 1248.00

4056.00 5783.10 7235.98 8244,92 8324.45 9085.19 9154.21 9126.33
9056.47 8972.54 8879.20 8736.21 8692.76 3599,19 3505,60 8412.00
8318,40 8224.80 8131.18 8037.53 7943.69 7849.13 7751.95 7646.15

7^1'^3379.90 3736.33 8692.30 8599.20 3505.60 8412.008313.40 8224.30 8131,20 8037.5? 7943,96 7350.22 7755.87 7653,91

T= 20
4056.00 6374.80 8043.14 8917.69 9240.29 9291.93 9240.80 9157.839066.63 8973.50 8879.98 8786.40 8592.80 85.99.20 3505.60 8412.00 .8318.45 8224.30 3131.20 8037.60 7943,99 7850.37 7755.5? 7681.957563.13 7446.37 7262.53 6373.77 5998.82 4312.76 1248.00

T= 24
4056.00 6177.57 7793.24 8733.96 9143.72 9252.36 9227.50 9154.03 9065.69 8'973.29 3879.94 8786.39 8692.80 8 599.2 0 85 05.60 8412.00 B318.40 8224.80 8131.2'5 8037.60 7943.98 7850.29 7758.20 7660.23 7556.38 7423.49 7198.93 6735.55 5785.35 4125.79 1243.00

T= 18 '■
4056.00 6494.96 8134.32 9011.36 9234.02 9307.69 9245.44 9159.04 
9066.89 5973.55 6379.99 3786.40 8692.80 8599.20 8505.60 641^.00 
3318.40 3224.80 3131.20 8037.60 7944.00 7850,39 7756.69 7662.47 
7565,46 7455.12 7290.27 6942.02 6116.66 4425.46 1243.00

T= 22
4056.00 8269,98 7913.13 8624.94 9193.27 9273.43 9234.34 9156.25
9066.25 3973.42 8379.97 3736,40 6892.80 8599.20 8505,60 8412,00
8313.40 8224.50 3131,20 3037.60 7943.99 7350.34 7756.43 7661.23
7560.18 7435.82 7231.94 6804.68 5888.51 4213.63 1248.00

T= 32
4056.00 5894.36 7396.08 6396.21 8932.19 9147.08 9183.95 9138.66 
9060.91 6971.97 6879.61 8785.32 6692,78 8599.23 8505,60 8412.03 
6316,40 8224.80 3131.19 8037,57 7943.85 7349.75 7754.06 7552.61 
7532.34 7353.11 7050.56 6468.31 5434.58 3853.73 1248.00

119
8318.40 8224.60 8131.20 8037.60 7944.00 7850.40 7756.75 7662.807567.10 7462.10 7314.72 7008.40 6242.23 4554.95 1248.00

30
4056.00 5954.94 7484.69 8476.31 8986.09 9176.04 9196.91 9143.62 9062.56 8972.46 8879.74 8786,35 8692,79 6599.20 8505,60 6412.00 8313.40 6224.30 8131.19 8337.58 7943.91 7349.96 7754.83 7855.13 7539:72 7376.64 7089.40 6533.09 5513.97 3912.23 1248.00

4056.00 6095.34 7682.48 8645.33 9092.30 9223.95 9213.73 9151.29
9064.91 8973.10 8579.90 878a  .......   " "" " ""---- .  — .  - ----   - -
755i:73 7409'.45 7163:92 6666.97 5686.67 4047.19 1248.00

T= 36
4055.00 5741.15 7163.43 6173.62 8771.08 9052.74 9137.60 9119.06
9053.63 6967.57 8378,8? 8786.12 8692.73 8599.19 8505,60 6412.00
8313.40 3224.31 3131.17 3037,4? 7943.57 7843.70 7750,56 7642.17

9363:89 S&bI 8E7799’.83 eI'.E? EE??:?? BIeC siol'.lo E®!
8318,40 8224.80 8131,20 3037.5? 7943.94 7350.11 7755.42 7657.227546.18 7393.80 7127.29 6599.33 5596.56 3976.40 1248.00
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»

op

934c.63 
S3IB.40 
74S2.36

T= 44
4056.00 
9042.44 S96S.36
3318.40 O'-' "

T= 40
4036.00
9050.36 8988
8318.40 r"'

54°0 34 8758 21 7745.83 8418.95 8312.39 8997.08 9047,18

7414,05 7123.92 6653.80 5916.12 4847./3 3^60.29 12p8.u0

| | ‘ ■S f 4? 5®4’ gM S4’ $=M SIMS 
SO TOsls tra:a Wftji ‘mx Ki^s iae.io

T= 50
4056,00 _____
9027.03 8958.91
8318.39 r-' "

5697.64 7095,24 8105.09 3718,29 9019.53 9119.95 9110.95 
-;lp po apgi oi 8692.70 8599.18 8505.60 tMc.lh m Sfell w:;S MM 734B.16 7748.K 7637.tB 

7494.00 7272,74 6390.59 622o.4/ 51b0.9j 366u.oi l^u.lu

«»•» S’ £'? K BS “I:” £"11 S|h

mt 3i3U2 3t36.S 7541.S3 7E43.S4 7731.51 7W.SS 
7428.90 7149.72 6692.28 5963.7-j 4893,c6 o4o9.i0 lc4o.J0

I- 52 <«•
4056.CD

» W K:B

T= 46
4056.00 5584.11
9037.77 8963.47
So;----
7456.92

T= 48
4056.00 
t
B3i¥.39 8224.76 8131

5550.96 6858.76 7856.47 8515.01 3882.15 9040.70 9071.11
56 8037JO 7942'.27 7844.75 7739.59 7614.59
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( INICIO J

f N, BC1, BC2, Nt|

DO1O !♦- 1, N DO 75 I 2, Ml

j A(I)Y(I) 1./CV(I) + 2.I -1

CV(I) 0.0864-0.000576*Y(I)

P(I) — 9816-93.6 * Y(I)

_l10

ESCRIBA T, (P(I), I l.N

ESCRIBA T, ( Pl (1), I 1, N)

Ml

DO 84 I 2, N1 ------- 1DO 45 J 1, NT

| P(D PKI) 
■wntarc.tarfDO 48 I

84]

45]

)F I N

"1
I
I

I
I
I
I
I 

JI
I

I
I

41 28 
0

“I
I
I
I

P(l)*- 6936 
P(3I) 
T

©
Pl (1)■*—-BC1
B(2) -<----  B(2) + BC1
B(N1)----- B(N1)+BC2

r TRIDIA
(N, 6, A, Pl, B )

2,

A(I)-----  1. / C V(I) - 2.
B(I)’=----  P(I-1) + A(I) * P(I) + P(I+1)

|p(1)^—BC11

©

P( N)*— BC2 
P1(N)*-BC2 
T *— 2 * J

hTl j



7 ZZ

T R I D I A

(N, G, A, P, B)

3, Nl

77

G( N1)P(N1)

DO I -*

G( I ) + A( I ) * P(1 + I)P( I)

REGRESE

---------- 1
i
I

A( I )*

G( I )**■

l./(A(D-A(L-D)

A(I) * (B(I) + G (I-D) I
I

J

A(2)

G(2 )
Nl

A(2) 
N-l

l./A(2)

* B(2 )

N-l, 2, -1

DO 77 ' 1*
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