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RESUMEN

El presente trabajo es el fruto de la experiencia personal en la aplicacién
de los métodos numéricos a la solucién de problemas con los cuales el Inge-
niero tiene que enfrentarse cada dia. Se presenta aqui en una forma clara
y concisa una metodologia para la ensefianza de las diferencias finitas que
arranca con los aspectos matematicos fundamentales de .-las mismas y su expos i
Eién a través de ejemplos. Posteriormente se entra a los conceptos de dife-
renciacidon e integracién numérica y su ilustracién a través de ejemplos muy
comunes en Ingenieria, y por Gltimo se exponen los diferentes tipos de Ecua-
ciones diferenciales parciales y como identificarlas haciendo especial énfa-
sis en las de tipo parabSlico y su solucién a través de métodos explicitos e
implicitos. Los métodos implicitos y explicitos se ilustran con ejemplos
tan importantes y trascendentales en Ingenierfa como por ejemplo la consoli-
dacién de suelos, también se desarrollé un programa de computacidén para re-
solver este Gltimo problema. Es de hacer notar la variante que se presenta
en este estudio, y que es la de plantearle problemas al lector a fin de que
los resuelva. Creo honestamente que este estudio y su enfoque llena el va-
cio que existe entre el matemdtico puro y el Ingeniero sometido a la presién

de resolver problemas a diario.

vii



- I, INTRODUCCION

| Hoy dfa los métodos numéricos y entre ellos las diferencias finitas y elemen-

tos finitos constituyen las principales herramientas para la solucién de los
|

problemas mis complicados que se plantean en el campo de las ciencias basi -

cas y aplicadas (Matemdticas e Ingenierfa).

Las ecuaciones diferenciales son
expresiones matemdticas que representan una ley fisica, y generalmente
|

esta
ley fisica es la base para el planteo de cualquier problema en Ingenierfa.
Por lo general

cada campo, esto es, matemdticas e ingenierfa andan vy desan-

dan caminos aisladamente, plantean y resuelven problemas separada -

mente; se impone entonces la necesidad de unir esfuerzos para una mejor com-

prensién y por ende una mejor ensefianza de estas materias. En cualquier pen-

sum de Ingenierfa o Ciencia existen materias que ensefian métodos numéricos,

pero no la interelacién entre ellos y los problemas que son de necesidad de

resolver en Ingenierfa; es entonces de imperiosa necesidad llenar el vacio
\

‘que existe entre el Ingeniero y el Matemdtico puro. EIl presente trabajo es
una primera parte de algo mis extenso y que se llamard "Mé&todos Numéricos
en Ingenienia" y que pretende justamente llenar ademas de ese vacio de que se

\ - . - _ - - .
habl6 anteriormente, el vacio de la escasa bibliografia en espafiol que existe
'sobre el tema.

|

a originalidad de este trabajo se encuentra no tanto en el contenido sino en

la manera de enfocarlo, estructurarlo y desarrollarlo y que el lector podra

omprobarlo a medida que entre en €1, o en caso contrario yendo a la biblio -

grafia que existe al respecto incluyendo las mds recientes. Actualmente en

Venezuela a nivel de Postgrado y Pregrado se utilizan las técnicas que

este
|

trabajo aborda, y espero y asi lo creo que los estudiantes de las diferentes

i - - . . .
Universidades encontrardn en &l un buen auxilio para sus estudios.



»

... APROXIMACION NUMERICA

Existen numerosos métodos y maneras de abordar la aproximacion de una fun-

cion continua de una variable independiente. En diferencias finitas esta
\

'aproximacidon generalmente se cumple permitiendo que un polinomio de grado
\ .2
'n represente la funciodn.

\
|
-1 -2
Pn(x) = a; <+ a, x4 as XU L+ an (1)

tra manera muy comin de representar un polinomio es la siguiente:

n -1 -2
Pn(x) = an X" + ap-1 X' 4 apez X' 4 ... +a; X+ a, (2)

n una forma corta se puede expresar que: cualquiera funcidn continua f(x)

o cerrado especificado, por un polinomio Pn(x), En anotacién matemdtica

uede ser aproximada a cualquier grado deseado de exactitud en un interva-
erfa:

\

i

| F(x) = Pn(x) = 3 a, x (3)

i=o

na vez seleccionado el polinomio de grado n como la funcion que aproxima,
se debe escoger entonces el criterio o procedimiento a seguir para calcular
los valores de los coeficientes a ; estos coeficientes son determinados de
tFl suerte que el polinomio pase a través de nt 1 puntos definidos por la
ancién continua. Desde que el polinomio garantiza terner el mismo valor
que la funcidn continua solamente en esos puntos, este proceso es entonces
tgmbién referido o conocido como discretizacion de la funcion contfinua.

|
En una anotacidn matematica serfa:

Dados los pares de valores (x;, f(x;), i =0, 1, ..., n,) quizds el crite-

rilo mds obvio para determinar los coeficientes de Pn(x) seria el siguiente:



Pn(x ) = fx), i=0,1,...,n (4)

Lo anterior quiere decir que el polinomio Pn(x) de grado n debe reproducir

Zla funcién f(x) exactamente para los n + 1 argumentos para cuando X = Xi.

E1 polinomio serd siempre de un grado n menor en 1 que el nimero de puntos por

donde &1 pasa; esto es, si queremos ajustar un polinomio a cuatro puntos

‘ados de una funcidn, este polinomio serd de orden 3, vy asi sucesivamente,
recibird el nombre especial de polinomio interpolante. En la Figura si-

uiente se ilustran los conceptos antes emitidos para un polinomio de grado

f(x)

(1, (1) — T TS ((xp,f(xp))

(x0,f (xQ))

Figura 1.- Polinomio interpolante.

Existen ademas diferentes métodos para obtener los coeficientes y otras in-

\ g ; , " " .
formaciones importantes relacionadas con los polinomios interpolantes. En es-

\
tos métodos se usan las tablas denominadas ''tablas de diferencias'" y férmu-

las de interpolaciones asociadas con estas tablas de diferencias.
| :



‘2.1. DIFERENTES TIPOS DE DIFERENCIAS

las.siguientes tablas de diferencias y notaciones se aplican solamente si
hncrementos iguales AX (6 Ah es a menudo usado en vez de Ax) de la varia-
%le independiente X son usados. si diferencias Ax no iguales ocurren,
entonces las 1lamadas diferencias divididas deben usarse en vez de las

ﬂue seguidamente explicaremos o algln otro método.

2.1.1.DIFERENCIAS HACIA ADELANTE (Forward differences)

El1 operador de las diferencias hacia adelante se denota por el sfmbolo (A).
Llas tablas de diferencias son formas estandard de mostrar las diferencias

finitas y una manera de visualizar mejor el procedimiento. A continuacién se

ilustra una tipica tabla de diferencias.

DIFERENCIAS HACIA ADELANTE

%_, f_1
\ Af
-1
‘xo fo A%f
=1
Afo AYE 4
X, f, A%fo AF
| Af B3Fo ASF
-1
‘ 2 L
‘ Af2 A3f1
X3 fa A2f2
Af3



f, se le llama primera diferencia, A%F,

ente.

Como se puede observar

anteriormente los subindices

segunda diferencia, y asi sucesiva-

permanecen cons-

antes de izquierda a derecha y hacia abajo y las potencias se incrementan

Fe izquierda a derecha y hacia arriba. A continuacién se da un ejemplo.

K xj f(x;) Af A%f A3F i ASF
0 0 fo = 0
Afo= 1,5
1 1 f1= 1,5 A%f,= 0,2
A= 1,7 A3fo= 0,9
2 2 fo= 3,2 A2F =1 A*fo=-1,3
Af,= 2,8 A3fF,=-0,4 ASfo= 3,0
3 3 f3= 6,0 A%f,= 0,7 A= 1,7
Afs= 3,5 A3F,= 1,3
b L fu= 9,5 A*fs= 2,0
Afy= 5,5
5 5 f.= 15,0

Como se puede observar se han dado 6 puntos (xi) y los valores correspondien-

tes de la funcion,

a los datos anteriores

nomina Tndice, y se define

K =

X = Xo

Ax

f(xi);

luego el grado del polinomio que mejor

matematicamente

(5)

]

Xo

serfa uno de orden o grado

puede

5. La variable K

como sigue:

ser cualquier

se ajusta

se de-

valor que tome

la variable independiente

ya sea

ubi-

cada arriba, abajo o en el centro de la

columna

de las Xj.



‘ x-0 x-0 '(6)
‘ AX 1

Ahora bien, si queremos saber qué valor de K le corresponde a cualquier va-

lor que tome la variable independiente, bastarfa con reemplazar en la ecua -

cién 5 los valores respectivos, o en su defecto hacer uso de la ecuacién 6,

la cual es valida solamente para este ejemplo especifico.

Xo =0
Xx =5
K = 220 = 5

' 2.1.2.DIFERENCIAS HACIA ATRAS (Backward Differences)

El operador de las diferencias hacia atraé se denota por el sfmbolo (V).

DIFERENCIAS HACIA ATRAS

ik f_u
Vf_s
X-3 f_s sz;z
Vf-2 , V3f-1
X2 f.2 V2.1 e
V1 ' ' Vif, AL
X_1 fa Vit V4,
VEs V3f,
Xo fo V2f,
Vf,




iomo se puede observar, en esta tabla los subindices se van incrementando

n 1 de izquierda a derecha y hacia abajo; tomando como ejemplo el mismo

Ee] caso anterior, se muestra a continuacidn el cadlculo de las di ferencias

acia atréas.

Eo =5
x =1

K= KXo _ X -5 - x-5
Ax 1
K X, f(x;) Vf Vi vif v'f v f
-5 0 f-5=0
VE,= 1,5
-l L P VZf.3= 0,2
Vf_3= 1,7
Vaf—Z = 0,9
-3 2 f-3=3,2 _ V2f_,= 1,1
Vf_,= 2,8 VHF_1=-1.
z Vaf_1=‘-.0.’-l i 3
Vif.,= 3,0
-2 3 f.2= 6,0 V3f_,= 0,7 Vo= 1,7
Vf.1= 3,5 | V3fo= 1,3
-1 4y fo1= 9,5 Vo= 2,0
Vf0= 5,5
0 5 fo= 15,0

Note usted, que los valores de las di ferencias hacia atrds son idénticos a los

de las diferencias hacia adelante, tan solo difieren en el subindice.




2.1.3. DIFERENCIAS CENTRALES (Central Differences).
E1 operador de las diferencias centrales se denota por el simbolo (§)

DIFERENCIAS CENTRALES

x_2 f-2
6f-3/2
X,y fa §2F-1
8f-1/2 §3F_1/2
%  fo §%f, 8*fo
6f172 83fF1/2 8°F1/2
X1 f1 62f1 g*fl
§f3/2 8%F3 2
2
" ‘, §°F,
§ fs/2
X3 f3

Se puede observar que los subindices de las diferencias incrementan de iz-

quierda a derecha y hacia abajo en 1/2.

Como ejemplo de cdlculo de diferencias tentrales se tomara el mismo caso utili-

sado en las diferencias anteriores, tal como sigue:




| 9
J
K X; £(x7) sf §2f §3f S*f §SF
-2 [ 0 . fo2 =10
| §F3/2= 1,5
\
-1 o foi= 1,5 §2f.1= 0,2
6fo1/2=1,7 53ﬁa/2= 0,9
0 2 fo=" 3,2 §2fo= 1,1 8" fo=-1,3
6f1/2 = 2,8 63f1/2='0,1‘| (sz1/2=3,0
1 3 f,= 6,0 8%f, = 0,7 8F,= 1,7
|
| 4
/- 8fss2= 3,5 6%Fs/2= 1,3
2 | 4  f,=9,5 62F, = 2,0
J 8fs/2 = 5,5
3 } 5 f, = 15,0

Cuando una columna cualquiera de las diferencias llega a ser cero (0), entonces

do del polinomio que se ajusta serd de un (1) grado menor que el grado

. ALGUNAS UTILIDADES DE LAS TABLAS DE DIFERENCIAS.
el gra
de lj diferencia; por ejemplo: Si A*f = 0, entonces el polinomio serd de pri-

mer grado vy dos puntos tan solo serfan necesarios para el ajuste del po-

lino Si las terceras diferencias llegan a ser ceros (0), un polinomio de

segundo grado serfa suficiente, y usted necesita solamente 3 puntos para ajus -

tar el polinomio.

Cuando una columna de diferencias llega a ser constante o casi constante se
puede ajustar un polinomio del mismo grado de las diferencias, pero se podra

obtener cierto grado de error el cual habria necesidad de evaluarlo.
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Lo antes dicho se puede ilustrar a través de un ejemplo como sigue: Dado Tlos
siguientes pares de puntos (1,0, 2,0), (1,5, 4,375), (2,0, 11,00) (2,5,
24,125) , (3,0, 46,00), (3,5, 78,875), obtener el grado del polinomio que

se ajustarfa y los puntos que serfan solamente necesarios.

K x Y AY A%Y A3y
0 1,0 2,000
' 2,375
1 1,5 4,375 4,25
6,625 . 2,25
//
2 2,0 11,000 6,50 -7
13,125 _ - 2,25
3 2,5 24,125 _ - 8,75
21,875 2,25
K 3,0 46,000 11,00
32,875
5 3,5 78,875

Nétese que se tienen 6 pares de datos, luego entonces un polinomio de quinto
grado potencialmente se ajustaria, pero también podemos observar que las ter-
ceras diferencias llegan a ser constantes e igual a (2,25), asfi que un
polinomio de tercer grado puede hacer el mismo trabajo vy solamente 4 puntos

de los seis dados serfan suficientes.

El polinomio tendria la siguiente forma:



l .

\ :
|

|

| Y=ax?+bx*+cx +d (7)

|
La pregunta obligada es: Cémo obtener los coeficientes a, b, ¢, d1.
\ g

| 2.2. OBTENCION DE COEFICIENTES

Una primera opcidn serfa la de seleccionar pares de valores de (x,y) y escri-
bir tantas ecuaciones como fuesen necesarias y resolverlas para obtener

los cocficientes,ya sean por los métodos algebraicos de sustitucién o uti-
lizando andlisis matricial. La otra opcién serfa usar  las férmulas de in-

terpolacién para iguales incrementos de x que seguidamente se expondran:

2. 2.1. Férmulas de Interpolacién para incrementos iguales de X.

- Newton con di ferencias hacia adelante:
fFixk) = fot K AFo + K(K=1) pz: o K(K-1) (K-2) A3 Ftonnnn. (8)
i Z 3w
| .
- Newton Con diferencias hacia atrés
\
\ - .
| Flx ) = fo + K Vfo + |<(K+1)v-aﬁr+ K(K + 1) (K + 2) V3 Fob aennnn (9)
| 2! 2.

|- Stirling con diferencias centradas en una de las entradas

fFi, ) = fot Kusfo +——-§. (K) 62f.+ K(K2- Dusf, + K2(K> - 1) §"Fot ...(10)
| ' 3. .

| - Bessel con &liferencias centradas entre dos entradas

-1
O fly) = ufagz + (K- 1/2) 8faye + K(K - 1) us*fi/2 +—1-3-(K‘1/7-)(l*("'(-|<§'..——))63f1/2 Yord

| g
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En el cual:

K= K,
K =
Ax
U = operador promedio
1 .
ufy/, = ; (f, + fz), U52f1/2 = 'i—'(52f°+ 62F1)pU6ﬁo="—;_(ﬁF—1/2 + 6f1/2)

Ax = x; = Xo= X, = X, etc.

Continuando con el ejemplo expuesto en la pagina 10,seguidamente se calcu-

laréan los coeficientes:

Aplicando Newton hacia adelante:

=<
I

<
]

i
N

Y =

sy, s KAy, + KK 2y KK - D (K- 2) sy
2: 3!

X"Xc,: % = 1
Ax 0,5

-1 x-1,5 x-1,,x - 1,5, ,x- 2,0

(55 S5 o) 22y 2520

2+ (X hx2,375 + —02 00y o5 4 B2 D2 D
’ 1 x 2 1x2x3

x 2,25

+ 4,75x - 4,75 + (x? - 2,5x + 1,5) x 8,5 + (x® - 4,5x*> + 6,5x - 3) x 3

+ L4,75x - 4,75 + 8,5x% - 21,25x + 12,75 + 3x® - 13,5x% + 19,5x

3x% - 5x% + 3x + 1

-9
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| Aplicando el Método de Stirling:

| x Y 8Y 8%y 8%y
|
| -2 1,0 Y.z = 2,000
8Y-3/2 = 2,375
-1 1,5  Yo1 = 4,375 §2Y-1 = 4,25
8Y-1/2 = 6,625 8§3%v.1/2 = 2,25
0 2,0 Y,=11,000 §%Y, = 6,50
8Y1 /2= 13,125 83Yy/2 = 2,25
1 2,5 Y, = 24,125 62y, = 8,75
6Y3/2 = 21,875 63Y3/2 = 2,25
2 3,0 Y, = 46,000 62y, = 11,00
|
‘ 6Y5/2= 3[,875
3 3,5 Y, = 78,815
K = _x__:_~2_L0.._.
0,5
2
‘ Y=Y0+K—1—-(6Y—1/2+6Y1/2) +—'—<——ﬂ—SZY°+ Kk -1))( |
| 2 2! 3! 2
3 3 _ X - 2 1
(83Y 1/2 + 6% Yo 172) = 11,00 + ( ) x (6,625 + 13,125) +
0,5 2
A - 2
X x(>,50+()< 2)[()( 2)—1]x L x1
0,5 0,5 1 x2x3 2

0,5

\ X2 )X =2

‘ (2,25 + 2,25)

0,5

11 + 19,75 (X - 2) + 13 (X*- bX + &) +
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+ (x® - 6x% + 11,75x - 7,50) x 3

11 + 19,75x - 39,5 + 13x? - 52x + 52 + 3x® - 18x2 + 35,25x - 22,50

= 3x% - 5x% + 3x + 1

<

Por ambos métodos la respuesta es la misma como era de esperarse, aqui de
los cuatro (4) métodos de diferencia finitas expuestos para ajuste de poli-
nomios a puntos dados, hemos utilizado a manera de ejemplo dos de ellos.
Se deja al lector la inquietud de resolver el mismo ejercicio por los dos
métodos restantes y comparar las respuestas. La pregunta inmediata es
iCudl de los cuatro (4) métodos debo yo utilizar?. No hay respuesta inme -
diata todo dependera de la informacidon dada, de cudntos puntos serian su-
ficientes para el ajuste del polinomio y de la respuesta que yo necesito

en base a las preguntas formuladas.

2.3. INTERPOLACION

Una de las utilidades de la tabla de diferencias es la interpolacién, va-
mos a ilustrarlo a través de un ejemplo, asi: En base a los mismos datos
del problema que hemos venido desarrollando encuentre usted el valor de

(Y) para cuando x = 2,105,
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K x Y AY AZY A3y
0 1,0 2,000
2,375
1 1,5 4,375 L, 25
6,625 %,25
2 2,0 11,000 6,50
2,105 ? 13,125 2,25
3 2,5 24,125 8,75
21,875 2,25
4 3,0 46,000 . 11,00
32,875
5 3:5 78,875

<
I

=<
]

<
]

<
|

Utilizando el Método de Newton hacia adelante, se tiene:

X = Xo _ 2,105 - 1,0

= e ——— 2,21
Ax 0,5

= Yo+t K AYe+ K (K = 1) A2 Yo + K(K-1)(K=2) A®Y,

2! i

(2,21)(2,21-1) x b,25 +(2)21)(2,21-1)(2,21-2)x 2.25

2 + 2,21 x 2,375 +
2 6

2 + 5,24875 + 5,68246 + 0,21058

= 13,14179
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Ahora bien, si usted reemplaza el valor de x = 2,105 en el polinomio ajus-
tado (Y = 3x® - 5x% + 3x + 1) obtendria la misma respuesta; ''pero usted tie-
| ne que obtener este polinomio primero'; en cambio el sentido de la inter-
polaﬁién seria el de aprovechar las tablas de diferencias acompafiadas con

los métodos de interpolacion.

Otra pregqunta a la cual se le puede dar respuesta utilizando las propieda-
des de que las columnas de diferencias en las tablas de diferencias
llegasen a ser constanteses la siguiente: ¢Basados en el mismo ejemplo dado
aquf, obtener el polinomio de tal suerte que xe= 07. Esto seria bdsica -
mente un tipo de extrapolacién. El procedimiento serfa, partir de atras ha-
cia adelante agregando tantas A® Y como sean necesarias hasta llegar a
x = 0. En el ejemplo que sigue, los niimeros con asteriscos fueron los que se

agregaron.

k x Y AY A%Y A3Y
0 0, 0% 1,000%
0,625%
1 0,5 1,625 | - 0,25%
0,375" 2,25"
2 1,0 2,000 2,00"
2,375 2,25%
3 1,5 4,375 h,25
6,625 2,25
L 2,0 11,000 6,500
13,125 2,25
5 2,5 24,125 8,750
21,875 2,25
6 3,0 46,000 11,000
32,875

7 35 78, 875
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X = Xo _ x -0 = 2x

Ak

‘v = 1,0 + 2x (0,625) + 2x(2x - 1) (-0,25) < 2x(2x - 1) (2x - 2) (2,25)
2 6

Y=1,0+ 1,25x - 0,25(2x2 - x) + (4x® - 6x2 + 2x) 0,75
| =1,0 + 1,25x - 0,50x? +0,25x + 3x3 - 4,50x% + 1,50x
\
y = 3x% - 5x% + 3x + 1
v La respuesta corresponde al mismo polinomio encontrado originalmente

y era de esperarse por cuanto lo que se hizo fue agregar diferencias cons-

tantes.

EJERCICIOS

'1.- Escribir las tablas de diferencias para las tres anotaciones usadas

(A,V, 8) para f(x) = x3 - 0,50x, en donde x toma los valores de 0,

1, 2, 3, b yb5.

\
‘2.- Sustituya los resultados del ejerciciol en las férmulas de Newton

de interpolacién hacia adelante vy hacia atrds vy verifique el poli-

‘ nomio original.
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Encontrar el polinomio que pasa a través de los siguientes cuatro (4)
pares de puntos (0,5),(1,5),(2,15),(3,53) usando: a)Férmula de Newton
de interpolacidn hacia adelante, b) Férmula de Bessel y c) Escribien-
do un sisteha de ecuaciones y resolviéndolas para los coeficientes
desconocidos. &Por qué no es Stirling wuna formula apropiada  para
encontrar el polinomio. Basado en este polinomio hallar los valores
de Y para x = 1,7 y x = 2,6; &Obtiene usted los mismos resul tados
usando una de las férmulas de interpolacién directamente?. (Newton

hacia adelante por ejemplo).

Dado los siguientes datos obtenidos de un experimento en Ingenierfa.
Ajuste un polinomio de un grado apropiado que dé casi un perfecto

ajuste. Dé la ecuacion de este polinomio.

X Y

0,0 1,000
0,4 1,632
0,8 | 3,096
1,2 6,5k
1,6 13,127
2,0 24,000

2,4 ko,312
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111, DERIVACION DE FORMULAS. DE DONDE VIENEN LAS FORMULAS DE
INTERPOLACION?

Vamos a ilustrar el procedimiento dando respuesta a la pregunta {Como ob-
tener la férmula de interpolacidn de Newton con diferencias hacia adelante?
Se tiene el siguiente polinomio:

v = e
Y = Pn(x) =bn x" + b -1 N7 bn_» TS+ b, x + bs

(12)

Y vamos a definir los '"factoriales polinomiales' como sigue:

ko) _

)k

K(z) K(K - 1)

(3)

K K(K - 1) (K- 2)

]

K(r) =K {(K=1) .... [; -(r - 1{] =K(K=-1)... (K=r+1)
Ahora utilizando los factoriales polinomiales como definidos anteriormen-
te, una forma cémoda de expresar un polinomio cuando se tienen!las tablas

de diferencias es la siguiente:

(n) fis=1
K n= ) (n-2)
Pnx) = bp ——+ bn-1 K by R s ... +b, (13)
b (h - 1)! (n-2)!
X = Xa
En donde; K =

Ax



20

Adicionalmente como una propiedad de los factoriales polinomiales se prue-

ba que:

™ o (1) (14)

ac ™ ool +1) (15)

la cual guarda estrecha relacidn con las derivadas comin vy corrientes,

es decir:
ICO NN (16)
d x
T N S N s (17)
d x
Otra identidad de los factoriales polinomiales es la siguiente:
AK(n) - (K + ])(n) _ k(n) v (18)
prueba:
K+ D™ oK DK - Dann [K+ 1 (n - 1)}}
(K+1)(“)= {(K+ 1)(K)oevunn [K—n+2]}
k(n-1) - K[I; - (n - 1- 1)] = K.. [K -n+ 2]
e 0™ o e pk(em) (19)

kKM oKk - 1) (K - 2)...E- (n - lﬂ
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KK = 1) (K - 2) = §2)
w1 [
UL LK -(n - 1)] (20)
Reemp tazando las ecuaciones 19 y 20 en la ecuacidn 18, se tiene que:

ak™ = e k01 "")[K -(n - 1)]}

(n - 1){K+1--K+n-1}

AK(n) = K(” - 1) {K+ 1 - [K-(n_l)]} = K

-1
AK(n) = nK(n ). Lo cual queda demostrado.

basados ahora en la propiedad dada por la ecuacién 14, tomamos la primera

diferencia APn(x) de la ecuacién 13 como sigue:

nb kY
APn(x) = ——2 + oeenns
n!
pero: n_ .1 -
ni (n-1)!
APH(x) = L LG R R
(n-1)!

Tomando las segundas diferencias A%Pn(x)

(n - 1) b, k-2
A%Pn(x) = A iiie e

(n - 1)

pero:
n-1_ 1

(n - l)!_ (n - 2)!
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A%Pn(x) = bn gl =2
. (n - 2)!
A" Pn(x) = L WL L
(h - n)!
A" Pn(x) = —bn K(O) : 0! =1 (por definicidn)
0!
.o by = A" Pn(x) (21)

Con este mismo procedimiento se pueden obtener los demis coeficientes y

asi tenemos:

n-1 (22)

A Pn-1(x)

bn-1

(23)

n-2

bn_2 = A Pn-Z(x)

reemplazando estos coeficientes por los valores antes obtenidos en la ecua-

cion 13.
(n) 1 -l
Palx) = A" by —K A, kM (24)
., Tt ..
n: (n - 1)
Dando valores a =0, 1, 2, 3,... etc. se pueden evaluar las diferen-

n =
. n n-l . 2 .
cias A Pp, A Ph-1, €etc., obteniéndose finalmente que:
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(2) p2¢,

e (25)

Prix) = flx.) = foK(O) kM an 4

K(K = 1)
2!

fo + K Afo+ 5%Fo % veune (26)

f(xk)

Siendo esta Gltima la formula de interpolacion de Newton hacia adelante,

ue era justamente lo que se queria demostrar.
J q q

IV, DIFERENCIACION NUMERICA

En la solucién de problemas gobernados por ecuaciones diferenciales,es prac-
Fica comin aproximar las funciones continuas de los problemas por polinomios
evaluados en puntos discretos. En preparacion para hacer esto sera necesa-
}io aproximar las derivadas que podrian ocurrir en las ecuaciones diferen -
%ia]es a cualquier orden deseado. En esta seccidon se discutiran los méto -
dos para obtener esta aproximacion por diferencias finitas. Desde que en
ia solucion de estos problemas se usaran intervalos constantes Ax, entonces
1 desarrollo de estas derivadas aproximadas se basard en las formulas de
nterpolacién dadas previamente, las cuales utilizan diferencias obtenidas de las
?tablas de diferencias'' para incrementos constantes Ax entre dos entradas
donsecutivas de la variable independiente (x).
\
Sii nosotros observamos la ''tabla de diferencias'' vemos algunas de las si -

quientes ventajas:

Sirve para decidir el grado del polinomio

Sirve para obtener el polinomio

ZK Sirve para interpolar
* Sirve para evaluar derivadas
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Para ilustrar este procedimiento, vamos a tomar la férmula de interpolacion

de Newton hacia adelante también conocida como férmula de Gregory-Newton.

4.1. PRIMERA DERIVADA (Basada en la férmula de Gregory-Newton)

- . K® - 3K% + 2K
Flxp) = Fot K Aot 8 K)ATFo | 2 A3Fotenn.. 27)
2!

K= —=_"Xe . Ax y Xo: son constantes

Ax

Utilizando el concepto de derivadas en cadenas:

df . df | d K (Regla de la derivada en cadena)

d x d K d x

dK _ 1

d x Ax

df __dFf b (28)
d x d K Ax

Derivando la ecuacién 27 respecto a K,y aplicando lo obtenido en 28, te-

| nemos que:

a2
TN I TR PURE S K2 2) B %iaesen] 20D
d x Ax 2 6

la anterior derivada se puede evaluar para diferentes valores de K, al! cual

. O.
‘ le corresponde un determinado valor de x, asi:

' Para K= 0 —/ Xo

Py
I
N
X
[X)
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Volviendo & la ecuacién 29 vy evaludndola en K =0, se tiene que:

df _ 1 E\fo- 1 a2 4 —1 pof, +‘l
dx |[K=0 AX 2 3

Para muchas de las aplicaciones es necesario poner la anterior derivada en
funcidn de la funcibn oniginal, para eso tenemos que valernos de las tablas

de diferencias, asfi:

L. - [Afo- 1 p%f, # Lo (a%f,- Azfo)]
dx | K=0 Ax 2 3
a1 (af, - 22— 4%, + — Azfl]
Ax b 6 3
= 1 Af, - 2 ( &F, - Af,) + ! ( Af, - Af, )J
Ax - 6 3
=1 |af, - —2— Af, + 22— Afo 4 BFy = —— Bfy
Ax 6 6 3
= ! LIRS RN S . Afz]
Ax - 6 6 3
1
= - T (fy - fo) - == (£, - £;) + (fa-fz)]
Ax L
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Y esta es: La puimera derivada de onden 3 evaluada en K = 0 basada en £a
§ormuka  de intenpolacibn de Gregory - Newton.

Vamos a evaluarla ahora en K=1

e 2 -
df . 1 | pp 42K pop . (K- 6K+ 2) A"’fo+...]
dx Ax 2 6 1
..1d 5 =] I:Afo o a2f, - ARt
dx | K =1 Ax 2 6
1 1 2
= Afy + — A%f, = —— ( A%f, - A*fo)
Ax B 2 6
- D b, 2 a2
. y 1 ” AZF, o+ - A f{l
=T 2
Ax L

]
>
x -—
>

=h

o

+
[onT I -
>

N
-t

]
o |-
>
N
-

—
e

. [Afo & —b (AF, - Af.) = —— (AF, = AF,)
6 6
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]
i
[ > |
—h
o
-+
|=
>
—h
-
)
|=
>
~h
o
1
l_.
o
-h
N
+
L
>
-+
|

Ax 3 6 6

Ax B
B 1
SRS f, - Vg v 2 ¢, - 2 _f -—fa+—F
Ax 3 3 6 6 6 6
df it}
e = 1 - _]—' f3 + fz = L f:]. = "‘_—1 fo (3])
dx 1K=1 Ax 6 2 3 :

Y esta es: La primena derdivada de onden 3 evaluada en k = 1 basada en La
§6nmula  de Lnterpolacibn de Gregorny - Newton

4.2. SEGUNDA DERIVADA (Basada en la férmula de Gregory - Newton)

2
< i PO, N - i ik (usando 1la derivada en cadena)
dx? dk dx dx
a2 f __d_df ) _dk _ _d { ] [:Afo g 221 e o
| dx? dk  dx dx it .08 -
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d2f e 6k - 6 B

= A2F, + (——— ) A%f+ .....

dx? Ax? | 6 |

) _ _
S A2F, + (k = 1) A%F, +....... - (32)

dx? Ax? _ ' J

Si se decide evaluar esta derivada en k = 1, entonces el término (k-1)A3F,
desaparece, y se necesitaria tan sélo saber la segunda diferencia para co-
mocer la segunda derivada de tercer orden de aproximacion usando la férmula

de Gregory - Newton.

Evaluacibn de La segunda derivada en K = 0

—

2
4 = . A2F, + (k - 1) A3, + ...
dx? Ax?
d?f 1 2 3
= A fo _ A fo - 1 - - 2 - 2
—
L - £y -+ o - AFy + AFy + A - AF.
Ax?
1
= - fz-fl-f1+f0-f3+f2+2f2'2f1—fl +f(]
Ax .
d?f 1
= - g + Af, - 5Ff, + 2f, (33)
dx? Ax? '

Bajo este mismo procedimiento y esquema se pueden derivar las terceras

cuartas, quintas, etc,derivadas del orden de aproximacién que queramos
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en funcién de la funcibn oniginal, en el Apéndice A se dan las férmulas para

diferentes métodos y 6rdenes de aproximacidn.

Para ilustrar el uso de estas férmulas, se formulard el siguiente problema a

resolverse por la férmula de Gregory-Newton: Con la tabla de diferencia que
aparece a continuacion evaluar las derivadas primera y segunda en x = 0,0;
x = 2,0 y se defja al Lectorn evaluar Las mismas derivadas en Los puntos
(x = 4,0; k=0,0); (x =4,5 k=20,5).
K x ‘ f(x;) A f A% f A F A*f
0 0,0 50,0
-6
1 1,0 L4 o 30
24 156
2 2,0 68,0 186 120
210 276
3 3,0 278,0 L62 120
672 396
4 4,0 950,0 858 120
1530 516
5 5,0 2480,0 1374 120
2904 636
6 6,0 5384,0 2010 120
Lotk 756
7 7,0 10298,0 2766 120
7680 876
8 8,0 17978,0 3642
11322
9 9,0 29300,0

Para evaluar las derivadas apropiadamente se recomienda tomar las derivadas

hasta una aproximacién igual al orden del polinomio que mejor se ajustaria;

en este caso particular se tienen 10 puntos pero las cuartas di ferencias son

constantes, por consiguiente

to orden de aproximacién. Otra recomendacién es usar k = 0 justamente

aquellos puntos donde se quiere calcular la derivada.

Evaluacidn de derivadas a x = 0,0

La ecuacién 29, pero ampliada hasta el cuarto orden seria:
3k2 - 6k + 2

df 1

S o | Af, + (k- 1/2) A%, +
= fo + ( /2) A*f :

A%,

en las derivadas debe emplearse hasta el cuar-

en



30

: 3 2 _
. 2K - 9k? + 11k 3 AU, + ..Z]
6
i =1 |- 6 - 1/2(30) + 1 (156) - 1 (120{] =
dx 1 3 L

(- 6 - 15+ 52 - 30) =1

Ahora bien puede considerarse otro método, este es, en vez de las diferen-

cias wusar la férmula que usa las funciones, ver Tabla A.T.

LA R L R . e (34)
dx Ax ;
! ‘ b (278)- 3 (68) +4(4k) - 22— (50)

= -1 (- 237,5 + 370,67 - 204 + 176 - 104,17) = 1
1 .

Aqui se confirma que por ambos lados se obtiene la misma respuesta. Para eva-

} luar la segunda derivada se emplea la férmula 32 pero ampliada al cuarto or-
den de aproximacion, asi:
6k2 - 18k + 11
12

)
i L A%f, + (k - 1) A%F, +
dx? Ax?

, : [:30 - 156 + —1) (120{] = - 16

12 12
| ..
|

Segiin tabla A.1 la segunda derivada de cuarto orden de aproximacién, es:

d?f (g, 14 By L 26 £, + - (35)
’ dxz AX2 12 3 2 3 L
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i 11 _(950) - 4 (278) + 12 (68) - 25 (uh) + 32 (50)
v dx? 12 12 3 2 3 12
- (870,83 - 1297,33 + 646 - 381,33 + 145,83) = - 16
Evaluacibn de Las derivadas a x = 2,0
k x f(xj) Af A% f A*f A*f
-2 0,0 f-2 =50
Af-2 = -6
-1 1,0 f-1 = 44 A2f-2 = 30
. Af-1 = 24 A3F-2 = 156
0 2,0 fo = 68 A%f-1 =186 A%f-2= 120
- Af, = 210 A°F-1 =276
1 3,0 f, =278 A fo=  L62 A*F-1= 120
Af, = 672 A*f, = 396
2 4,0  f, = 950 A%f,= 858 A*Fo= 120
Af, =1530 A3f, = 516
| 3 5,0 f, = 2480 A%f,=1374 A*f1= 120
‘ Afg =290L A3f, = 636
I 6,0 fy, = 5384 A*f3=2010 A*F,= 120
v Af, =h91h A%f, = 756
5 7,0  fg =10298 A% f,=2766 A*Fg= 120
. Afs="7680 A*f, = 876
6 8,0 fo =17978 A% f =3642
Afg=11322
7 9,0 f,= 29300
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df _ 1| 210 - —— (462) + —— (396 - —%;—(1205] - 81
dx 1 3

2
.t 1 [ue2 - 396 + —— (120)| = 176
dx? a 12

L.3. DERIVADAS BASADAS EN LA FORMULA DE STIRLING

Cuando se tiene una situacién simétrica de los datos, la férmula de Stirling

se muestra como una de las mas atiles.

2 3 _ o2
FXK) = Fo + k P6F, + —— 8%f, + Kok s, K gt e
2 6 !
df _ _df dk
dx dk dx
2_ 3 o
af 1 USFo + k6%fo + —————3k6 1 se, + == = K_§%, + ....|  (36)
| dx Ax
| df _ 1 uSfs = —— u6%f,
| dx k=0 A x .
B : , 1 y
X k=0 X
L

| Es tarea del lector por transformaciones l1legar a demostrar que:

L - B S £, = *—Z—-f_l g =il (38)
| dx k =0 Ax 12 3 3 12
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La §bmmuka anterion nos hespresenta fa pruimera derdvada de cuarto orden de
aproximacién evaluada en k = 0 wsando La §6rmuka de interpolacibn de

Stinlking.

Ahora bien la primera derivada de tercer orden de aproximacidn evaluada €N

k = 0 darfa exactamente el mismo resultado que el de la cuarta aproximacion,
y si observamos la ecuacién 38 nos damos cuenta que para obtener la deriva-
da de cuarto orden en vez de requerir 5 puntos tan sélo se requieren 4, lo

cual da una gran ventaja al método de Stirling.

}Qué pasa con La primera derdivada de segundo y primer orden de aproximaclén?
!

Partiendo de la ecuacidn 36 y reteniendo los términos hasta de segundo or-

den, se tiene que:

df. o =2—|utt. * ks%f,
dx AXx
R =L (usfe) = — (8F_ , +8f /)
dx [k =0 Ax 2Ax M2 1.2
1 : 1
= ——(f, - fuq + ff = o) = — (f, ~ f-1)
2Ax 24Ax
<l - (5 = fo1) (39)
dx k=0 2Ax

| La férmula anterior demuestra que para la primera derivada de segundo orden

| de aproximacidn evaluada enk = 0 necesita solamente de dos puntos en vez
de tres tal como lo necesitaria cualquiera otra formula, esta es quizas una
de las mayores ventajas del método de Stirling al momento de considerar

una diferenciacidén o integracién. En conclusidon se puede decir que:


ezju.Fi.de
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| = Que en el método de Stirling 1la primera derivada de primer y segundo or-
den de aproximacién son iguales, que la de cuarto y tercer orden también

son iguales.

- Que a diferencias de los demds métodos para obtener derivadas, requiere

un nimero de puntos igual al orden que aproxima.

L. L4, EJEMPLO DE APLICACION DE LA DIFERENCIACION NUMERICA

Vamos a definir primero algunas funciones matematicas que son necesarias

para entender el problema, asi:

i .
\ Funcién corriente = . Se basa en el principio de continuidad, y es una

ZQXpheéidn matemdtica que descriibe el flujo. En la Figura 2, que a continua-
\cién se expone se presentan dos lineas de corriente adyacentes: en un campo
!de flujo bidimensional. Desde que no existe flujo a través de ITneas de
?corriente, podemos permitir que Y(x, y) sea representativa del caudal que

L pasa porn el drea comprendida entre el origen y La primera Linea de comrien-
}Iz Y. Supongamos que Y = 10 m®/s/m y que la siguiente linea de corriente
;sea Y+dp = 11 m*/s/m, luego entonces dy = 1 m3/seg/m vy representard

‘el flujo que pasa entre las dos lineas de corriente.

Y | Y

linga de corriente

7$

¥

e TN AN

Figura 2. Funcion Corriente
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Es condicién y requerimiento que la continuidad sea satisfecha para que la

"funcion comdiente exisita".

Bajo la condicidn anterior tenemos que:

dy = udy - vdx (Ecuacién de continuidad) (40)

Si ¥ = f(x, y), entonces:

dv _ 3y ) dx 5 Y ‘ “dy . d¥ = ‘QE..dx 4.312__ dy (41)
dx 3 x dx 3y dx Ix 3y

Comparando las ecuaciones 40 y L1 podemos concluir que:

e AV (42)
ay

v = o¥_ (43)
X

Por otro lado, vamos a definir la funcidn potencial ¢ como una cantidad
escalar funcidn de x, y, de tal suerte que cuando la diferenciamos con
respecto a una distancia en una direccién particular nos da la velocidad

en esa direccion.

->
> > -> >
v=uvp =22 - L S S : (k)
3 X ay
en donde el vector operador se define como: V = ii-?- + ji-f + ji, K
ax ay 9z

Comparando la ecuacién L4 con la 42 y 43, concluimos que:

u= B0 . W . velocidad en la direccion x
9 X ay
v = 9¢  _ _ av” velocidad en la direccidn vy



36

Vamos a suponer para ilustracién del ejemplo que la funcién potencial ¢ es

conocida en cada uno de los puntos de la malla siguiente en el plano x - vy.
Y
(2,5) (3,5) (4,5) (5,5)
a,5)
2,4) (3,4) (4,4)
(144) - ! (5,4)
(2,3) (3,3) 4,3)
(0,3 : ’ . (5,3)
(2,2) (3,2) 14,2)
(1,2) ] H ] (5,2)
a0 (2, (3,1 (4,) (5,1 X

' Nosotros queremos evaluar u en (2,1). Haciendo una analogfa con todo lo
antes explicado lo que realmente tenemos es el valor de la funcidn en cada
interseccion; Luego entonces el camino mefor para hacer esta diferencia -
elbn es utilizan aquellas (Grmulas que estaii dadas en base a La funcidn
misma. En este caso se requiere determinar la derivada en la coordenada

| (2,1), el método de Stirling serfa el mis conveniente ya que con los dos

puntos adyacentes (1,1) y (3,1) podriamos obtener la primera derivada con

un segundo orden de aproximacion.

b = vt (f1 - f-1)
dx k =0 2Ax
i
. _209¢ e ] -
‘Uz’] = (q)? ] q)-‘ l )

dx y 2Ax =t !
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Aqui la derivada parcial se evalda en el sentido de las x o sea manteniendo

y constante.

Si queremos evaluar la derivada en (1,1) lo mads aconsejable serfa utili-
zar diferencias hacia adelante y si la queremos en (5,1) posiblemente uti-

lizarfamos las diferencias hacia atrds, todo lo anterior expresado grafica-

mente para una mejor visualizacidn se muestra seguidamente:

y A
> <«
U ;r dife- - < .
rZﬁc;a;fe Para evaluar deriva-
hakis _#,,4/””’ das en estos puntos
r N "y .
adelante > - usar "d{ferencias

hacia atnds".

Usar diferencias centrales (Stirling)

Las derivadas se evaluan en la direccidon de los ejes x 6 y, esto es mante-

niendo y o x constantes respectivamente.

|
|
EJEMPLO:
|

Valores de la funcion potencial son dadas en la malla y tabla siguiente.

| Determine usted u(1,1);  v(1,1).
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1,25

1,0 >

0,75

0,50

0,25

o 0,25 0,50 0,75 1,0 1,25 1,50 X
Ax = 0,25
TABLA 1. VALORES DE LA FUNCION POTENCIAL (¢)
X
y
0 6,25 0,50 0,75 1,0 1,25 1,50
0 0  0,003125 0,025 0,084 0,200 0,391 0,675
0,25 0,50 0,494 0,506 0,556 0,6625 0,84k 1,119
0,50 1,0 0,966 0,950 0,972  .1,05 1,204 1,450
0,75 1,5 1,419 1,356 1,331 1,363 1,469 1,669
1,00 2,0 1,853 1,725 1,634 1,600 1,641 1,775

1,25 2,5 2,269 2,056 1,881 1,763 1,719 1,769
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Diferencia Central en k=0

9(1,1) = G = ] i‘_ (f1 = f_l) - —L‘ (fz - f_z)
9.x y Ax 3 12

p—

2 .
0,25 3 (1,641 - 1,634) - : (1,775 - 1.725)]=

- 12
= 0,002
Diferencias hacia atrds en k = 0
v(1,1) = 22 % e Mg, -3y + = fp = —— fus
3y |x Ax 6 2 3
k=0
-1
N B L (1, 600) - 3 (1,363) +_3_(1,05)_— -3—;(0,6625) ~0,7948
0,25| 6 2 )
Otra solucién serfa evaluar esta derivada en K = -1, tal como sigue:
v(1,1) = 22 ) L SR W S L e
3y X Ax L_ 3 2 6
k = -1
1 1 1 1
= (],763) + “"—(13600) - ]’363 + —_(19050)
0,25 3 2 6

= 0,7986
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V. INTEGRACION NUMERICA

La integracién numérica se usa frecuentemente en Ingenieria y en las ciencias
fisicas. Para obtener una sofucién completa a Los probLemas descritos — por
ecuaciones diferenciales parciales es necesario obtener aproximaciones a Las
integnales de la misma manera que es necesario obtener aproximaciones de las

derivadas tal como vimos en los capitulos anteriores.

La integracion numérnica es menos sensible que La diferenciacidn nunéica,
este concepto se ilustrard seguidamente. Supongamos que tenemos dos curvas
(a) y (b) vy que vamos a obtener sus derivadas, y el area comprendida de-

bajo de ellas a través de una integracidn numérica.

(b)

Y
x

Xo 1

Figura 3. Relocion entre diferenciacidn e integracion numerica
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Como ustedes pueden observar la diferencia entre las dos tangentes (tga vy tgR)

relativamente es mucho mayor que la diferencia entre las &reas (AA) debajo de

las curvas a y b.

La integracidn numérica puede basarse en und cualquicha de Las fonmulas de
intenpolacdin disoutidas anteriormente.

El procedimiento de integracidn se ilustra en la Figura 4, en la cual el
drea rayada corresponde a la integracién de la funcién f(x) a través del

polinomio aproximante p(x) entre los intervalos apropiados.

tx) Pa(x)

f (%)

o

Xo X1

- BLX k-

Figura 4. Aproximacidn de una funcién f(x) por polinomios

interpolantes de tercer y cuarto orden respecti-

vamente.
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X + Ax

k + 1 :
AF, (x) = f(x)dx = AJ f(x,) dk, - (45)

k

En la ecuacién 45 hemos reemplazado dx por su valor dado por la ecuacidn L46.

K= X=X o dk 1 > dx = dk . AX (46 )
AX dx AX
k X f(x)
k Xy f(xk)
l:{"i' 1 x.k+1 f().(k-l-l)

Fn fas §6rmulas anteriones se ha expuesto el procedimiento para encontrar

el drea AFo(x) o lo que es lo mismo la integral de la funcidn entre los
hfmites Xy X + Ax; esta integral se puede expresar también en funcidn de

un polinomio interpolante o aproximante f(xk).

En la ecuacidn 45, si utilizamos la férmula de interpolacién de Gregory-

*ewton y evaluamos la integral en k = 0, se obtiene la siguiente respuesta:

1
1 - - =
Fix) = Axf Fix,)dk = Axf [f°+ k by 5 KA1 e RUCT) Ue)
0 0 2!

Do

3!

A3Fo+ ..., ]dk
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1
| . f | 2_
‘A"o £ 4 kb % (S

3_ 2
‘)Azfo + (E___ék_i_gk.)Asfo + dk
2

k‘f

. L=y v k2
= x| Fok + - Af, + (22 ‘Azfo’f(h

l___ 2k~
3 2 )A3fo+...
6

N
N

AF, (X)) = Ax | fo +

S B 7 B 47)

La integral total se obtiene como la sumatoria de los AF,(x); F(x) = ZAF(x)

Parnticulanmente para uwsarn en un proghama de computacddn es muy AL Zener
Las 6mulas de Antegracidn en gfuncibn de Los valores
\6unu’6n Zal como se hace para La digerenciacién.

|valores apropiados en lugar de

ordginales de La
Substitucidén de los

las diferencias resultan en las si-
| 3 - 3 . . -~
guientes férmulas basadas en diferentes ordenes de aproximacidn. EIl

peque-
fio dibujo adyacente a la formula

ilustra el polinomio wusado en 1llevar
a cabo la integracién vy el

|

intervalo de integracion.
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5.1. FORMULAS DE INTEGRACION BASADAS EN LA FORMULA DE INTERPOLACION
DE GREGORY-NEWTON.

Inctuyendo Terceras diferencias (Tercer onrden de Aproximacibn)

7

f
AFO(x»_s://///
)

—1 A X b

— LX p—

f1 f2 f-\'"
3 19 5
AFO(X) = AXE-S*— fo 717 fl - '2—1'— f2+
1
. f
Incluyendo Segundas Diferencias (Segundo onden de Aproximacion)
5 2 1
AFo(x) = Ax|2Fo + — f; - — f 4
(X) X 12 3 i ] 2 (49)
Tncluyendo Primeras Digerencias (Aproxdmacidn Lineal)
A x
AFo (X) = (fo + fl) (50)
2
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Una §0rumula que sirve para evaluar un intervalo sdmple de integhacibn pero
el cuak integha el segundo Lntervalo del polinomio usado en ajustar  los
datos, se obtiene integrando la férmula de interpolacion de Newton desde

k=1 como 1imite inferior hasta k = 2 como limite superior.

1 fe
fo
%/‘/ AF1(x)
X XedAX Xe2AX > X
K= 0 1 2
x + 20x 2
(2 2. &
AF, (x) = f(x)dx = ij flx)dk = Axj(f, + KAfo+ —5—;— A%F, +
X+ Ax . !
3 _ 2 4o 3 2 _
oK - 3kP a2k e KT - 6K 4 TIKE Bk e ) gk
6 24
k2 k3 k2 Kll' k3 k2
| = Ax|kf, + —— Af, + ( - )A%F, + - + Afo+
| 2 6 4 ( 24 6 6 e
2
k5 k‘+ 11 3 k2
( + k - K
120 T = 5 YA F,
1
_ 3 5 2 1 3 33
= Ax fo + — Afc + A fo - ene——— A‘ o 4 Y
2 24 2160 & Fo (51)

Cuando se procede a expresarlas en términos de los valores originales de la

funcion se obtienen las siguientes férmulas, asfi:




f‘l fz"" fi\f4

fo —T

5.2. SEGUNDO INTERVALO DE INTEGRACION

T~

X X+AX X428X Xe38X X+4AX
o 1 2 3 4

Tncluyendo terceras (3a)

//

46

(GREGORY-NEWTON) .

Tncluyendo cuartas (42) diferencias (Cuarnto onden de Aproximacién)

AF,(x) = Ox|- 2—?—23 Fo + ]—(5)%%— f, +

111
+ i fa

= fs +
1080
= 270
FBd g (52)
2160
difernencias (Tercer onden de aproxdmaciin)
AF, (x) = Ax|- B TR lé—-f1 M | F, =
24 24 24
_ 5 (53)
24

de Bessel.

Esta férmula se obtendrd mas adelante empleando la férmula de interpolacién
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Incluyendo (2%) Segundas Diferencias (Segundo orden de Aproxdmacién)
&
f2
f1 pram——
fo r'
ML) = ax |- S Zof e 26 ()
; J/// 12 3 12
| /) .
> X
Tncluyendo Primeras Diferencias (Una §ornmula de extrapolacibn)
o AF (x) = Ax 3 f —'—l—f (55)
1 2 1 g "
. X X+8X X+28X = X

=0 1 2

l
|
|
' 5.3. FORMULAS DE INTEGRACION BASADAS EN LA FORMULA DE INTERPOLACION DE BESSEL

La férmula de interpolacidn de Bessel es ideal para el desarrollo de férmulas

\de integracién las cuales se centran entre datos dados en vez de centrarse en

= ellos mismos. Integrando la férmula de Bessel sobre un solo intervalo Ax nos

lleva a:




Lo

L8

)
4 #fl/ﬁ fa/f‘i/
fz/"T
f1_—
fo /
AF]/Z (x) Q //
)i XeOX Xe2AX Xe3AX X+4AX > X
K= O 1 2 3 4
X + Ax 1 1
2—
\Fy /2 (x) =J f(x)dx = Ax} f(x)dk = Axf l}fl/2 + (k- 172) 8f,/, +(_k2i)lez f1/,
% 0 0
=1 (2K - 3k2 + k) 6° st qgF L (k" = 2k k2 + 2k )

12 24

us* fl/z:l dk

kz k k3 KZ 2 k‘* .k3
= AX k}ifl 2 * ( = mm——— )5 F o, *+1 - )US f + ( - —_— +
/ 2 2 b < % YED 12
2 ! r
k2 43 KS kb k3. K2y o
* —-{E—,S fize ¥ U330 L8 72 MY ) us fl/{[ = AxLufl/z -
0
1 11
— ud?f,y, + us* Fl/, + oeeen (56)
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las diferencias son reemplazadas por los valores de la funcién, las

Cuando
resultan dependiendo del grado de aproximacién usado,

siguientes ecuaciones

asi:

Incluyendo cuartas (o quintas diferencias). Quinto orden de Apro ximacién

f1 fo f1
f-2 -\fz fa

1/ o= X

AX[1] (f"'Z + f3) - _._._3_]_ (f_l + fz) + 401 (fs # fl)] (57)
1

AF (x) =
/2 440 480 720

Incluyendo terceras diferencias . Tercer Onden de Aproximacién. Conocida

tambibn como {6rmuka de Lintegraciin de Stinkling

T

13 1 .
Afl/z(x) = Ax {}Eﬂ (Fo+ f1) - ;;_(f_l + £5) (58)



|
|
|
|
|

50

Incluyendo Primeras Diferencias (Primen onden de Aproxdmacibn)

6F, ,, () = 2X (fo + F) (59)

| COMENTARIOS

' Todas las férmulas de integracidn dadas anteriormente proveen el valor de la

integral de f(x) sobre un solo intervalo Ax. Férmulas de integracion que

incluyan dos intervalos o mds pueden obtenerse de una forma similar, la
dnica diferencia es que el intervalo de integracién va desde k = 0 a k =2,
6 k=-1 a k=1, etc, dependiendo de la férmula de interpolacidn a

usar. La férmula de interpolacién de Stirling es ideal para efectuar in-

tegraciones de doble intervalo ya que se tiene informacién de ambos lados

de aquella entrada donde se centrard la integracién.

5.4. FORMULAS DE INTEGRACION TRAPEZOIDAL Y DE SIMPSON.

Estas férmulas o reglas no son mids que simplificaciones de las ya anterior-
mente descritas; asi, las férmulas 50 y 59 es simple y llanamente la

férmula de integracidn trapezoidal. Vamos a obtener la regla de integra -

cién de Simpsan usando los siguientes procedimientos:

5.4.1. NEWTON HACIA ADELANTE INTEGRANDO EN DOBLE INTERVALO

f(x) 4




X

i

X + 2Ax

Ax | f

4 2

k? K3

‘Jr f(X)dX = AXO f(xk)dk igf(f° + kAf, +

k2

51

ok +

Af°+(6 =

L

2 -
(K=K )a%f,) dk

2

32 - 24,
Ax |2f, + 2(f1 - fo)+ (—‘z‘T") (Af1 - Af,)

Ax{Zfo

5.4.2.

1

+2f) - 2f0 + ——

(fz - fl) . (fl -

f2) }

fo + 4f + f

USO DE STIRLING

f(x) 1

f2 zfl fo
- 3 + :
f(x)

1

Ax

Ax

2
)A2f:} = 2f, + 2Af, + (_2_ - —i:“)Azfo
_lo

(60)
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x+ 2Ax

1
6

//rf(x)dx =

+ —— 82§, = Ax|2f, + —l-azfo

52

1

1
k2 k2
A%J/;(xK) dk = [ (fo + kudfo + —— §%f,)dk= Ax|fok +
-1

X -1 2
1
5 k3 .2 B 1 1
pof, + 8°f, = Ax ¢ f, + X (Gf_l/z + Gfl/z )
6 2 2
-1
1 2 1 ] 1 2
+ —82F, - |- fo + — x (8F-2/2 + 8Fy,, ) - — &82f,
6 2 2 6
& 1 1 1 2 1 1
3 it —_ § R A -

= Ax|2f, + —— (8, ), = 6.1/, )

3 3

—

1
Ax [2f, + "'1-‘ (fl - fo) - (fo - fa ) = Ax 2fF, + _.]_. f'l - fo_
3 3 3 3
PR T ) SR L Y S I
3 3 3 3 .
Ax

fo1 + bLf, + f,

(61)
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Como se puede observar las dos respuestas coinciden.

5.5. ALGUNAS REGLAS APLICADAS A LA DIFERENCIACION Y A LA INTEGRACION PARA

AUMENTAR EFICIENCIAS EN LOS CALCULOS.

- Para evaluar wuna derivada en el borde de una malla dependiendo del senti-

do de la diferenciacién puede utilizar Newton hacia adelante o hacia atras
centrando la.derivaciéon en k = 0. En un punto interior de la misma malla
la derivada puede evaluarse centrdndola en k = 1 6 k = -1 segiin use Newton
hacia adelante o hacia atrds respectivamente; y la formula de Stirling es
una de las mas convenientes para este mismo caso, esto es para evaluar pun-

tos interiores.

Si usted toma las férmulas que dan las derivadas por el método de Newton
hacia adelante y multiplica las funciones y los coeficientes por (-1), ob-
tiene inmediatamente las derivadas por el método de Newton hacia atras,

asi como ejemplo tenemos:
Newton Primera derdivada fercen onden de Aproxdmacién

Hacia adelante

af U IR TP | I
dx |k =0 Ax 3 2
Hacia atréas:
df
.. 1 1. 3 . 11
= - f + f - 3f_, + — f
= -3 -2 1 °
dx k 0 A 3 2
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Si en la férmula de integracién basada en Newton hacia adelante se cambian
los signos de los sublndices de la funcién, se obtiene la férmula de inotegra-

cién por Newton hacia atrads; asl:

Fénmula de Integracién de Newton incluyendo Terceras diferencias

| a) Hacia adelante b) Hacia atras
i, 2 B o
/ T aFo (x)
—> >X
- 3 19, _ 5 1 _ 3 19 _ 5
AF, (X) = AX[—gfo'i‘ 2411 thz + . fa| ; AF, (X) = AX 8 f ot ——th-l o f_2

| 5.6.  EJEMPLO APLICADO DE INTEGRACION NUMERICA

Continuando con el mismo ejemplo expuesto en la diferenciacidn se pide cal-

0,75,

cular los valores de ¥ en cada punto de la malla {y =0,25, 0,50,

‘1,0 y 1,25) a lo largo de la linea x = 1,0 si v(1,0) =0




0,75
Ay =0,25

0,25

C,» C;

el indice i

55

o 0,25 0,50

1,25 1,50

—_—]

0,75 1,0

Ax = 0,25

(v
ay .

A

> w:/%i——) dy +C,
~ ¥

e

y la variable y

> wﬁi/ éjﬁl%> dx + G,
y\dy /4

(62)

(63)

Son constantes de integracidén. Si identificamos la variable x con

con el indice J, podemos escribir que:

(64)
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i+1

Viey T[(22-) ax + (65)
, i\ oy /x : ;

Como el problema pide evaluar las integrales a lo largo de x = 1,0, sig-
nifica que las x 6 i permanecen constantes, y l6gicamente varfan las vy
o lo que es lo mismo las J; de acuerdo con lo anterior debemos aplicar

la férmula (64).
5,6.1. PROCEDIMIENTO PARA LA SOLUCION DEL EJEMPLO.

¢

1) Evaluacién de la derivada ( oy b en cada punto que necesitamos. De

acuerdo con el enunciado del problema hay que evaluar la derivada an-
terior a diferentes valores de y ,y centrdandola en aquellos valores de

x dados por las coordenadas x(1,0), x(1, 0,25), x(1, 0,50), x(1, 0,75)
x(1,0, 1,0), x(1,0, 1,25); como se trata de puntos internos la fér-
mula a utilizar mds apropiada posiblemente sera Stirling cuarto orden

de aproximacion:

u(1,0) = 99 1 tfé— (f1 - fo1) - L (f2 - f-2)
3 12

12 (0,391 - 0,084k)- —— (0,675 - 0,025)| = 0,6009

0,25 |3 12

u(1,0)

' |2 (0,844 - 0,556) - —— (1,119 - 0,506) |= 0,5637

u(1,0,25) =
0,25 | 3 12
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4(1,0,50) = —" |2 (1,204 - 0,972) - —— (1,450 - 0,950)| = 0,4520
0,25 | 3 12
S0, 0, JB) 2 (1,469 - 1,331) - —— (1,669 - 1,356) |= 0,2637
0,25 3 12
1 2 1
G (1,1) = —— | —=-(1,641 - 1,634) - —— (1,775 - 1,725)| = 0,002
0,25 | 3 12
w(1, 1,25) = —— | —2(1,719 - 1,881) - (1,769 - 2,056) | = - 0,3363
0,25 3 12

2) Evaluacion de la Integracion.
La visualizacidn grafica de este proceso, asi como su evaluacién se mues-
tra seguidamente:

Y
w=-3363

.25 N

v=.0020

Loe

uz.2637
075

v=.4520
0.50

v=5637

025 -

v=6009

0.25 050 0.5 /’a.oo 125 150
\1;(’,0)=0
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- Evaluacién del Primer Intervalo delntegracidn

k y f=(—§§-y Af AeF A%f A F A°f
0 0 0,6009
- 0,0372
1 0,25 0,5637 - 0,0745
- 0,1117 - 0,0021
2 0,50 0>4520 - 0,0766 0,0053
- 0,1883 - 0,0032 - 0,0117
3 0,75  0,2637 - 0,073k4 -0 006k
- 0,2617 - 0,0032
4 1,00  0,0020 - 0,0766

0,3383

5 1,25 -0,3363

Como se puede observar las segundas diferencias llegan a ser casi constantes

luego se podrfa aproximar la integracidn a un segundo orden.

Gregony - Newton Tntegraci6n segundo ornden de aproximacidn (Primer Intervalo)

¥(1, 0,25) = Ax[}é_fo P = iy ——1-f€] + ¢ (1,0

12 3 12
5 2 1 ; _
= 0,25 |—2 x 0,6009 + — x 0,5637 - —— x 0,4520| + 0,0 = 0, 1471
12 3 12

— Evaluacién del segundo intervalo de Integracién

Gregony - Newton Integhacibn segundo orden de Aproxdmacidn

5
w1, 0,50) = Ax| - =+ 2 f +2-F| o 4@, 0,25)
12 12

s
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0,6009 , 2  ,5637 + —2x 0,4520| + 0,1471
12 3 12

0,25

0,1285 + 0,1471 = 0,2756

Gregony - Newton TInteghaciln tercer onden de Aproximaci6n

w(]’ 0’50) = 0’25 - 0,6009 + ]3 X 0’5637 + 13 X 0,“520 == 0,2637—|
12 24 24 24 _J

+ 0,1471 = 0,1473 + 0,1471 = 0,2944

Como se puede observar al usar las terceras diferencias da un valor lige-

ramente superior que las segundas diferencias y esto es de esperar; pero

con el primer intervalo calculado vamos a tomar como

para ser consecuente
También puede apli-

respuesta la dada por el segundo orden de aproximacion.

carse Bessel con tercer orden de aproximacién dando el mismo resultado que

Newton segundo orden de aproximacién (0.1285), el Lector debe verifdicar es-

te altimo resultado.

- Evaluacidn del tercen Intervalo de Integhacién

Gregony - Newton segundo ornden de Aproxdmacién como un segundo intervalo

desplazando k

f2 + W(1, 0450)

v(1, 0,75) = Ax |- —e 4 2+
12 3 12

0,5637 + 2 X O,QSZO + 2 X 032637 + 0’2756
12 3 12

0,25

0,09106 + 0,2756 = 0,3666

it
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Bessel Quinto Orden de Aproxdmacin

(fo + fl)

p(1, 0,75) = Ax M tp s Fa) - ——él(f_l + f2) + a0
1440 480 720

L (0,6009 - 0,3363) - -—31-(0,5637 + 0,0020)+
1440 480 '

+y (1, 0,50) = 0,25

0 (0> 4520 + 0,2637{] + 0,2756
720
= 0,09102 + 0,2756 = 0,3666

tomo se ve las respuestas coinciden.

Evaluacibn del cuanto 4intervalo de Integhaciin

Gregony - Newton segundo onrden de aproximacién evaluado como un sequndo

intervalo desplazando R

0,4520 +
12

Pp(1,1) = Ax |- LR -3—-f1 ¥ ~§—-fz + y(1, 0,75)= 0,25 [}
12 3 12

0,03474 + 0,3666

20,2637 + = o,oozo:} + 0,3666

3 12
= 0,4013
Evaluacibn def Quinto Intervalo de Integracin
Gregony - Newton hacia atnds Primer onden de Aproximacibn

w1, 1,25) = 2% (Fo 4+ 1) + 9(1,1)
2

L2 1. 0,3363 + 0,0020) + 0,4013
2

= - 0,04178 + C,4013 = 0,3595
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En la siguiente Tabla, se muestra un resumen de los valores obtenidos

para u(1, y) y v(1, y):

TABLA 2. RESUMEN DE LOS VALORES OBTENIDOS PARA u y ¥

y u(1, y) p(1, y)
0 0,6009 0,0000
0,25 0,5637 0,1471
0,50 0,4520 0,2756
0,75 0,2637 0,3666
1,00 0,0020 0,4013

1,25 - 0,3363 0,3595
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EJERCICIOS

1) Derive las ecuaciones de la Tabla A.2, dadas en el Apéndice A. Tome

2)

3)

como base las siguientes ecuaciones:

Diferenciacion basada en Stirling.

2 3 _ i R
Flx) = Fo +KISFo + S §7F0 & = S Fo K = B g, #aes
2 6 24
df (% 1 2 3 _
df (Xk) _ U8f, + k6%Fo 5 _3KI= 1 s3f. 4 2k® - K gugos...
dx Ax 6 12
d*F0) L L] 62f, + kus®fo + 6K%- ) gug, .,
Ax? 12

d)(2 L

P
) ! P83 fF, + k8o + ...
dx3 Ax3 L
n
g f(Xk) = ] akfo + ...
dx* Ax"
L

Derive la ecuacidén 57 baséndose en la ecuacién 56 dadas en el numeral

5.3.
3
Dada la siguiente tabla, encuentre la integral J’ f(x)dx.
2
Qué orden de aproximacion se necesita con el fin de obtener una respues-
ta exacta asumiendo que los datos se ajustan a un polinomio. Una vez de-

terminado el polinomio, verifique que el resultado de la integracion es
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exacto, por comparacién con la integracién de este polinomio con los

mismos 1imites.

X 0 1 2 3 L 5

f(x) 0 L 30 120 390 780

L) Derive las férmulas de integracidn para los dos casos que se presen-
tan inmediatamente usando un polinomio de cuarto orden. Las férmu-

las no deben incluir diferencias.

flx) 4

2>

£(x) 4

AN

AN
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VI, SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Las ecuaciones diferenciales parciales son expresiones matemdticas que re-
presentan una Ley Fisica vy esta Ley Fisica es la base para el planteo de

problemas en Ingenierfa.

Si una funcién U es dependiente de dos o mas variables como x, y, y t las
derivadas de U con respecto a x, y, y t son derivadas parciales y la ecua-

cion envolviendo tales derivadas se llaman ecuacdiones diferenciales par-

clales.
2 2
a°U + 0"y _ ou (66)
o x? dy? dt

EL onden de una ecuacibn digerencial parcial es igual al orden de la de-
rivada mas alta, en el caso de la ecuacién 66, serfa una ecuacién diferen -
cial parcial de segundo orden. Una forma de escribir una ecuacién diferen-
cial de segundo orden con dos variablés independientes xy y es la si -
guiente:

2 2 2 \
8 U " 2312 3 U + 852 a U + Fl(x, v, U, 3 U , ___B_U__) - 0 (67)

ox? oxdy dy? ax oy

ari

Una ecuacidn diferencial se designa como lineal si cada término de la ecuacién
es de grado 1 o cero, y en el término donde concurran la variable dependiente y
una cualquiera de sus derivadas, debemos sumar sus exponentes a fin de calcu -
. S o°U . ; ou
lar su grado, por ejemplo el término N es de primer grado mientras que U(gy-
| es de segundo grado ya que debemos sumar 1 por el exponente de U y 1 por el ex
U B

ponente de X

Cuando cada término en la ecuacién contiene la funcién U o sus derivadas la e-
cuacion es homoQénea, si este no es el caso, la ecuacién es entonces no ho-

mogénea, asi:

n2 2
x-24U 9t LW Lu=o0 (68)

ax? dy? dx

(Ecuacién homogénea)
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U
9y

(69)

+

+ U+ f(x,y) =0

(Ecuacibn no homogénea)

fl(x, y) es el término no homogéneo y puede ser también una constante.

6.1. EJEMPLO DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Muchos de los problemas reales que se encuentran en los campos de Ingenierfa

y Fisica son bidimensionales o tridimensionales y ademds de eso dependen tam-

bién del tiempo, y la dnica manera de expresarlos matematicamente es a través

| de una ecuacidn diferencial parcial.

6.1.1. ECUACIONES TIPO LAPLACE

Para su deduccién se utilizaran las ecuaciones fundamentales de continuidad y

vorticidad y la Ley de Darcy, asf:

Ecuacibn de Continuidad en 3 - DimensLones:

3 (pu) , 3lov), d(pw) _ _ 3P
9 x ay 9z at

(70)

en donde u, v y w son las velocidades en las direcciones X, Yy, Z Y t es el

tiempo, p es la densidad.

Eouacibn de Vornticidad (E) ~-

> > >
i o K
o5 ) AW LAY pl ow oW
e d 9 3 = i - - L
S VxE=Cur1 V= —— i dy z -9 9 X 9z )+
ax ay dz
MPEL R
v u
u \Y w K(ax' ay)
Si nos circunscribimos a un campo bidimensional la vorticidad en la direccion
i . > , 0V duy _
| z es cero, o lo que es lo mismo K ( 5= By) =0, K# 0
| dv du
X T oy (71)
Si en la ecuacidén 70, hacemos p = constante, esto es, la densidad no varia
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con respecto a la presién ni con la temperatura y ademds no varia con respec-

to al tiempo y si adicionalmente la escribimos en dos dimensiones queda redu-

cida a:
)
o2y V)~ o o # 0
ax ay
ou oV
* =0 (72)
ox ay

Si diferenciamos la ecuacién 72 con respecto a x:

92u d%v
> + =0 ) (73)
ax axay

Si diferenciamos la ecuacién 71 respecto a y:

- + =0 L
oy? 9y 9x (7%)

Si ahora multiplicamos la ecuacién 74 por - 1y sumamos las ecuaciones 713y

74 , se obtiene:

82w, _ 3% _
ox?2 9Xd Yy
2 2
°fu 3%V _
dy? dyox
d32u 32 u , . .
+ =0 (Ecuacibn #ipo Laplace en u) (75)



Resolviendo esta dltima ccuacidn que es de tipo Laplace por cualquier método,
en el cual las diferencias finitas es uno de ellos, obtenemos u Y en base a

las ecuaciones 73 Y 74 se puede resolver ahora para V.

| Otra ecuacién a lograr es derivando la 72 respecto a Yy, VY la 71 con respecto

a x, y efectuando la suma.

32y i 8%y

90y dy?
+
2 2
_ 9 u + d°v =0
9yad X 3 x?
2 2
3°v ., 3V _g (Ecuacibn tipo Laplace en v) (76)

ax 2 3 y?
Otras ecuaciones tipo Laplace son las referentes a las funciones corrientes

‘p) y potencial ( $) y cuya deduccién se expone  a continuacion:

Lo 29 3y (77)
3 x ay

v ow B = - oY (78)
oy 9 X

Derivando la ecuacién 77, respecto a X, Y la 78 respecto ay, Y efectuando

la sumatoria:

92¢ _ 9%y
ax? dyad X
+

3% _ _ _3v

3 y? axay

2 2
3%¢ , 3¢ . (79)
3y
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También se puede demostrar por el mismo procedimiento anterior que:

2 2
3 ¥ .3 ¥ .o (80)
3 x? 3 y?

Otra ecuacién importante es la que describe el flujo a través de medio poroso.

Asumiendo un medio saturado, densidad del flujo constante y no variable -con
respecto al tiempo la ecuacién de continuidad 72 es aplicable.
au 9V

+ =0
3 x ay

Necesitamos otra férmula que describa el movimiento del fluido a través del

medio poroso, y esta es la Ley de Darcy:

> 3h> 8k T . 3h
V = - kVh =-k (ax i+ Sy ) i k) (81)
P > + - 3h~> 93h > 3h
V = ui +vj + wk == k(=—1i+ j o+ k)
9 X ay dz
_ . oh (82)
G5 s g R 8=
ax ay 9z

en las férmulas anteriores estamos suponiendo que k (permeabilidad) es la mis
ma en todas las direcciones, esto es, el medic es isotrépico y homogéneo. El
signo menos (-) en las férmulas anteriores es requerido debido a que la canti-
dad k es una constante positiva y ef agua se mueve en La direccién de la carga
piezométrica (h) decreciente o £o que e4 Lo mismo el flujo ocwue en La direc-

cibn del potencial decreciente.

Sustituyendo la Ley de Darcy dentro de la ecuacién de continuidad obtenemos

que:
0 L Bhy . Bhy g
3 X ax ay oy
2 2 2 2

CAfh 2B s k(2R 9h ) -0, k# 0

dx? dy? ax? dy?
3%h 3 %h ) .

+ == =0 (Ecuacibn £ipo Laplace) (83)
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6.1.2. ECUACION BIDIMENSIONAL DE CONDUCCION DEL CALOR EN ESTADO NO PERMANENTE

2 2
(8T+8T)=8T (84)
3 x2 93 y? 3t
k
o - (85)
P
T = temperatura
k = conductividad térmica
p = densidad del medio en donde se transmite el calor
CP = calor especifico del medio
o = coeficiente térmico de di fusividad
X, y = coordenados
t = tiempo

6.1.3. ECUACION DE LA CUERDA VIBRANTE

2 2
LS PSP i 1B (86)
at? 3 x?
y A

Esta ecuacién es aplicable a pequenas vibraciones transversales de una cuerda

flexible, tal como la cuerda de un violin que estd localizada originalmente

a lo largo del eje x y posteriormente se pone en movimiento. La funcién
y(x, t) da el desplazamiento de cualquier punto x de la cuerda en un tiempo

T .2
a2 = —— s en donde T = es la constante tension en la

(t). La constante

cuerda yp es el peso por unidad de longitud de la cuerda.
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6.2. DETERMINACION DE LOS DIFERENTES TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES PAR-
CIALES (EDP)

%.2.1. Ecuaciones de Segundo Orden

ecuaciones diferenciales parciales vya

sean numéricos o né dependen del tipo de ecuacién con que se va a tratar.

Una ecuacidn diferencial es hiperbélica, parabdlica o eliptica si caractenis-

ticas reales y distintas, coincidentes o Amaginarias respectivamente existen.
es a través del descriminante de la
EDP con-

Una manera de verificar lo anterior
ecuacién. Muchos autores dan medios para determinar el tipo de la

teniendo segundas derivadas, aqui vamos asumir a tal efecto una ecuacion

general.

afxx + b fxy + cfyy = dlx, y, f, fx, fy) (87)
d2f 32f 2
fxx = N f B ——— fX = 9 f/Z)xE)y
ax? W dy? 4

en la cual a, b, ¢ podrian ser cualquiera funcidn de (x) o (y), d, podria
ser también tal como lo indica el paréntisis una funcién de las primeras

derivadas, y de la funcidén misma ademas de (x) vy (y). E1 tipo de ecuaciodn

se define de acuerdo a:

hiperbélica si b? - hac >0
parabdlica si b? - hac =0
eliptica si b? - hac <O

Los ejemplos simples mds comunes de los tres tipos de ecuaciones anteriores
son:
- Ecuacién hiperbélica de la onda

2 a 2
CIUN o AP (88)
ox? at*

fux = fre = 0,
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- La ecuacibn parabdlica unidimensional de difusion.

=0 2
fxx - ft = 0, 3 F - af = 0 (89)
ax? ot

- La ecuacién eliptica de Laplace para flujo potencial

2 2
fo + fyy =05 2—— 4 2Lo=0 (50)
yy = -
x y

Las denominadas canactenisticas representan curvas a través de las cuales las

derivadas son discontinuas, estas se muestran en la Figura 5.

YA
CURVAS CARACTERISTICAS

Pendientes

Pendientes

’ .
Figura 5.- Curvas caracterisiiccs
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En los puntos Py Q las derivadas son discontinuas. En los casos de ecuacio-

nes elipticas las caracteristicas son imaginarias (no existen) y por consi-
guiente las derivadas encima de cualquier curva en la regién son Gnicamente
determinadas por las funciones debajo de la curva.. En el caso de ecuaciones
hiperbGlicas las caracteristicas son reales y distintas y por consiguiente
las derivadas (que son discontinuas a través de las caractenisiicas) por en-
cima de cualquier curva en la regién no 4on Gnicamente determinadas por la

funcién debajo de la curva.

En los casos de EDP de segundo orden tal como la ecuaciéon 87, la continuidad

de las derivadas puede ser constatada por el siguiente procedimiento:

1.- Regla de Las diferenciakes totales, esto es, tomando las diferenciales to-
tales de f, vy fy.

Consideremos la funcién z = f(x, y), entonces:

_ 9z dz
dz = —+ dx + 5y dy (91)

La misma ecuacién anterior puede obtenerse aplicando la Regla de Las deni-

vadas totales, la cual a su vez usa la regla en cadena.

dz_ _ 9z dx + 92 dy s dz = dz A 4 dz

3 x ax dx ay dx 9 X 3y

dy

Como se puede ver; los dos métodos conducen a la misma respuesta. Ahora
aplicaremos cualquiera de los dos procedimientos anteriores para obtener

las diferenciales totales, asi:

2 2
ate) = £ dx+ o dys (2D 2T e 2 LY (92)
Y ax  x? 9X0y
- - Cg(0fy. 2%f _3%f
d(fy) = fxy dx + fyy dy; df ay“)“a_xay dx + — dy (93)

2.- Combinacién de las ecuaciones 92 y 93 con la ecuacion 87:
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a fy+ b fyy +cfyy =d (87)
fuxdx * fixydy =d (fx) (92)
' nydX + fyydy =d (fy) (93)

Tenemos aqui un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas,

las cuales se pueden escribir en forma matricial, tal como sigue:

- _ - — - -
a b c T f d
XX
dx dy 0 Py _ d(f,)
0 dx dy f d(f )
yY y
L _ L _ {1 _
AX=d
A = Matriz de los coeficientes

Matriz de las incégnitas

[o
]

Matriz de los términos independientes

(9%4)

(95)

3.- Por el teorema fundamental de Algebra lineal, "Una (niea soluclbn existe
para el sistema AX = d precisamente cuando el comnrespondiente Sistema
Homogéneo AX = 0 tiene solamente La s0lucién X = 0", luego entonces pa-

ra que exista una solucién diferente a la dGnica, el determinante de la

matriz A debe ser igual a cero; por consiguiente si el determinante es

cero, caracteristicas reales existen a través de las cuales las derivadas

son discontinuas.

.- Fijacién del determinante de la Matriz A igual a cero.

a b c

det |dx d 0
y R L A O DR K dx
0 dx dy dx dy 0 dy 0

= a (dy)? - bdxdy + c(dx)? =0

Dividiendo por (dx)?, tenemos que:
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dy, 2 d
a(—aﬁ- - b di +¢c=0 (96)

y esta ecuacién 96 es la llamada "Ecuacion Caracternistica, y nota-

mos ademds que es cuadrdtica, resolviéndola tenemos:

d /
LA b- + /b2 - Lac (97)

dx 2a

Esta ecuacidén para dy describe las pendientes de las curvas en un
dx '
plano x - y 1llamadas "Curvas caracteristicas". E1 discriminante de

esta ecuaciobn sera:
A =b?% -4 ac : (99)

Este discriminante indica si habrd cero, una o dos curvas caracteris-
ticas a través de cada punto y se constituye en un medio de clasificar una
ecuacién diferencial parcial de segundo orden. Si A > 0 tenemos una ecua-

cidn hiperbélica y dos reales y distintas caracteristicas existen.

% b " /b2 - hac

= m (P) =
dx 2a
ds
Y - malel 5 b-/b2~l4ac
dx 2
2a
Si A =0 1las dos caracteristicas son coincidentes dando origen entonces

a la llamada ecuacidn parabélica. Si A < 0 no reales caractéristicas

existen .y la ecuacidn es eliptica.



75

‘ 6.2.2. Ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

\ ’ . ; . ;
| Para determinar los tipos de los sistemas de primer orden, iremos a tra-

‘ vés de un procedimiento similar a las de segundo orden. Para tal proposi-

| to consideremos dos sistemas de ecuaciones simultdneas y cuasilineales.

a, fye + blfy + Cigy + digy = e (99)
azfx + bzfy + c,gx + d,gy = €5 (100)

J en donde los coeficientes a;, by,..... ,8, podrian ser funciones de x, y ,
' fyg. Las diferenciales totales de las funciones f(x, y) y g(x, y) vienen

’ dadas por:

| df = fx dx + f, dy (101)

Comb inando 1las ecuaciones 99, 100, 101 y 102, tenemos el siguiente siste-

ma escrito en forma matricial:

— = " —
a b1 < d1 fy e,

fy e,
asz b, ¢ d2 - (103)
dx dy 0 0 - of
0 0 dx dy | |%Y ] dg

Si igualamos el determinante de la matriz de los coeficientes a cero, ob-

tenemos la "Ecuacibén Caracteristica". Para aprovechar los ceros de la

Ifnea inferior vamos a expandir el sistema matricial anterior alrededor

de esta linea, tal como sigue:
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= - — s
b d b
8, 1 { aj 1 €1
- dx a b, dy | + dy | 32 b, €, | =0
dx dy 0 dx dy 0
\ | - - —

—
[«)

-
[

-
o
(e}

b, d
- dx dx 4 1
+ dxdy + dydx =
2 d2 a, dz bZ e
a C
- dy dy =
az Co g

\ -(dx)?(b,d," b,d,) + dxdy (a,d, - a,d,) + dydx (b;c, - b, c,)-(dy)*(a,c,azc;)=0

‘ multiplicando la anterior expresién por (-1)

i (aje, - aye,) (dy)® - dxdy (a,d, - a,d, + byc, = byc,) + (byd, = bydy) (dx)? = 0 (104)

Dividiendo la expresion anterior por dx?

ke jx (a - a,d, + b,c, - b,c;) + (byd, - b,d;) =0 (105)

ajc, - azcy) ( dx) 14,

Tal como en el caso de las EDP de segundo orden, las caracteristicas de la
ecuacién 105 son reales y distintas (ecuaciones hiperbélicas), idénticas (pa-
rabdlicas) o imaginarias (elfipticas) si el discriminante:

2
A= (ald2 - a,d, +bc, - b,c,) =~ h(alc2 - azcl)(bld2 - bzdl) (106)
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es positivo, cero o negativo; por consiguiente el uso de la ecuacidn 106 pro-

vee un medio para clasificar sistemas de ecuaciones diferenciales parciales

de primer orden. .

Como un ejemplo vamos a considerar las dos EDP de primer orden para flujo

potencial la cual combinadas resultan en la ecuacion de Laplace.

u = % .. 9 o ¢x - =0
ax dy Y

y= 00 . oY 5 b + V. =0
ay X

Compardndolas con las ecuaciones 99 y100 respectivamente obtenemos los coe-

ficientes:

a1=], b1=0, C1=0, dl ="1

a,=0, b,=1, ¢c,=1, d, =0

Sustituyendo valores en la ecuacién 106.

= 2
A = [1 x 0 - ox(-1)+ 0 x1-1x é] - 4(1x1-0x0) | Ox0 - 1x(-1)—J = -4
o

Y por consiguiente, como ya sabemos, el sistema de ecuaciones que describe el

flujo potencial es eliptico.

Como un segundo ejemplo, vamos a examinar la ecuacidén de continuidad y la
ecuacidén del movimiento para el caso de flujo unidimensional no permanente en
canales abiertos o Ecuaciones de Saint - Venant; para tal efectc tomemos de
Henderson (1966) las ecuaciones 8—9 y 8-12,

9¢ —9S 4 v W4 ¥ ., g(So - sf) (107)

oX oX ot
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| Dy sl 4 @ v , 58S _ (108)
ox ox ot

en la cual ¢ es la velocidad de una onda gravitatoria en la cual su longi-
>

tud (L) es grande en comparacién con la profundidad del agua (y), ¢ =/"gy

v es la velocidad del flujo, So'y Sf son las pendientes del fondo del ca-

nal y linea de energfa respectivamente.

‘Comparando las ecuaciones 107, 108 con la 99 y 100, obtenemos:

[ =2,b =0, c =v, d =1

o))
I

a,=2v,b,=2, ¢, =¢, d,=0

Reemplazando estos valores en la ecuacién 106.
- -2

A= l2cx0-2vx1+0xc=-2x tJ - L4 |2c x ¢ - 2v x vV

.

0x0-2x1| = (-4 v)?+ 8(2c? - 2v2) = 16 vZ + 16c - 16v* =

L -—

=16c?2> 0

Conclusidn la ecuacién de Saint-Venant es de tipo hiperbdlico.

6.3. REPRESENTACION DE LAS ECUACIONES

Una manera de visualizar los problemas planteados es a través de figuras como

las siguientes:

el problema debe enmarcarse o ence =

1.~ Para las ecuaciones elipticas
debidamente

rrarse en una regién limitada por condiciones de borde (BC)

prescritas.
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CB

CcB
cB /

/ cB X

2.- Para las ecuaciones de tipo parabélico, uno de los bordes permanece abier-
toy a t=20 la condicién de borde toma el nombre de condicidn inicial
(ct)

t
abierto
IR cafith obs -
(o) CB
~ A/
Ci x

3.- Para las ecuaciones de tipo hiperb6élico se tiene una regién para t > 0 com

pletamente abierta. Generalmente se especifica la funcidn y una de sus de

rivadas como condicién inicial y para resolver la ecuacién habria necesi -
dad de especificar las condiciones de borde, como ejemplo, para el caso de
transito de crecientes en rios utilizando las Ecuaciones de Saint-Venant

se especifican las condiciones de borde aguas arriba y aguas abajo del mis

mo.

Region t > 0

T TX

Cl (la funcién + derivadas)
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EJEMPLOS

Determine el tipo de la siguiente EDP. También indique si la ecuacién

es lineal o no.

fox * Ty + fyy =0

b? - bac = 0 - 4 x 1x1

-4 <0 es tipo eliptica y lineal

Determine la regién en el plano xy para el cual la siguiente EDP es

eliptica. De qué tipos son fuera de esta region?.

fxx+2y fxy""(l-xz) fyy =O_

a=1
b =2y
c=1-x2

b2- hac = hy? - b x 1. x(1 - x2) = by - L + 4x?

2

b%- hac = 0; 4x? + 4y? =14 > xZ2 +y? =1 Ecuacién de un circu-

lo con centro en el origen y radio = 1

HIPERBOLICA

b2 - hac >0 ; . . xZ+y?2>1 hiperbdlica
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b2 - hac < 0; . . x%2+y?2<1 eliptica

EJERCICIOS

1.- Determine el tipo de las siguientes EDP. También indique si las ecua-

ciones son lineales o né.
a) fxx - fx 'fyy =0
b) fXX + f:yy + (fx)z * (fy)z =0

c) fxx + fYY + (fx)z + (fy)z = ft

) Jf d s f
d) —— + =0
) 5y {9 3% ) s (9 =
e) fyx + fyy = g(x, y)
2.- Determine la regidn en el plano xy para el cual las siguientes EDP

son elipticas, &éQué tipo son fuera de esta regién?

a) fux * fyy +v fx = x fy + x*f - 3xy =0

b) x fux + 2y fyy + fyy =0

c) vy fxx + 2xfxy + 3fyy + Ky -y fy Foyf - a” =0

VII. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE TIPO PARABOLICO

Aqui vamos a tratar las soluciones de estas ecuaciones aplicando las
técnicas de diferencias finitas. Existen también los métodos tradi -
cionales 1lamados analiticos o soluciones cerradas, pero
que estan supeditadas o restringidas a ecuaciones lineales y a condi -

ciones de borde también lineales. Cuando se trata de condiciones de
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1 borde diffciles es necesario ver y resolver las escuaciones por métodos numé-

ricos ya sea a través de las diferencias finitas o a través de los elementos

finitos.

' 7.1. Métodos Explicitos de Solucién
|

' Tenemos la siguiente EDP tipo parabdlico:

( 3%f ) _( 9 f ) A 1)
- 10
3 x% /t ot X J
Se trata de una EDP tipo unidimensional y no permanente (ya que
depende del tiempo, g: )
- t-t, t ,
At Calculo aproximado
t // Puntos envueltos en
N / , el cdlculo por el
. Método explicito
. k 5 e
ty 3 2 Condicidon de
(At de borde v
ondicion de M,k
borde , At
vo’k
tk-l-l
X
Xo xi-l/lxi* Xir1 X T t
k
do . - . . . x.—.
condicidn inicial -1 X; -
X = Xg . : Puntos envueltos en el
—_— = — cidlculo de las diferen-
Ax cias de las distancias.

x : Puntos envueltos en el
cdlculo de las diferen-
cias de tiempo.



83

t
\
o
| 1 Son conocidas
k por las condi-
f;_i ciones de bor-
kT Lde iniciates.
(k+1) K
£, O f
i |
‘ k+1
\ :
k k
, " 7 1:i+1 )
T f?k') ék ) (F ) X ¢ k1 desconocida vy
i-1 i i+l i es la que va-
| mos a buscar
1
|
X = Xo .
= ——"— ;x,=0 i = =2 i=0,1,2...M
Ax AX’ ’ ’
t - to
k = ,t=0 k=......1:_—. =
e o At,k 0, 1, 2...N
|
|
n2
l G—jLi;J = (——Ej;—J Ecuacidén Parabdlica a resolver
\ ax ot
t X
L 32¢ f - 2f, + f_q .
| ( ;) = ( 1 . 7 Aproximacién de la segunda derivada por
A 4
| sl 2 % t Stirling segundo orden de aproximacion.
\
| of foo- T
i (*—W—J = ( - —~) Aproximacidn de la primera derivada por
‘ ot X 4 "X Newton hacia adelante primer orden de

\ aproximacion.

| Para escribir la primera derivada tan <6lo el método de Newton hacia ade -
lante puede usarse ya que tan sélo conocemos f, por las condiciones de borde

iniciales.
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() . (=) o
ax* 4 ot /x
k K 4 K T
fi+1 - 2fi + fi-l _ {9 '
Ax? At
FR ok A ek ek (110)
1 1 AX2 I+ i -
k+1 k k k k
fooo=fp #Alf, -2+ ) (111)
At - o
A= < 1/2 Criteriopara obtener estabilidad en la
Ax%: T solucién).

La diferencia entre la solucién de una EDP hecha por la aproximacidn de
diferencias finitas y la solucidn exacta en cualquier punto de la malla se

conoce como "errorn Local de discretizacidn (w), esto es:

w=f - v . (112)

E1l método de las diferencias finitas se dice que converge si w > 0 a medi-
da que Ax y At tienden a cero. Se ha probado que una condicidn su-

ficiente para la convergencia del método explicito es que 0 < A < 1/2,

EJEMPLO

Consideremos una barra aislada con una distribucidn de 1a temperatura ini-
cial a t = 0, teniendo sus puntas que son subsecuentemente mantenidas a otras
temperaturas las cuales podrian ser funciones del tiempo. La distribucidn

de temperatura U(x, t) en la barra a cuaiquier tiempo t > 0 podria encon-
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| trarse definiendo variables adimensionales apropiadamente y. asumiendo que
las propiedades fisicas de la barra permanecen constantes. El problema pue-
de entonces describirse por la siguiente ecuacién diferencial, y las si-

guientes condiciones inicial y de borde.

t 1
T
Solucion
Condicidn de
borde « ulxs ) | condicion de borde
u(0,t)= g(t) EpE
? go U(l, t) = gl(t)
du - 924
ot X
0 Condicion inicial 1 X
u(x,0) = f(x)
' 2
0 = O , para0< x<1, 0<t< T. (113)
ot ox?
u(x,0) = f(x), 0<x< 1 (114)
u(0,t) = go(t), 0<t< T (115)
u(l,t) =g (t), 0 <t < T (116)
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Aqui en este problema f(x) es la condicién inicial, g,(t) y g,(t) son las
condiciones de borde, estas Gltimas son muy simples puesto que especifican
la temperatura en los terminales de la barra; existen otras condiciones de
borde mucho mis complicadas por ejemplo las que envolverfan las derivadas

de la variable dependiente.

Como ejemplo vamos a resolver este problema de conduccién de calor con las

simples condiciones f(x) = 0, g, (t) = 100. Arbitrariamente escojamos Ax =
At _ 0,01 _o0,01_1

AxZ  (0,2)* 0,04 4

0,2y At = 0,01 el cual corresponde a A=

Reemplazando valores en la ecuacién 110, tenemos que:

k k k
f. - 2f, + f.
gk, fim 20 T i (117)
1 i L
C&lculos para i = 1 basados en la Ecuacion 117.
k=20
. fy - 2f + fq i
fl - fl " 1 & 0% 0 2x0 + 0 _ 0
1 L L
<= £ 2f) + fl
- 1 o -
g L. 0m 2x0+ 100 _ oo
: L 4
k =2 )
3 _ 2 f -2 +f 0 - 2x25 + 100
= + - 2 = X = o
=y L 25 4 T 37,750
k =3
£ - 2f0 + f) ,
f: = fi + 2 3 °= 37,5 + 6’25 - Zx37’5 + ]00 = 1{5,3]
4 L
k=4 4 4 y
fr - 2f; + f
1 ° -
ERTIN _ 5,31 4 06 - 2x5,31 % 100 _ gy 4y
1 1 l |
k = 5 5 5
fo - 2f) + f ”
1 o - 3
£6 = F2 + = 51,17 + 21,57 = 2xlpll 20 56,05

} . L 4
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En la Figura 6 vy Tabla 3, . se muestra un resumen de los calculos.

Si la condicién inicial y las condiciones de borde no coinciden en las coor-
denadas (0,0) y (1,0), la funcién u(x, t) tendrd discontinuidades en esas
esquinas y la pregunta es: iCudl valor se le debe asignar por ejemplo ‘a
u(0,0)?; parece razonable en tal caso usar el promedio aritmético de los
valores dados por f(x) cuando x + 0 y go(t) cuando t -~ 0. En este caso en
particular los valores de u(0,0) y u(1,0) han tomado el valor de la condi-
cién inicial, esto es, (0) y la razén es que la barra toda, incluyendo sus

puntas por el hecho fisico mismo debe estar a una misma temperatura.

Tabla 3. Resumen de los Resultados de la Distribucién de Tempera-

tura en la barra con respecto al tiempo.

Subindice Subindice relativo a la

relativo al Distancia, i.

tiempo, k. 0 1 | 2 3 L 5
0 0 0 0o - 0 0 0
i 100 0 0 0 | 0 100
2 100 25,0 0 -0 25,0 100
3 100 37:5 6,25 6,25 37,5 100
L 100 45,31 14,06 14,06 45,31 100
5 100 51,17 21,87 21,87 51,17 100
6 100 56,05 29,19 29,19 56,05 100

Como se ve, el resultado es una gradual difusidén del calor en la barra la

t
cual se evidencia por el incremento en la temperatura. Claramente, otros

valores de Ax y At pudieron haberse escogido (sujeto @ la restriccion

~é£~ < 1/2) habiendo producido valores similares a los aqui obtenidos.

Ax* T
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Para que usted observe y aprecie el fendmeno de Mnestabilidad" haga el mis=

mo ejemplo anterior con At = 0,04, Ox = 0,2, de tal suerte que A = 1,0.

g
¢ 166 56,05 29,19 29,19 56,03 04
’ 21,87 [81,17
. 51,17 |21,87 |21,87 |S117 |
48,31 |14,06 ]14,06 [45,31
4 100 ! ! : —100
_go(')..__——-» -<—-g‘(f)
S 37,5 6,28 16,25 §7,5 -
25 0 0 25
-l— 2 100 100
at=0.01
o [
1 100 2 9 100
l //u(qow
K=0 -l- T

tx30 0 ) 0 o 0

i =0 1 2 3 4 5

X o0 oz ©04 06 08 10

, —"‘Ax=o.z“’—
Figura 6. Representacidén grafica de los valores

obtenidos para la barra por el Método

Explicito.
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7.2. METODOS IMPLICITOS DE SOLUCION (Remueven 1la restriccion A < 1/2)

th'

cB

(9e1)  (941)  (ue1)
fil 6 fisl 1

Jal < i
IR0 R L
=0 L
! (9) (9)  (J) ‘\\ X (i, d+1/2)
ti-1 ti fisl
i CcI ¥ ty
1 Xi=1 Xi Xiel
o : Puntos envueltos en el calculo de las dife-
renciaos de distancics
2 . . Punt M | cdiculo de las difa-
0f _ 3% (Ecuacibn a nesobven] g Aot sttt s e e i
ot 9 x?
j+1 i ji j+1 j+1 i j J
A i T MO 1T AR SN (- 2f o+ fi, |
PR L S =1 5 4 G -1 ) (118)
At sz sz
0 = es un coeficiente de ponderacién, 0 < o < 1

Si o0 =0, la ecuacién 118 se reduce a:

TR A f, -2f 4l
! s & e : (Método explicito)

At Ax?




90
Si o =1
j*r J+ j+ j+1
Foo-f f, - 2f 4 f
! = : (119) (Método Implicito)
At ' Ax?

La estabilidad provee 0 > 1/2, de acuerdo con esto el método implicito es
estable porque ¢ = 1 pero el grado de aproximacién es de primer orden y por

consiguiente no es mejor que el grado de aproximacidn del explicito.

Si o= 1/2 (Método de Crank - Nicolson)

s s j+1 j+1 . : :
j*1_ ¢] j*r o] J L el J
fi 1’Ir _ (fi+1 2fi + fi-1) L (fi+1 2fi + fi_1>
At 2 Ax? .2 A x?
| Multiplicando por At
¥ ] j+1 j¥1 J+1 J i J
A S O TS I e SR SN L SO S
i i 2 Ax2 i i i 2 Ax? i i i
1 lamando:
X = At
Ax?
j+1 J A Jj+ Jj+1 j+1 . 3
- = = J J J
fl i 2 i+l 2fy fi-l i+1 2f5 + Fa
2f 1 - o2F) = AFIFY - aafdte afdt oaafd - el o+ o)
| I i+1 | -1 i+1 i i-1

1 j+1 jH1_ BER Y g - = ] J
2f ] AEIPL e aafe afHL < 2f] e af] ) - af] s A
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_ T4l j+1 _ “j+1 = H - _j .j
A+ 20 ) £ M = Af w200 - )f Haf,
Dividiendo por  A:
T j+1 j+1 j ¥ J j
_PT 20w g g a0 ) o, (120)
-1 A [ 1+1 1=-1 A 1 1+1
f! + 2(1_ -2 )-fi + f! = b, (es un término conocido)
i-1 A i i+l i :
2(1 42 ) _ A
A
J'+1 . 3 i .
R S (121)
i-1 i i+1 i

| Al tener o = 1/2 estamos realmente evaluando la derivada con respecto al
tiempo en el punto (i, jit+ 1/2) y estamos utilizando para ello los puntos
f€+1 y f% lo cual da un segundo orden de aproximacion de la primera deriva-

da segldn Stirling.

El paso siguiente es escribir la ecuacién 121 para cada incognita. Como un

ejemplo tenemos la siguiente malla:

0
t 4




para i

para ‘i

para i

para i

para i

para i

a f2 - f2 = b1
1 2 .
j=2, (f3)
2 2
af, - fg = b,
“ 2
j =2, (f3 ) ?
2 2 —
a fg - f, = b,
j=2 o I
J , (f“)
2 2
af, - fg =b,
=2, (F N
i= 2 "
2
a fs - f = b5
. 2
J'=23 (fs) ?
af -f> =b

’
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Fo

]

0

0

(no existe)

(no existe)

(121)
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- L d - . .
. Entonces tenemos para esa primera 1inea de calculo, J=2, las siguientes

ecuaciones:

af? - f2 = b
1 2 1
| - f2 + af? - f2 = b
‘ i 2 3 2
1
| - f2 4+ af? - f2 = b, (122)
: 2 3 L
\ 2 2 2
‘ - f3 +af, - f; = by,
\
\
- fy +afi- fo= b,
- f: + af§= bg
En una forma matricial la podemos escribir, asf:
T
flv bl
2
- £2 b,
2
3 by
fz
: = b, (123)
f52 b5
f
6
L ] : b
- ek s —_—
l Af=b (124)

La matriz A se llama tridiagonal debido a la forma que tiene. Este sistema

tridiagonal de ecuaciones. puede resolverse a través del algoritmo de Thomas

que se basa en el método tradicional de eliminacidn de Gauss o también 1lama-

do de sustitucion, y cuya solucidén a través de un programa de computacidn se

muestra en el Apéndice B. En una forma general el sistema matricial dado

or la ecuacién 123 puede escribirse como sigue:
|
I
\
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a -1 f bi

1

-1 a -1

f b,

-1 a -1 ‘

= . ~ (125)
-1 a -1

-1 a fn bn

viII. APLICACION DEL METODO IMPLICITO DE CRANK-NICOLSOH A
PROBLEMAS EN INGENIERIA.

8.1. Teorfa de consolidacidn de los suelos:

Si se aumenta la carga que actla sobre una capa de . suelo saturado

y altamente compresible, como por ejemplo una arcilla, la capa se comprime
y expulsa agua de sus poros. Este fendmeno se llama Consolidacibn.  Va-
mos a ilustrar el procedimiento a través de una capa de arcilla doblemente
drenada a la cual se le aplica una carga AP a través de un terraplén;

iCudl es la ecuacidn que rige el proceso de consolidacién wunidimensional?.

El desarrollo de esta ecuacion se basard enlas siguientes hipdtesis:

1.- La capa de arcilla estd saturada y doblemente drenada

2.- El peso de la arcilla es despreciable respecto a la carga inicial P,.
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P =

que transcurre el tiempo, la presidn

la presion total.

fl=y &)

Consideremos

un elemento del estrato de arcilla de area unitaria

| 3.- La capa de arcilla estd en equilibrio antes que la sobrecarga AP sea
aplicada, significa que no hay presién de poros en exceso, esto
es, se ha disipado.
bbb e
Presion en exceso a un tiempo t.
{ 1 1 4 4 ge——=n
Yo eTg o 2o T R A _ Presion hi-
Arenc -o,- Flc o0 e,y Ly ;‘>\"}o. 'I\;; 2 £o LA Y drostofica
& . Q“c ¥ e '\\'.\3 iE o 2 QJ permanente
o Zy 44y P g s
4t
IR L
Arcilla " \
. Presion efectiva inicial Presinvg inicial
& l’ ‘ l j_ soportada por los gra- hidrostaitqa
va nos de suslo en exeso
7 ({/{ZA g
Car g T e gt . - > s
A A O A Ao R A I
»a‘,_-p',__ e -\7'.‘9_‘\7..).3"
Arena = L ,
Figura 7.- Diagrama de presiones parad el problema de consolidacion
u = presién hidrostdtica en exceso a un tiempo t cualquiera. Siempre
es cierto o se cumple que:
P =P +u (126)
1

presién efectiva soportada por los granos de los suelos. A medida
de poros en exceso (u) se va di-

sipando debido al drenaje y entonces P tiende a P1 , siendo esta Gltima

(127)

y es-
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pesor dz, y vamos a determinar el agda que drena o que sale por la
parte superior del elemento que hemos tomado y cudl es el agua que

entra por la parte inferior del mismo elemento en un intervalo de

tiempo dt.

fQs W

] L i = f(x, z)(Gradi T

i £<;é;/ A aH ( (afadlente g[draullco)

il di = gi— dz + < dx
dz o .

1 - di = di, + di,

for u‘%%dz

~P

X

La parte superior del elemento estd sometida a un gradiente:

iy 5 (128)

dz

La parte inferior del elemento estard sometida al gradiente.

9i
. = . . = . — Z‘
|Z+dz i+ d|2_ P + e dz (129)
u
Y. ‘ (13

u = presidn hidrostdtica en exceso.

Reemplazando la ecuacidén 130 en 128 y 125:

iz - oh _ 9 ( u | = 1 ou (131)
9z 9z Yw Yw 0z
o 2
g, =1 b2y wo] L I " Y _ 4z (132)
. z 9z Y 9 z Y 3z2.
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Para determinar el caudal que en un tiempo dt drena, usamos la ecuacion de

| Darcy:
Q. =kiA =k L CIR (133)
s z Y d
| " ’
\ _ _ -1 du :
V_ = Volumen = Q_xdt = K x 1 x dt (134)
\ s 2 Y dz
w
| 1 du 1 3%u
Qi k iz+d7 A= k( + dz)x 1 (135)
B YW 32 Yw 822
2
Yy = k x L, 2N x 1 x.dt + k L gy x1 x dz x dt (136)
Yw dz Y 952
W
Volumen que drena en un tiempo dt.
2
A g+ 2 g -5 24 g5
Y, z Y 0z L 9z
2
Vi-Vg= Y% = < Sl . (137)
Yw 922
Al drenar determinado volumen de agua l6gicamente habrd una reduccién en
el espesor del elemento, considerado esto, habrd un asentamiento (AH) de

!Ia columna de suelo. Como relacionar el volumen desplazado con el asenta -
‘miento A H ?

|

‘Vo]umen de asentamiento = AH x A = AH x 1 = volumen desplazado

Luego:

M=y, =k R dy (138)

Necesitamos ahora otra ecuacién para AH con el fin de relacionarla con la

anterior.
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Supongamos que tenemos nuestra columna de suelo con una relacién de vacios

Curvas de consolidacioén

tica o lineal.

. . 3 e - . T
nicial o, un volumen de sGlidos de 1 y una seccidn transversal tam-
bién de 1; estas dos dltimas suposiciones son muy comines de aplicar en
Mecanica de Suelos. E1 proceso ylas comparaciones se muestran en la figura
siguiente:
MU TR TR B s
1 pd AK
be e -t - - ——-
& ¥ vacios
V=lite, dz Estrato compresible
Vsl solidos
- 1
1 _6 :'k < ., b
=", < o - @
Figura 8. Comparacién del asentamiento de un estrato o muestra de
suelo de espesor dz, con los cambios en la altura de
una muestra cuya altura inicial es 1 + e,.
AH Ae Ae
= - AH=——4d, (139)
dz 1+ e, 1+ €

tipicas se muestran a continuacidn a escala aritmé-

4
a, = - Ae _ _ _de (140 )
AP dpP
L x de=-adP (141)
$
b a, = coeficiente de compresibi-
: 1idad.
4]
U =

p (presion de consolidacidn)
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Reemplazando el valor (d e) de la ecuacidn 141 en la 139:
a, dP
o Bl = e 2 (142)
1 +e
Volviendo a la ecuacién 126 y tomando diferenciales
P1 = P + u = constante
dp =dP +du=0 > dP =-du (143)
Reemplazando este valor en la ecuacién 142.
a du
MH=—Y — — dz (144)
1+ ¢
Pero la diferencial total del exceso de presién hidrostdtica se puede ex-
presar matemiticamente, asi:
u= f(z, t)
du au dt _, _ du dz .
= ; pero z no varfa con t, luego:
dt at dt 9z dt
.4z _ 0
dt
ou :
du = dt (145)
ot
Reemplazando este valor en la ecuacidn 144,
3y au
AH = dt dz (146)

1+ ¢ ot



Igualando

y esta es la ecuaciodn
presion

tica,en forma

100

las ecuaciones 146 y 138.
2 a
X i dz dt = v L
T, 9z2 1+ € ot
du _k (1 + e 92u
2
ot a, Yw 0z
CV iy (1+¢e) = coeficiente
ay 'Yw
au_ . c, 3%u_
ot 5 22

de poros (u)

de Terzaghi

unidimensional.

dt dz

de consolidacion

que rige la variacién dindmica de

o lo que es lo mismo,del exceso de presion

(1475

la

hidrosta-
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8.2. EJEMPLO DE APLICACION DEL METODO IMPLICITO DE CRANK-NICOLSON

Este ejemplo consistird en desarrollar una solucién computarizada de un
problema practico de consolidacién aplicado al campo de la Ingenieria Civil,

utilizando el método implicito de diferencias finitas de Crank-Nicolson.

Enunciado del Problema

Un terraplén de una carretera ha sido justamente colocado en un sitio hime-
do por debajo del cual existe un estrato de arcilla de 30 pies (9 m) de es-
pesor el cual empieza 20' (6 m) por debaho del terreno. Un estrato de arena
existe debajo del estrato de arcilla el cual estd bajo presion artesiana,
suficiente para elevar el agua 15'(4,5 m) - por encima de la superficie
del terreno antes de colocar el relleno. E1 peso del relleno o terraplén
causard un incremento de la presién de 4O libras/pul? (275.800 N/m?) .

9%P | varfa li-

El coeficiente de consolidacién C, en la ecuacidn O = e i
. ot vV 3y

nealmente desde 1 x 107° piesz/seg (0,0929,)(10'5 m?/seg) en el fondo del
estrato de arcilla hasta 0,8 x 107° pies?/seg (0,07432 x 107° m?/seg) en el

tope del mismo. La solucién debe proveer la distribucién de la presidén to-
tal en la arcilla en un tiempo de 50 dias para intervalos sucesivos de 2
difas. En la férmula anterior P es igual a la hidrostatica mas la presion

hidrostatica en exceso.

| | RELLENO
15'(4.5 m.)
| .
20' (6 m.) ESTRATO DRENANTE
30' (9 m.) ARCILLA

ACUIFERO ARTESIANO
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DESARROLLO DE LAS CONDICIONES INICIALES Y DE BORbE

Antes de colocar la sobrecarga del relleno, el estrato arcilloso se encuen-

tra bajo las siguientes condiciones de presidn hidrostatica y artesiana.

Yuw X 20 = 62.4 x 20 £ 1248 libras/pfe?

I
|

4056 libras/pfe?

n

Q.
7
-
1

=y, X 65 = 62.4 x 65

exceso de presién hidrostatica= 40lbs/pul?

el

.
=
]

e————

P2 21248 Ibs/pie? - N

4O x 144 = 5760 1bs/pie?
30'

50¥w ., 15%w
1 +

-

P1 24056 Ibs/pied ————————»

¥

CONDICIONES DE BORDE

Antes que se desarrolle el exceso de presion de poros y una vez que ésta se di-
sipe las condiciones hidrostdticas permanecen, lo que se incrementaria serian
los esfuersos efectivos; siendo asi, las condiciones de borde en la parte in-
ferior del estrato serfan P, = 4056 Ibs/pie? y en la parte superior

P, = 1248 1bs/pie”

CONDICION INICIAL (t = 0)

Al colocar el relleno sobre el suelo, la sobrecarga de 5760 lbs/pie2 segln
la teorfa de consolidacién, es agarrada por el agua de los poros y no por
los granos de suelos, dando origen a una sobre-elevacidon de la presidn hi-
drostdtica instantaneamente en una cantidad equivalente a la sobrecarga;
este aumento de presion hidrostdtica o presién de poros varia o se va disi-

pando con el tiempo, y entonces de la misma manera los granos de suelos iran
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asumiendo la sobrecarga; bajo este razonamienton las condiciones iniciales

al aplicar la sobrecarga serfan las siguientes:

je— r =1248 »e W = 5160 ——~———>|

31 4128 t=h

>

i
Y
}_ ¢.6956
f—————— P1=4056 52 W =6760 —
P=x+u
P, _ P
papP, - (——"-2—)y+u
5 ( 30 Y
g2 '
b = Los6 + 5760 - (H0PE.= 1288y 9816 - 93,6y
P =9816 - 93,6 v 30 (148)
En términos generales podemos decir que la ecuacidn 148 es:
P=C, =-Cay+u - (149)
P="Ply, t)
u=uly, t)
Derivando parcialmente la Ecuacidn 149 con respecto a y
ap - C2 + iR, > oy - L + C2

oy oY oY oY
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tomando segundas derivadas

2 2

3 u _ 0o°P (150.)
3 y* 3 y?

Derivando parcialmente la Ecuacién 149 con respectc a t.

3P _ . _9y , 9y

L=

ot at Jt

pero 9 Y _ 0 ya que y no depende de t

Jt
luego:
du P '
= — (151
at ot
Lo anterior significa que en la ecuacién general que rige el exceso de pre -
. . - ou 9 “u A w
sidén hidrostatica, —gz—-= Cy oyZ ? puede usarse en vez de u la presion to -

tal, P, el anterior razonamiento nos faculta entonces a utilizar la ecuacion,

3 P 3°%p ,
, tal como lo plantea el enunciado del problema.

COEFICIENTE DE CONSOLIDACION (CV) Y SUS VARIACION RESPECTO A LA ALTURA

C,, (parte inferior del estrato de arcilla) = 1 x 10°° pies®/seg = 0,086h
pies?/dia.

0,8 x. 10" ° pies’/seg = 0,06912

C, (Parte superior del estrato de arcilla)

pies?/dia.
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-

Variacion del Coeficiente con la altura:

0.06912
4 T
. _ _,0,0864 - 0,06912
: ¢, (1) = 0.0864 ( T )y
30 3 | 0.0864-0.06912
| U/—\my (siendo m la pendiente e igual a — 30' )
|
y.
| Cv(l) = 0.0864 - 0.000576 y
«~— 0.0864 —u—, :

(152)

DESARROLLO DEL OPERADOR Y EXPOSICION DEL PROBLEMA

En la siguiente Figura se muestra el esquema a utilizar por diferencias fini-
tas asi como las condiciones de bordes.

tA Figura 9. Esquema de diferencias finitas a utilizar para la
solucién del problema de consolidacidn de suelos.
NT=26
CF;P1=4056'
CB; P2=1248 ibs/pie
/(porto superior del estrato)
__L i | ’
2 dias
- Puntc discontinuo en 2 405649816
T donde P=6€6936(bs/ple = 2
Punto discontinuo en donde
- P 4128 ibs/pis?
s -
(Ja1)  (U81) (Je1)
A pi-1 I:i Pisl o
2 |— ¥
/ \____0'31/2
_f_. ———— c— — cm——— cm— c— cramm—— PR ———
1 1 l‘l M A 1 1 i 1 “ 1 1 1 ¥l 1 1 1 } S, | 1 5=0 Jow
Yoo 2 3 (J) (v) () N=31
| ——n Pi-1 L Pi«l

v e

Cl, PESEI6-93,6y
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Desarrollo del operador a utilizar en la solucién computarizada

2
3P _ . %P

9t \ ay2

1

- opd*t 4 p*! pl - 2pd 4 p
1 1+1 ] 1=

Pg+1 - Pg Pgii i-1
=0 ( 2y + (1 -0)

C At Ay?

Ay2

Método Implicito de Crank-Nicolson: o = 1/2

R ™| j+l j+1 j+1 j _ j J
1 Pi Pi B Pi+1 + 2Pi + Pi-l 1 Pi+1 2Pi + Pi-l
= ( ) + ( -]
c, At 2 Ay? 2 Ay?
. t C
1 1 A v 41 T+l " . . ;
pIF el - — (P71 - 2PJi+ " P{fi + Pl -2kl e Rl )
2 AY? '
Bt .
Ay2
pitt o pd - O CIASTPT S ALY LUV IS Ry S
i i 2 i+1 i i=1 i+l i =i

o | j¥r j+1 j+1 j _ ] j

ZPi 2Pi cvx Pi+1 chk pi + CVA Pi—1+ CV}\Pi+1 ZCV)\Pi + CV)\Pi_1

Do A pIth g gpdth 4 g A pdtt oA pdtt S oapd o o2pd - 2c AP+ c AP
Y i-1 i Y i Y i+1 v i-1 i v i v o i-

1
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ovapdth e 2(1+CVA)P€+1 s ovapdtl ccwapd |+ 200- CvPp Oy P1_
-

1+1

Dividiendo la expresidn anterior por CvA

- Pt o+ 201 4+ CM Pj+1 PJ'+1 o R 2(1 - ot Pg + P{_l
i-1 —_—— P, -Pi, =P — e
c A . ' ! CvA

Definimos ahora algunos coeficientes, A y Al

C A

Ao 2y )
C.A
v
2(1 - Cv>\)
By = -
CVX
en donde A fue definido previamente como
A = At
Ay?

y asi obtenemos el operador siguiente

-t o+ Pt - LS N SR (153)

i+1 i-1 11 i-1

CALCULOS DE LOS COEFICIENTES A y Ay PARA EL EJEMPLO EN CONSIDERACION

Se ha decidido tomar DAy 1 pie

At

2 dias (imposicién del problema)

bajo estas circunstancias, tenemos:

C A 2 2
A:2(1+V)=_£__+2=_2__’1_A}’_+2= 2>(‘--!-—+2= 1+2
C A CA C. At C x 2 CV
v
1
A(l) = ——  + 2 (154)
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de la misma manera:

1 _ (155)
Cv(l)

A1(1) =

Se ha colocado Cv(l) debido a que este coeficiente va a variar con la al-
tura y, en este caso varia con los indices i que estdn asociados a las al-

turas.

DISCONTINUIDADES EN LOS PUNTOS P(T, 1) y P(N, 1)
Aqui en estos dos puntos caben 3 opciones:

1.- Que como el terraplén no se coloca todo simultdneamente, ai colocar las
Gltimas capas ya se haya disipado algo de la presion hidrostatica : en

exceso.

2.- Que no se haya disipado nada de la presidén hidrostdtica en exceso tal

como la considera la teorfa de consolidacidn.

3.- Que en los extremos del estrato de arcilla ya se haya disipado la pre-

sion hidrostatica en exceso.

Como un compromiso y posiblemente la solucidn que menos error darfa serfa
la primera,y en ese caso en los puntos P(1, 1) y P(N,1) se tendrfan las

siguientes presiones hidrostiticas totales:

P(1, 1) = 4056 + =780 _ 6936 1bs/pies?
2
PIN, 1) = 1248 + 2750 _ 4158 1phe/pies?

2

En el Apéndice B se muestra un diagrama de flujo, el listado del programa y

la solucién completa del problema de consolidacién en mencion.



109
IX, BIBLIOGRAFIA

Ames, W. F. 1977. Numerical Methods for Partial Differential Equations.
Academic Press. Segunda Edicidn.

Carnahan, B. et al. 1969. Applied Numerical Methods. John Wily & Sons.

Conte, S. D, De Boor, C. 1980. Elementary Numerical Analysis. An Al-
gorithmic Approach. Mc Graw-Hill Book Company. Tercera Edicion.

Dahlquist, G, Bjarck, A. 1974. Numerical Methods.Prentice - Hall, INC.

Daugherty, R. L, Franzini, J. B. 1977. Fluid Mechanics With Engineering
Applications. Mc Graw - Hill Book Company.

Hildebrand, F. B. 1974. Introduction to Numerical Analysis. Mc Graw-Hill
Inc. Segunda Edicion.

Henderson, F. M. 1966. Open Channel Flow. Mac Millan Publishing Co, INC-.
New York.

Jeppson, R. W. 1981. Notas del Curso CE 753 '"Numerical Methods' ensefa-
do en Utah State University, Logan, Utah.

Jeppson, R. W. 1980. Notas del Curso CE 655 ""Open Channel Flow'" ensefiado
en Utah State University, Logan, Utah.

Mc Niven, H. D. 1980. Notas del Curso E-230A 'Engineering Analysis' en-
senado en la Universidad de California, Berkeley.

Mitchell, J.K. 1979. Notas del Curso CE-122 "Soil Mechanics and Founda-
tion Design' ensefiado en la Universidad de California, Berkelcy.

Scheid, F. 1968. Theory and Problems of Numerical Analysis. Schaum's
Outline Series, Mc Graw - Hill Book Company.

Sowers, B. and Sowers F. 1970. Introductory Soil Mechanics and Founda -
tions. Mac Millan Publishing Co, INC. New York. Tercera Edicion.

Wylie, C. R. 1975. Advanced Engineering Mathematics. Mc Graw - Hill
Book Company. Tercera Edicidn.



APENDICE A

FORMULAS QUE DAN LAS DERIVADAS APROXIMADAS
POR DIFERENCIAS FINITAS PARA DIFERENTES
METODOS DE INTERPOLACION
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Tabla A.1. Aproximacién por diferencias finitas de las deriv

adas

la férmula de interpolacién’de Newton hacia adelante.

derivadas han sido evaluadas en K =0

basadas en

Todas las

Orden de

Aproximacién de la derivada por diferencias
Aproximacion -
- finitas
Primera Derivada, df/dx
12
d 1
LI
dx Ax
4= LA B N T
dx Ax
3 __‘_j_f_=._l_(_%_f3 ..__23._f2+3f1..___1lf0)
dx Ax 6
he df _ 1 1 4 25 _
—;; —Ax ( Tfl'+-_:’,—f3 -3f2+l¢fl"T2——f°)
Segunda Derivada, d?f/dx?
o 2
2 Lo Lr, - 2f, + 1)
dx Ax
o 2
3 df (- f5 + 4Fp - 51 + 2f0)
dx? Ax?
o 2
“ A B L i R e 28 £14-33- 10)
dx? Ax? 3 3
Tercera Derivada, d*f/dx®
3= d3f _ 1
dx? B Z;E(fa - 3f, + 3fy - o)
he o d¥r Vg o3 . .5
EF: Axa( 5—Fu + 73 12f, + 9f, 3 Fd
Cuarta Derivada, d“f/dx"
L2 d'f 1

TR (f, - bf, + 6f, - 4f, + ;)
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Tabla A.2. Aproximacién por diferencias finitas de las derivadas basadas en
la férmula de interpolacién de Stirling de diferencias centrales.

Todas las derivadas han sido evaluadas en K =0

Orden de Aproximacién de la derivada por diferencias

Aproximacioén finitas

Primera Derivada, df/dx

2% d 1
L=l - fa)
dx 2Ax
4o df _ 1 . Fo 2 _ B f-2
pouliyoi e e nlt Sl M+ A
Segunda Derivada, d?f/dx?
e 2 '
2 A (F, - 2f, + f_1)
dx? Ax?
e 2 f fa2
4 df: L (— ];+ l;fl—g fo +——’;——f_l—.l-—..-)
dx?>  Ax? 12
Tercera Derivada, d°®f/dx?
° 3 i
4 CF 1 f2 e e, - 2
dx®  Ax® 2 £
Cuarta Derivada, d"f/dx"
L= d*f 1

X AX
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Tabla A.3. Aproximacién por diferencias finitas de las derivadas basadas en
la férmula de interpolacién de Gregory-Newton hacia atras. Todas

las derivadas han sido evaluadas en K =20

Orden de

. g Aproximacién de la derivada por diferencias finitas
Aproximacion

Primera Derivada, df/dx

12 TR
o = B o - )
22 dfF _ 1 3 ) 1
dx ~ Ax ( 2 Fy = 33 * — f-2)
32 dfF 1 11 3 o
- g ot m fos)
e df _ 1 25

4 f-u
dx Ax T2 fo - 4f_1 + 3f_2 - —-;—-f_a + _—l{_)

Segunda Derivada, d?f/dx?

o 2
2 d'f = L (fo - 2f_; + f-z)
dx? Ax?
) 2
3 d°f -1 (2f0 - 5f_, + 4f., - f3)
dx? Ax?
Le d°f 1,35 26 19 B . o1
dx2 = A > (]2 fO "3'_f..1 + 2— f-—z 3 f_a'{ 12 f—lb)
Tercera Derivada, d®f/dx®
’ 3
32 d'f o1 (f, - 3f, + 3f_, - fo3)
dx? Ax3
o 3
4P % o1 S e - ogf & 12fas = Tfeg + —— Fou)
3 2 2
dx3 Ax
Cuarta Derivada, d*f/dx"
L= d f

d (Fo - WFy + 6F, - AF_, + F,)
dx Ax ‘




APENDICE B

LISTADO DEL PROGRAMA PARA EL CALCULO DE
DISTRIBUCION DE PRESIONES EN UN SUELO,
DIAGRAMA DE FLUJO DEL MISMO Y SALIDA

DEL EJEMPLO PLANTEADO EN EL NUMERAL 8.2
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<INIC|O ’

{N, BCI, BC2, NT

————— A
|
|

Y(I)*—' I-1 I
CV(1)=— 0.0864-0.000576 % Y(I) |
P(1)=~— 9816 - 93.6 x Y(I) '
' |

A |

) - — — ——— — N

P(1)=— 6936
P(31)=— 4128

T <«<—0

ESCRIBA T, (P(I),1=—1,N

A(I)=—1./CV(I) - 2.
B(I) =— P(I-1)+ A(I) % P(]) + P(I+1)

iP(1)~—BC1 |
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e

P1(1)~«—BCl
B(2) «<— B(2)+BC1
B(N1)-=— B(N1)+BC2

(oo 75 1<—2,N1)<————]

A(I)=— 1./CV(I) + 2. I

TRIDIA AN

G, A, P1, B) }

yd
&

P(N)<=—BC2
P1(N)=—BC2
Te2 % J

l

ESCRIBA T, (P1(1), I <—1, N)

{po 84 1]““‘ 2, N1 e —
|

P(I)=—PI(I) |
|
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TRIDIA

(N, G, A, P, B)

A(2) =——1./A(2)
G(2) ~—aA(2)%8B(2)

N1 — N-1

(DO 77 1e— 3, N1 =<

A(I)e—1./(A(1)-A(L-1))
G(1)=— A(I) % (B(I) + G (I-1))

|
|
P(I)=— G(I) +A(T)% P(141) :
|







