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ANALISIS ESTADISTICO DE VALORES EXTREMOS

G . R . KENDALL

INTRODUCCION

rib en donde se tienen una serie de mediciones del

caudal hechas cada dia, se asume que no ha habido cambio en el rib y que los da

homogeneos. Mdsadelante nos interesamos en crecientes, o scan

las ocasiones cuando el gasto excede a un cierto valor, para estimar por medio de

Enobservaciones la probabilidad de ocurrencia de crecientes de cierta magnitud.

Recopilando todas las observaciones en una tabla de frecuencia1)

principaleste metodo, siendo Io

Io mas probable que este alto al dia siguiente, entonces estaremos calculando

consideradas es de 365 veces el nume-

ro de anos de registro.

%
2)

ano y entonces tratar con esta observacipn para cada ano. La creciente maxi

ma anual del promedio.fc.

J
1

o sea un ano aparte, sera independiente en elsentido

especificado. Hay algunas desventajas en

pueda ver en

la misma creciente varies veces. La otra desventaja de este metodo es que el

que las observaciones diarias no son

general existen dos maneras de proceder:

numero de observaciones que deben ser

tos recopilados son

Suponiendo por ejemplo un

en la cual se

La otra mqnera de proceder es la de observer la creciente mas grande de cada'

independientes; si el rib esta alto un dia.



- 2 -

de que valor alto

del proximo ano. Este tipo de analisis entonces evita las dos series desventa

is

jas del otro. El resultado de analizar valores extremes anuales sera tambien

PERIODO DE RETORNO

El concepto del Perfodo de Retorno es discutido haciendo referenda

lacion entre el riesgo de ocurrencia de un evento en un periodo dado y su Perfodo

de retorno.

Tratando con datos de valores ex+remos, como crecientes mdximas anuales,la

(T=nido por: ) (1)

En concreto.

valor de

das por una funcion distributive se habla de Id probabiliddd de que cualquier varia

la definicion p es la probabilidad de que un

anual, igual o mayor que un valor dado x, entonces el perfodo de retorno T es defi

2 
P

no. Si p es

un valor alto de un ano no tendera a estar asociado con un

Se puede notar que en

manera mas cOnveniente de discutir la probabilidad es

un valor extreme.

la probabilidad de ocurrencia de un

x sea igualado o excedido. Mas adelante cuarido tratemos cori probabilidades da-

espacio.

de ser aplicada a cualquier variable observada eh intervalos uniformes de tiempo o

a la re-

se habla de crecientes anuales, pero la idea es general y pue

valor de una creciente maxima
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Esta probabi lidadble tenga

Usando las reglas ordinarias para el cdlculo de probabiIidades se pueden d<s

veniencia se hablard de la ocurrencia de x, pero queriendo decir, la ocurrencia de

valor de la variable aleatoria igual o mayor que x.un

1°

(2)R:

La probabilidad de que2° x no ocurra en

(3)q- 1 - p = i -

ocurra por primera vez

(4)

ocurra por Io menos una vez4°

ocurrencia en el 1°, 2° hasta el afio

1 - qr = 1 “ (1 (5)

donde Pr se introdujo solamente por comodidad. Se puede utilizar la ultima

periodo

1

T

r-1 

q

3°

es por definicion:

expresion para calcular la probabilidad de x de ocurrir dentro de su

La probabilidad de que x

La probabilidad de que x

se denomina q.

en I os proximos r afios

es la suma de las probabi Iidades de su

rz y es por Io tanto:

nr

un valor menor que x.

2 
Pr= p + pq + pq

en el ano r es:

1 r’1 

p = (! - — )

el proximo ano es: 

1

T

La probabilidad que x ocurra en el proximo ano 

1 

T

+ ....+ pq1”1

rivar expresiones para la probabilidad de varies combinaciones de eventos. Porcon
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de retorno. Esto sera:

(6)

(7)

1 - e = 0.63

TABLA 1

T T

x ocurra dentro de superfodode

retorno es de cerca dei 55% . Usando crecientes con un cierto perfodo de retorno

debe tener en mente.

65% de chance para que sea exced ida antes de l termi no del primer

perfodo de 25 anos.

2

5

10

20

50

Probabilidad Py que un evento con 

perfodo de retorno T ocurra dentro 

de los proximos T anos.

.7500

.6723

.6513

.6415

.6358

.6340

.6330

.6325

.6323

.6321

100 

200 

500 

1000

inf

PT

calculado como base para disenar, este factor se

25 anos tiene un

lim. (1----- J— )

y-'oo x *

de manera que para grandes valores de T el valor de Pr se

-1

PT

Una represa disefiada para resistir una creciente con un perfodo deretornode

Pt = 1-(1-J- )

Es bien conocido que:

La tabla muestra que la probabilidad de que

y = e-1
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Para propositos de disefio serfa mejor especificar alguna probabilidad de que

el evento indeseable ocurra dentro del perfodo de diseno y calcular el perfodo de re

&

torno requerido, si U

l-qru

(8)

100502510 1552

Para ilustrar el uso de la tabla se supone

chance

del 10% para que la represa sea spbrepasada dentro de este perfodo. Encpntramos

L

75

50

40

30

25

20

I 5

10

5

2 

I

14,9

29,4

39.7

56,5

70,0

90,1

123,6 

I 90,3 

390,0

990,0 

1.992,0

'o 
en

72,7 

144,8 

196,3

2 81,0 

348,0 

449,0

616,0 

950,0 

1.94 9,0

4.950,0 

9.953,0

3,43

4,44

6,12

7,46

9>47 . .

12,80

I 9,50

39,50

99,50

198,00

6,69

14,90

20,10

28,50

35,30

45,30

62,00

95,40

• 1 I 95,50

4 96,00

18,0 

36,6 

49,5

70,6 

87,4

I 22,5

1 54,3

2 38,0 

488,0

1.238,0 

2.4 88,0

Riesgo 

U%

Ro, entonces la ecuacion que relaciond estas cantidades es:

35,6

72,6

98,4

140,7

174,3

224,6

308,0
475,0

976,0

2.475,0

4.975,

es el riesgo de que el evento ocurra dentro del perfodo dedise

4,02

7,74

10,30

14,50

17,90

22,90 .

31,30

48,10

98,00

248,00

4 98,00

11,0 

22, I 

29,9

42,6 

52,6 

67,7

90,8

I 42,9

292,9

743,0

996,00 ' 1.492,0

a partir de (5)

una represa que ha sido disenada

= 1-(1-J-)

La tabla N° 2 da los.valores del perfodo de retorno T correspondientes a un .

numero de valores del riesgo U y perfodo de diseno r,

TABLA 2

, Periodo de retorno requerido T para, riesgo. U% 
que el evento ofcurra par Io mends una vez 

un periodo de r anos

Periodo de retorno (r)

20

con una vida proyectada de 25 anosz pero el disenador solo desea tener un
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el diseno.

tambien:

T (9)

Esta regia puede

10 6 mas

ESTIMAC1ON DE PROBAB1L1DADES

milar, el tercer valor desde arriba dara una estimacion de la creciente deretornode

y

tiene uh gran error comparativo.

Para dar una idea sobre la magnitud del error ehvuelto hay que considerarel

■w

no de la creciente que debemos utilizer en

y U igual al 50% 6 menos.

es el perfodo de retor

ser expresada por Io siguiente: substraer 1/2 del reciproco

un de

En la secci on anterior no se ha mencionado la manera como fue estimada la

en la practica es

,(-1.. J-)
U 2

Io mismo. La aproximacion es muy cercana para r igual a

en la tabla que para r = 25 anos y U = 10% el valor 238, este

do de retorno del diseno. En el ejemplo solo se da que el riesgo es de 10% 6

cimo. Su reciproco es por Io tanto 10, restando un medio nos queda 9 1/2, y multi 

plicando este por 25 de periodo de diseno nos da 237 1/2. La tabla da 238, locual

probabilidad, si se tiene por ejemplo treinta crecientes mdximas anuales, la mayor

Una aproximacion usada a la relacion (8) es
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puede ha

ve

entreO. 12 y 0.74(con 95% de confianza). Para una discusioh masamplidse

cas o crecientes anuales mas grandes que algunos valores.

cacion repetida de la distribucion binomial. La figure N° 1 muestra graficamente los 

limites del error de estimacioh ide la prdbabilidad p para varies ejemplos de tamanos . 

Suponiendo que se fenga un ejemplo de 10 y 4 de ellosson casosfavorables(bolasblari 

como se puede dar el caso)

do podria provehir de und poblaciori cuyo valor de p se

con un perfodo de retorno observe 

do de 10 anos es probablemente 0.10 de un ejemplo de 30 podemos estab lecer con 95% 

de confianza, que la probabilidad verdadera se encuentfa entre 0,02 y 0,27 que co 

rresponden a perfodos de retorno de 50 y 3.7 afios respectivamente. Entonces se

problema relacionado con la estimacioh de la probabilidad de ocurrencia de dlgun va 

lor de la creciente maxima anual. Asumiendo que no hay correlacioh consecutive e£ 

tre sucesivos valores, esto es exactamente equivalente que enedntrar la probabilidad 

de shear una bola bldnca de uha urna que contehga undmezcla de bolas blancas y ne 

gras. Esto es un problema directo en la te or fa de probabi lidades y depehde de Idapli

entonces el valor observado de p es 0.4. Note que solo los puntos del grdfico para 

n= 10 se oponen los valores 1, 2, etc., tienen algun significado. Este valor observe 

encuentra en dualquief sitio

cer referencia a Fraser (1958) o Pearson y Hartley (1956).

El punto a que se refiere esto, es que, para ejemplos del famdno que mas se 

usan en hidrologia, el 95% de Ids intervales seguros para una probabilidad estimada 

es sorpresivamente largo. Entonces para un valor
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que las estimaciones de probabilidades debe basarse sabre las metodos mas eficientes

car una distribucion de frecuencia tiene la ventaja que la estimacion esta basada en

todos las miembros del ejemplo mds bien que el maxima valor o tan solo dos deellos.

DISTRIBUCION DE VALORES EXTREMOS

Suponiendo que tenemos una variable fortuita x, con una funci on de probabi

lidad F (x) para que:

(10)

w

dos scan menores que Xr es:

0 (Xr) = Fr (Xr)
(ID

la mas grande entre las r observadas.

(Xr). f (Xr) . (12)

Si la forma de F (x) es conocida el problema puede

Dlferenciando, se obtiene la funcion de probabilidad densidad:

/(XrJ-r.F^1

Esta es la probabilidad de que Xr es

ser resuelto, aunquepara

sean inutiles. Estimaciones de probabilidades y perfodos de retorno basados en colo

'x'
f (x) dx

- co

la mayorfa de distribuciones iniciales F (x), y para valores largos y razona-

Prob. ( x x') = F ( x1) -

que esten a mono si el intervalo de confianza no es tan extepso y los resulted os no

bles de r, el cdlculo de una tabla para 0 es muy dificil. Generalmente no

entonces, dado un ejemplo de r valores independientes de x, la probabilidad que to
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pendientes de la distribucion inicial F (x).

tratar con este problema, pero E.J.

Gumbel ha hecho mucho en poner la teorfa en una forma usuable por Io cual seguire

.. xn cada uno de los

cuales es el miembro mayor del ejemplo de r observaciones de una variable fortuita.

den a infinite, donde:

,0 (k) = exp (13)- exp

Las condiciones en la distribucion inicial equivale a decir que la variable for

contmua y sin Ifmites, y que su funcion de fre-

cuencia X (x) se aproxima a cero con valores grandes de x por Io menos hasta

con una condicion adicional:

(14)= 0

Sr

J

d 

dx

-x 
e

1 - W (x) 

w (x)

Fisher y Tippet fueron de los primeros en

tuita x en su forma original debe ser

ne a ser el de derivar una expresion para 0 (x) para ejemplos largos, e inde

mos su trabajo. •

- a (x - u )

se conoce la forma de La distribucion inicial, pero teniendo solamente elgru

.n ) es menor que un valor escogido x aproximdndose a (x) asf como n y rtien

sujeta a ciertas condiciones, entonces la probabilidad para que cualquier Xj (i - 1,2

Si tenemos n valores extremos independientes x p x2..



10 -

que se encuentra en casi todas las distribuciones estadisticas. Actualmente la distri

mejor medio para I os vol ores del parametro

para infinites ejemplos ha sido usado. Se puede notar aquf que condiciones diferen

tes en la distribucion inicial conduce a diferentes distribuciones limitativas. Por

k > 0 (15)

por Io que llegamos a la distribucion limitativa:

k
(16)

como fue primeramente demostrado por Frechet.

la introduccion de la

variable reducida.

(17)y - a (x - u)

,0 (y) = exp (-e -y) (18)

ma distribucion tenemos:

(19)

F (x) - exp (- — ) 
x

Limite au = d 

u —>oo

(u)del ejemplo, por Io que adquiriendo un

La anologia con

La distribucion de Gumbel puede ser normalizada con

z = (x - m) /er

Gumbel usa un metodo de mihimos cuadrados para estimar los pardmetros(x)y

Io cual reduce la distribucion a:

la distribucion normal standard esmuy cercana. Para laulti

bucion limitativa (13) se aproxima mas bien lentamente cuando(n)y(r)aumentan.
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donde m es el valor medio de la variable fortuita x, y

(20)F(z) = dz

libre de los parametros m y a, y por Io tanto puede

bulada. (National Bureau of Standards AMS 22, 1953).

Como en el En este

caso el pardmetro de situacion

esta relacionado estrechamente con el recTproco de la distribucion normal.

En terminos del ejemplo las estimaciones son:

(21)

donde x y Sx son la media y la desviacion normal de la maxima anual observada.

definida por:

x (22)
n n

yn y <?■ n son parametros, IJamados la media reducida y la desviacion normal quede

J 
a

Sx 

o’ n

_x! 
2 

e

caso normal hay parametros de situacion y escala.

En una manera exactamente similar la funcion exp (~e ^) puede ser ta­

ser tabulada para va

reau of Standards AMS 23, 1953).

la cual es

es la distribucion normal.

u = * - yn/a

Sx2 =

Ej X; F 2Li (xi -x )

-1- f2

rios valores de z y F como, por ejemplo. El Bureau of Standards table (National Bu

La variable normalizada z tiene la distribucion:
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penden solamente del tamano de la muestra. Algunos valores son dados en la ta­

bla 3, adoptados de Gumbel y Court. Los primeros cinco valores fueron calcula

dos por D. W. Boyd de la Division de Investigacion de Construccion y estdn has-

ta a bora sin publicar. El uso de ejemplos de menos de 15 no es recomendado.

' 5 ■10

Desviocion fi'pica reducida a n

1 8 ■ 975 63 4210

PAPEL DE VALORES DE PROBABILIDAD EXTREMA

La manera mas sencilia de ajustar valores extremes

«
Gumbel es por medio del pdpesl de valores de prdbabilidades extrema. Este tiene

60

70

80

90

100

10

20

30

40

50

.4952 

.5236 

.5362

.5436 

.5485

.552 1 

.5548 

.5569 

.5586 

.5600

0.9676 

I .0696 

1.1 159 

1.1436 

1.1623

1.1759 

I. 1863 

1.1945 

1.2013

.4996

.5252

.5371

.5442

.5489

.5524 

.5550 

.5570 

.5587

0.9833 

1.0754 

1.1 I 93 

1.1458 
1.1638

1.1770

1.1873

I. 1953 

1.2020

.5527 

.5552 

.5 572 

.5 589

0.99 7 I 

I .08 I I 

1.1226 

I. 1480 
I. 1658

1.1782 

I.1881 

1.1959 

1.2026

3 

.5070 

,52 83 

.5388 

.54 53 

.5497

1.0095

1.0864

I. I 255

1.1 499

1.1 667

.5100 

.5296 

.539 6 

.545 8 

.5501

.5533

.5557

.5576 

.559 2

1.1803 

1.1 8 98 

I. I 973 

1.2038

.5128

.5309

.5402

.5463

.5504

1.03 I 6

. 1.096 I 

1.13 13 

I. I 538 

I. I 696

1.1 8 14

I. 1906 

1.1980 

1.2044

1.041 I

I. 1004

I. I 339 

l.l 557 

I. 1708

1.0493

1. I 047 

l.l 363 

1.1574 

I . 172 I

I. I 854

l.l 921

l.l 994

.5545 

.5567 

.5585 

.5599

1.0565 

1.1086 

1.1388 

1.159 0 

l.l 734

1.1 844 

1.1930 

1.2001

.5430

.5481

.5518

60

70

80

90

100

I 0

20

30

40

50

0.9496 

1.0628 

l.l I 24 

1.14 13 

1.1607

2

.5035 

.52 6 8 

.5380

.5448 

.5493

1.1793 

I .1 890 

I. I 967 

1,2032

1.0206 

1.09 I 5 

1.1285 

1.15 19 

I. 1681

1.174 7 

1.1854 

1.1938 

1.2007 

1.2065

.5530 

.5555 

. 5574 

.55 9 1.

.5535

.5559

.5578

.5593

.5543 , 

?5565 

.5583 

.5596. . .5598

.553 8 

. 5" 56 I • 

,5580 

.5595

..5540 

.5 563 

.5581

TABLA 3

Media reducida yn

4

.5424 

.5477

.5508 t55 I-Ij  ; .5515

6 ' 7 •• 8 9

.5 157 .5181 .5202 .5220

.5320 . 5332 ,5343 .5353

.54 10 .5418

,546 8 .5473

l.l 824

l.l 9 I 5 

I. 1987 

1.2049. ,1.2055 • , l;2066

a la distribucion de
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esta distribuTda de acuerdo a la ecuacion (13), entonces la ecuacion es una irnea

recta.

(23)y

Resolviendo par (x) e introduciendo las valores de (a) y (u) de (21)

(24)n

observaciones, estos se acomodan en orden ascendente y se

plotean los puntos (xi, yi).

(25)J0 (yi) = i/(n + 1)

Esto parece diffcil, pero si el papel de probabilidades se indica con terminos de

la

terminos del perfodo de re-

torno, entonces usamos la re lac ion:

(26)

perfodos de retorno.

ter

JL

Dado un ejemplo de n

1

1-J0

probabilidades, esto simplemente significa que ploteamos el enesimo valor en

para convertir probabilidades en

probabilidad i/ (n + 1). Si el papel estd indicado en

en donde (i) va de uno a (n), xi es la enesi ma observe

= a (x - u)

coordenadas x e y, en donde por conveniencia x se toma como la ordenada. Si x

cion a pdrtir,desde abajo, e Yi es definida por:

Cuando se va de probabilidades a perFodo de retorno se presentan algu

x = x + (y - yn) Sx /
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0 puede varidr desde cero a uno, mientras que los valores correspondientes a T son

uno e infinito. La tabla 4 muestra los valores del perfodo de retorno que correspon

den a varias probabilidades.

TABLA 4

a

62 3 5 7 8 90 I 4

1.064 1.075 1.08 7 1.0991.04 2 1.05300 1.00 0 1.01 0 1.020 1.0 31

1.2 3 51.2201.205I 0 1.1 I I 1.124 1.13 6 1.14 9 1.16 3 1.1 7 7 I. 19 I

1.370 1.389 1.409I .299 1.333 1.35120 1.250 1.266 1.282 1.3 16

1.587 1.6 1 3 1.639I. 56330 1.429 1.449 1.4 7 I 1.4 9 3 1.515 1.539

1.92 31.852 1.887 1.9611.724 1.754 1.786 1.8 I 81.667 1.69540

*
2.4392.273 2.326 2.38 I2. 12 8 2.22250 2.000 2.04 I 2.08 3 2.1 74

3. I 2 53.030 3.22 62.9 4 I2.63 2 2.703 2.778 2.85760 2.500 2.564

4.7624.348 4.5464.000 4. 16 73.5 7 I 3.84670 3.44 8 3.7043.33 3

5.882 6.25 0 6.6 6 7 7.14 3 7.692 8.333 9.0 9 I5,263 5.55 65.00080

25.000 33.33 3 50.000 100.00020.000I 2.500 14.290 16.670I I. I I 090 10.000

Para ilustrar, se supone que se tiene a 19 coma ejemplo, entonces la pri

y asf continua hasta el valor ploteado mas alto de 19/20. En terminosde perfodode

verificado con la tabla 4.

*

L

Perfodos de retornos que corresponden 

la probabilidad en porcentaje

nas confusiones cuando la probabilidad es menos de un medio. En la ecuacion (26)

mera observacion sera ploteada con una probabilidad de 1/20, la segunda con 3/20

Por el uso de este papel los valores pueden ser analizadosrdpidamentesin

retorno los puntos deben ser ploteados en 1,05, J. 11 , 20.0 como puede ser
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ojo.

■s>

jacion, la ecuacion de la lihea debe ser computada de las ecuaciones 21 y 24.

FACTORES DE FRECUENCIA

En muchos casos deseamos calcular las estimaciones mejores posiblespara

(27)

el

factor de frecuencia, definido por:

K (T,n) = (28)

T. Esto puede ser rdpidamen-

sola

rriente y se pueden sacar de la tabla 3. Asf como el factor K el cual es indepen-

diente de los valores cbhseguidos y puede ser calculado antes para adelantar. La

nea en el papel de probabilidades haciendo uso de factores de frecuencia.

Expresando la ecuacion (24) de la siguiente manera:

Yt ~ .yn 

n

es el valor de y cuando el perfodo de retorno es

uno o mas perfodos de retornos especrficos. Esto puede hacerse sin trazar una If-

regla de calculo y la mejor lihea recta fijada a

se pierden algunas informaciones de las observaciones. Para conseguir la mejor fi

la necesidad de hacer largos cdlculos. La posicion a plotear ha sido lefda en una

Y
t

te visto en el Bureau of Standars Tables (1953). Yn y ffn son funciones de n

Xt = X + K (T, n). Sx 

donde Xj. se refiere al valor de X con un perfodo de retorno dado, y K (T,n) es

El fijar la Ifnea recta a ojo es un procedimiento aproximado, por Io que
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en la ecuacion (27). Un numero de valo-tra y la desviacion normal y sustituirlos

del factor de frecuencia K son dados en la tabla 5.res

TABLA

Factor de Frecuencia

105 15 20 25 30 50 75 100 1.000

1.703 2.1 I 7 2.41015 0.967 3.7 21 4.005 6.2.6 5

20 0.919 2.023 2.302 3.563 3.836 6.006

25 0.888 2.2351.963 2.444 2.614 3.088 3.257 3.463 3.729 5.842

1.541 1.922 2.188 2.560 3.653 5.727

0 838 2.32 6 . 2.489 3.104 5.576

45 0.829 1.478 . 2.464

50 0.820 1.466 5.478

55 0.813 1.455 1.818 2.0 71 2.267 2.869 .027 3.21 9

60 1.806 2.059 2.25 3 3.200 3.440

1.796

0.797 1.788 2.230 2.387 2.824 5.359

75 0.792 1.423 1.780 2.029 2.220 2.377 2.812 2.967 3.155 3.400

0.788 2.956

1.7621.409 2.007 2.938 3. 125

1.401 3.349

■ \ i i .:

*
unidades favorables de 42 y desviacion tfpica de

1.625 ,

1.575

1.4 I 7

1.4 13

1.847

1.8 31

2.020

2.0 I 3

3.1 45

3.1 35

3.387

3.376

1.773

1.767

,, ‘i

2.4 I I

2.368

' 2.361

3.501

3 352

3.554

0.807

60

2.992

2.979

3.008

tremos anuales con una media en

2.2 12

2.205 ’

65 Q.80I

70

80

8 5 0.785

Tamano 
de la 

muestra ’ 

n

1.446

1.430

Como.un ejemplo, supongamos que tenemos un e jemplo de 25 va I pres ex

determinacion de una X^. dado de una cierta muestra se limita a encontrar la mues-

30 0.866

35 0.851

40

2.802

2.793 ; 2.946

3.367

3.357

5.2 61

5

K (T, n)

3.268 .3.520

3.241 3.491

3.467

3.393

3.341 ■ 3.598

3.3 01

2.852

; 2.048 • 2.2 41 . 2.398 2.837

2.038

2.7 8 5

2.777 .. 2.930 . -3. I 16

2.770 2.922 3.109

.3.183 3.42 9

3.16 9 3.4 13

2.104 2.303

2.086 2.283

2.922

• f ~ ■'■ . '

•. I'

2.198 2.353

2.193, 2.34 7

2.187 2.341

90 0.782

95 0.780 . 1.405 : 1.757.. 2.002

100 0,779 1.401 1.752 1.998

2.39 3 2.5.60 3.026 3.L9I

1.516 1.891 2.152 2.354 2.520 2.979 3 142

1.495 .1.866 2.126 2.326 . 2.489 2.943

2.913 3.078

2.443 2.889 3.048

2.426

2.632 2.823 3.32 1

2.5 17 ■ 2.690 ■ 3;I79;
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valor para K de 2,614.

■?

30 anas de retorno es entonces:

42 + (6,5) (2,614) = 59.0

NOMOGRAMA DE WEISS

nomograma convenienfe para encontrar graftcamen-

te la solucion de la ecuacion (27); dados los valores de la media y la desviacion tf

debe ha-

trazamos una linea verti

desviacion

normal de la muestra. Una linea horinzontal de la interseccion encontrada cortara

el margen derecho del diagrama

estd

dentro del intervalo del diagrama esta puede

tor anteriormente usado.

90.5, la desviacion tipi

en el valor correcto de D, la cantidad a ser ana-

Weiss (1955) ideo un

ser dividida por un factor convenien-

Como un ejemplo, supongamos que la media era

El valor requerido con

cer referencia al papel original de Weiss.

T con la linea inclinada a traves del valor apropiado de n

te escogido. En este caso el valor de D tiene que ser multiplicado por elmismofac

el margen de la izquierda. De la interseccion de la linea horizontal a

cal para intersectar la linea inclinada con el valor requerido de Sx o

dida a la media para que de el extreme requerido. Si la desviacion tfpica no

6.5. Para un perfodo de retorno de 25 anos la tabla de un

pica del ejemplo o sean x y Sx. Para tener un concepto mas complete se

Para usar el nomograma, primero encontramos el valor requerido de T en

traves de
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la Ifnea para Sr = .90, usando un cuarto del valor dado de manera de Hegar a los

Como lallegamos al valor de 1.37 para D

desviacion tTpica fue dividida por cuatro, el valor de D que se acaba deencontrar

debe ser multiplicado por cuatro, ddndonos 5.48. El valor extreme requerido es

la tabla

5 es 1.54, multiplicando este por la desviacion tfpica 3.6resulta 5.55, dando un

valor extreme de 96.05, Io cual muestra una razonable y buena relacion entre los

dos metodos.

INTERVALOS DE CONFIANZA

Estimando la creciente con un perfodo de retorno dado hay dos Fuentes

la colo

cacion de las observaciones, pero por otro lado no se puede decir muchoacercade

En aplicaciones hidrologicas, es frecuentemente necesario usar registros

cortos los cuales incrementan la incertidumbre de los valores calculados.

J

1° podemos estar usando el tipo de curva equivocado, la guia para esto es

en el margen derecho del diagrama.

entonces 90.5 mas 5.48 - 95.98 6 96.0. El factor K correspond!ente en

a 30, y deseamos el perfodo de retorno para 10 afios. Nos moca 3.6 y n es igual

principales de errores en la estimacidn, ademds de los errores de los datos usados:

Es por

esto. 2° pueden haber errores debido al muestreo.

hasta su interseccion con la Ifnea inclinada para n =30, trazamos una vertical a

vemos horizontalmente a Io largo de la Ifnea de perfodo de retorno para 10 dttos

Ifmites del diagrama. Moviendose horizontalmente a partir de esta interseccion
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*

Entonces de acuerdo al metodo de Gumbel tenemos:

(27a)*T - x + KSX’-■Ej J' i ‘qi?

(28a)K (T.n)=

(29)

funcion de las valores observados. Si consideramos to

Esto es una teorema de matematica estadfsticas (Cramer 1946) que la di_s

§e le hace referencia hasta aqur, el papel de Kaczmarek tqmbien trata la distribu

do desarrollado por Z. Kaczmarek (1957) y tiene la

(0£)
usarse

ventaja bastante comoda de

cion normal logarftmica y una forma incomplete de distribucion gamma usada por

Foster. Nosotros seftalamos con Xt la creciente maxima anual con un perTodo de 

" retorno T.

s.lp |qnto.necesqrio asignaj limites dentro de. los cuales Ips valores calculados pue- 

dan decirse que se encuentran con cierta probabilidad. El siguiente metodo ha

Yy = In -(In 1 -

YT- Yn

n

1 I 
—)
T -1

muestfd. Esta sera por Io tanto una variable fortuita.

(■; " v

tribucion de una funcion de mementos como muestra es asintoticamente normal, es 

to es que se aproxima mas a la normal cuanto mas aumenta el tamafio de la mues- 

tra.

, dadas las tablas basicas. Sin embargo, a solo la distribucion de Gumbel

Para T y n fijos, Xt es una

dos Ids posibles muestreos de n el valor de Xt dado por (27) variard de muestra en
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Para valores suficientemente largos de n, Kaczmarek ha demostrado que

Sxa~
(30)

n

(31)

y las valores difieren ligeramente de aquellos dados por Kaczmarek. Las diferen

cias entre los dos juegos de valores son del orden del 2%, siendo los mas peque-

de poca importancia prdctica de aplica-su

cion.

TABLA 6

5 <T,n)Valores de

n/T 10 20 25 30 50 75 100

15 2.476 3.233 3.409 3.604 4.1 13 4.525 4.8 18

2.400 3.075 3.292 3.4 68 3.96820 4.362 4.643

25 2.3 50 3.007 3.2 I 8 3.391 3.8 74 4.259 4.533

2.96030 2.3 17 3.1 66 3.336 3.81 I 4.187 4.4 5 5

4.09340 2.272 2.898 3.099 3.264 3.725 4.353

50 2.244 2.8 57 3.0 56 3.2 I 7 3.6 71 4.031 4.288

2.830 3.185 3.63 3 3.989 4.24260 2.224 3.025

3.1 50 3.59 2 3.943 4.19 475 2.201 2.800 2.97 6

3.1 I 4 3.54 9 3.89 6 4.14 2100 2. I 8 I 2.769 2.95 9

tenga una

Esto es

y K ha sido previamente definido en (26). La tabla de (T) ha sido recalculada

2 
(1 + 1,140 K + 1,100 K )

la que se

H=7(T)

nos los dados en la tabla 6.

Al usar esta teorfa para conseguir una region en

Xt esta distribuido normalmente con la desviacion tfpica.

2 
donde j (T)



- 21 -

referimos primero a las tablas

*

concluye, par ejemplo, que el 95% de

>■

universe estadistico distribuido normalmente cae alrededor de

el inter

valo de (media - 1,96 ) a (media +1.96

taimento puede ser acomodado diciendo que si

universe estadistico, entonces el 95% de las veces se convertira alrededorde 1.96

puede decir

95% del verdadero valor medio de Xt denomina-

4

da con E (Xt), el cual H por encima

fianza, ademas de 95%.

muestra valores del factor t para varies niveles de confian

. Dados estos valores podemos asegurar que:za

crProbabilidad (- t (32)H < Xt - E (Xt) <ta H) = a.

TABLA 7

probabilidaddeValores la a

( ver

0.500

0.674

0.683

1.000

0.800

1.282

0.900

1.645

0.950

1.960

0.9 80

2.326

0.990

2.5 7 6

a

t

para la distribucion tipica. De esto se

entonces que la probabilidad es

o por debajo. Ob

La tabla 7 nos

cae alrededor de 1.96

riable dada, escogida al azar en un universe estadistico normal caera en

confianza aproximada para la estimacion de Xt nos

los valores de un

viamente una exposicion similar podria hacerse para cualquier otro nivel de con­

un valor es escogido al azar en

de la desviacion tipica de la media. Para el valor estimado Xt, se

para la

),95 veces fuera de 100. Esteargu

variacion tipica normal 

a (32) )
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"OTROS METODOS DE ANALISIS

pudo detallar las discusiones de los muchos

diferentes metodos que han sido usados para analizar valores extremos, pero algunos

de los mds importantes deben ser mencionados.

ca. Una buena

Ven Te Chow (1955). Una dificultad que se presenta es que la distribucion log-nor­

mal de Ven Te Chow tiene tres pardmetros. Ya que la ecuacion de una Imea recta tiie

ploteada como una Imea recta en el papel de probabilidades excepto paravalores ej;

curvas en tratar, y como el ploteo en el papel especial de probabilidades es tan con

veniente como instrumento, este solo debe

Actualmente, no parece haber ninguna razon teorica por Io que los valoresex

tremos deban seguir una ley logaritmica normal. En realidad el trabajo de Fisher y

exposicidn de la resultante distribucion log-normal ha sido dada por

ser abandonado por buenas razones.

Debido a la Falta de espacio no se

una transformaci6n normalizada es por cierto un legitimo y util artificio deestadTsti-

ne bdsicamente solo dos pardmetros, una distribucion con tres parametros nopuedeser

Tippet deduce que para muestras muy largas, la distribucidn de los extremos debe ser

con la curva normal debido a la imprecision presentada. Introduciendo unatransfor-

macidn logarftmica, buena parte de esta imprecision puede ser eliminada. El uso de

peciales de los pardmetros. Debido a que una Imea recta es la mas fdcil detodaslas

Se notd rdpidamente que la distribucion de crecientes anuales no seacoplaba
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uno de I os tres tipos:

(33)

(34)Y

(35)

AsF

«
des excepto para un valor ya fijado de uno de los pardmetros.

la colocacion de los tres para

metros por el metodo de los mementos. Esto tiene la desventaja que envuelve tener

de muestreo

cision, la eficiencia es del mismo orden de magnitud como en el metodo de Gumbel,

debido

i.

que esta variable esta ligada debajo. Similarmente en

en el papel de probabilida-

no puede ser

la ecua

Y -

a ser rapidamente mas grande pero esto es

El metodo de Foster (Foster 1924) depende en

con perfodo de retorno dado llega

siendo los dos ultimos iguales excepto por los signos de(x)y de(K). Para que 

cion (34) sea una funcion de frecuencia debemos tener X y K mayores que cero

que usar el tercer momento de la muestra el cudl esta sujeto a grandesfluctuaciones

cero, para que esta variable se encuentre en el segundo exponente.

La segunda forma contiene tres pardmetros. Io que significa que 

rapidamente representada por una grdfica de IFnea recta

a la distribucidn mas bien que al metodo. En estos casos presumiblemente la distri-

-x-k 

1 - e

xk

1 - e

Y - e

De acuerdo con el andlisis de Kaczmarek para una cantidad de impre

(35), x debe ser mayor que
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buen acomodo a las observactones.

metodo muy interesante

dos pardmetros, y por eso

Imea recta. El estipula

cdlculos y extrae la maxima cantidad de informacion de las

observac tones.

El metodo ideado por Jenkinson tiene la ventaja que todos los tres parame-

de estimacion

ma, aunque esto no ha sido demostrado.

Un metodo de andlisis basado en el modelo de tres parametros y semejanza

maxima dard la me jorestimacion

Sin embargo, la

aplicacion.

Mientras tanto el metodo de Gumbel el cudl tiene alguna base teoricapare-

facil

para usar.

Como se sefialo para Boyd y Kendall (1956) si el andlisis de valores extremes

complejidad de la ecuacidn de la maxima semejanza haria que el

vuelve gran tiempo en

no estd basadoenSemejanza maxi

un papel de probabilidad puede ser usado con los valores

bucidn de Gumbel no podria dar un

H.C.S. Thom ha introducido un

que el limite mas bajo de la distribucion (34) es cero (Thom 1954). Esto deja solo

es probablemente ineficiente ya que

un metodo para esti-observados situados a Io largo de una

cree que el metodo

metodo sea muy laborioso para su

en el sentido de dar la menor variacion de muestreo.

en el cual el asume

mar los valores de los parametros basado en

ce encajar las observacidnes de datos de crecientes razonablemente bien y es

semejanza maxima. Io cual aunque en

tros son estimados de los valores de la muestra. Sin embargo, se
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troves de los puntos. Io distribucion de (34) y (35) oporece

el valor del parametro K. As* co

observados, podemos tener bastante confianza en que nuestros analisis daran resulta

dos razonables. Como extrapolamos mas alia de los puntos observados los tipos dife

rentes de curvas divergen mds y mas rapidamente y los resultados llegan a sermdsdij

nuestro analisis, excepto porsupuestoen perfo

una guia.

<

vatura hacia arriba o hacia aba jo dependiendo en

salen de usar la curva equivocada en

dosos. Allf no parece haber alguna manera de estimar el tamario de los errores que

es el trazado de una curva a traves de los puntos ploteados en

como Imeas con la cur-

mo estamos relacionados con perfodos de retorno dentro del intervalo de los valores

res extremes de Gumbel, la distribucion de Gumbel aparece como una Ifnea recta a

dos de retorno dentro de los valores ploteados donde la colocacion de los puntos es



APENDICE A

DEDUCCION DE LA DISTRIBUC1ON DE GUMBEL
c i

la ecuacion resultdnte es la abscisa del punto mas alto de la curva dedistribucion.

n’

Eliminando la

a:

(36)= 0

Definimos dos parametros con las ecuaciones:

(37)

(38)

y los parametros de lafuncion

de distribucion.

Si F (x)

4

(39)

I

f (x) 

f(x)

f(x)

I - F (x)

n - 1

F(x)

La moda de la distribucion de x>

n mencionada por conveniencia, la ecuacion nos conduce

haciendo notar que (u) y (oc ) son funciones de n

es del tipo exponencial entonces esta converge hacia la unidad 

con incremento de la Xi por Io menos tan rdpido como e“(x). Para grandes valo-

F (u) = 1 - — 
n

;n dada en (12) puede ser encontrada dife

renciando (12) y haciendo el resultado igual a cero. El valor de x.

CC = n f (u)

f(x) + _LW 

f(x)

res de x podemos decir, de acuerdo a la regia de 1* Hospital

n que satisface

por Io tanto la moda, o el valor mas probable de x
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en (36). Dividiendo por f (x), el cu6l es diferente de cero e neon frames que:

(40)n =
I - F (x)

las series de Taylor fe

nemos:

F (x) = F (u) + (x - u) f (u) + r (u)+...

(41)

Las sustituciones para f1 (u) y derivadas m6s amplias, se obtienen poraplicaciones

«

(42)

entonces

I
(43)

n

(44)

Esta es la forma limitante, y es independiente de la distribucion inicial.

s

F (X) = I - — 

n

oc2 
-----  + ...

n

- (x - u) OC 
e

u es el modo.

sucesivas de la regia de *1 Hospital. La expansion se simplifica en:

Ahora si expandemos F (x) en la vecindad de u en

- (x - u) oc 
e

que se satisface con x = u debido a (37), por Io que

Jj (x) = Lim J?n (x) = exp F--e a (x u) 

n —L

0n (x) = Fn (x) =

x oc 
u)----- +

n

(x - u)2

2

(x - u)2

2

= I - -L + (x - 

u

i 
s
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APENDICE B

Estimacion de los Parametros pora la Distribucion de Gumbel

El sistema ideado por Gumbel para estimar los parametros de la distribu-

( Gumbelcuyas coordenadas son x e y, usando el metodo de mTnimos cuadrados

donde: .

m
(45)

el emesimo valor observado, cuando los valores analizados
m

dos en orden creciente de magnitud.

Hay numerosas maneras de ajustar una mejor Imea recta. Gumbel asu—

de los cuadrados de las desviaciones vertica-

les fuera mTnima como se muestra en la figura 4. Luego ajusto otra hnea consid<3

de los cuadrados de las desviaciones horizontales sea minima,

segun se muestra en la (figura 5). Las ecuaciones normales para los parametros de

estas dos Imeas pueden ser escritas:

(46)

(47)
P' 7m + J- 

a,
2x,

cion, depende del ajuste de vna

In • <-l„

son ordena-

deben coIocar tienen coordenadas x.

siendo x.

1954). Los puntos en

rando que la suma

particular que se

7m

m 7m /

mio una Imea haciendo que la suma

Imea recta de los dates a analizar en un grafico

- £ xm m

) 

n + I

m 7m

m
0(7m)=-----  °

n +rl

I 
n u. + ----- z- y_

OCj
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y

■*

tTpicas de las variables. Escribimos:

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

= x (46a)Mi

= xy (47a)

*
(48a)

2

+ X
a.

(48)

: ■ 'r'-J ■'' : ;

Entonces las ecuaciones normales se convierten en:

y = Vm

xy = xm yrn

2 pz = y

2
* m — x2

x = Ixm

a2 x - a

a2 £ xm- na2^2 = £ym

cc2/;2lxm= Exm yfn (49)

Estos coeficientes pueden ser escritos en terminos de las medias y las desviaciones

a2 £x

CT2 ^-L-Ty2- 72 
n y
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(49a)x ~ xy

Las soluciones de estos con juntos de ecuaciones son:

(55)

y
(56)

OCi

(57)

xy - x . y

y
(58)

las mismas funciones de ( OCi )

valor de p.

sin conocer cudl juego de ecuaciones resulta.

funciones tan solo de la observacion y pueden

co leu I ados sin hacer referencia

L

_l_

cc.

0C2

(y), el cual debe por Io tanto ser

den solo de las ordenadas, por Io tanto pueden ser

valor de OC podemos derivar uny (ocg). En otras palabras, dado un

x - Pi =

tres tipos: Primero, (x) y (Sx) son

Notamos en estas ecuaciones que (fjii ) y (pz) son

ser facilmente ca leu I ados de los valores de la muestra. Entonces (y) y (O' n) depen

En las ecuaciones para las oc vemos que las cantidades resultantes son de

Sx2

xy - x

xm2- cc2 Pz

Pz =<--- -
oc2

calculado para cada muestra. Para obviar ia ne

cuada para y. Findlmente tenemos un

» y

0- 2
n

a la muestra: si conocemos a n, la cantidad de datos a analizar y una tabla ade-

a2 I

termi no xy el que envuelve a ambos (x) e
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y «2
*

(59)
or....;

y, de (56) 6 (58)

(60),•3.' ;

(61)

«

<;,4;

APENDICE C

Distfibucion de Ids rtiueStrhs de Estimaciones:

6 sea

consiguiendo la forma simplificada:

-x

Ch

Se demostro (ver a Cramer 1946) por ejemplo, que la distribucion de una

' funcion tai como xT de la eduacion (27) es norrhalrhente asintotica. Precisando. 

mas. Si tenemos u'na funcion H (x, m2) su distribucion es normalmente asintotica, 

sedproxima hdrmdlmdnte tan to como n dumenta con uh vdlor medio, y con

Id varidcion ddda pdr:

Sx

Cn '

Sx

+ y ----
_ _ s; 

x = x-yn

Puesto que -y- es tan solo una funcion de la cantidad de datos a analizar, noso-

!tros afiddimos el sdbThdice -h-

cesidad de este tedioso calculd, Gumbel tdmo cpmod la media geometrica deocl

P = x - y

La ecuacion requerida de la Ifnea que fne jor encaja puede ahora ser escrita
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(62)E (H)

(63)

= . Es de ha-
2

tico del cudl han sido extractados las muestras, mientras que x y m2

Io mismo que Sx de (27).2

Aplicando esto al presente

i

(64)

P-2 ( (65)

/<ii(x , m2) = (66)

sido extractada la muestra. De (27) tenemos:

(67)= I

A
n

n

dH 
dx

caso, tenemos (Cramer 1946)

K

. 2//^

bles dependientes de las posibles muestras, siendo m

cer notar aquf, que E (x) y

. d H
’ d m2

2

se refieren a la distribucion del cual ha

son parametros caracterFsticos del universe estadis

en donde las derivadas parciales son evaluadas en x - E (x), m

son varia—

- A2(x ) + ^(m,) J

A4-^22 

n
m2)

„ , 'dH dH.
+ 2A||(x>m2^ dx ' dm2

en donde los mementos en el lado derecho

H [e (x ) , A<2

A2(x ) =



- 8 -

( I + K (68)

-*

(69)
2

Para la distribucion de la variable reducida

Mz -- 1.6449

2.4041

A 4 14.6110 *

tre ellos es linear, de la forma:

(70)

= br /J'r la ecuacion (68)

( I + 1.140 + 1.100 Kz ) (71)

1/2
y poniendo (T) = (I + 1.140 K + 1.100 K 2 )

3 (T) (72)

n

4

A'3 --

^3

Vzn

E(H) = E (x) +

^4 -Pz

^22

Sx

La relacion entre los mementos de (y) e (x) continuan debido a

. Llevando estas relaciones a

nos da <r H =

que la relacion en

XT *

o-H2 =

^e-y)

a + byT

(j) ( y ) = ex p (- y

°h2

Reemplazando por la variacion de la muestra S*2

por Io que Ar
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expresa que la variable

Xt - E (Xt)
(73)t =

GAA/^mv 

2-5-68

Del teorema dado arriba se

crH

esta distribuida normalmente con una media cero y variabilidad unitaria.
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