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I. INTRODUCCIOM AL USO DE LA PROGRAMACION DIMAMICA EM OPERACION DE EMBALSES

1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

La vida humana se ha desarrollado alrededor de ireas en donde podfa encontrar
de forma confiable los recursos suficientes para su subsistencia. Sin embar-
go, con el aumento de la poblacidn, estos recursos que antes eran abundantes

ahora son escasos. ‘Uno de los recursos m3s importantes para el desarroldo de
la vida humana es el agua, que es usada no sélo para su consumo sino también
para usos industriales, generacion de energfa, preservacion del ambiente, vy
otros miltiples usos. Si para abastecer las necesidades de agua que tiene
la comunidad ésta se toma directamente del rfo, la variabilidad de las canti-
dades de agua transportadas por el rfo a lo largo del afio harfan del recurso
agua un recurso poco confiable. Durante los periodos himedos o de invierno

las necesidades de agua pueden ser satisfechas tomando ésta directamente del

rio, pero durante los perfodos secos o de sequia el agua en el rio no es sufi

ciente para satisfacer las necesidades.

. Para hacer el agua del rio un recurso mis confiable se construyen embalses de

almacenamiento. Los embalses pueden guardar las cantidades de agua sobrantes
durante los perfodos de invierno para luego usarlas durante los- perfodos -de
sequia. También pueden almacenarse las cantidades de agua correspondientes a

crecidas o avenidas del rio evitando o disminuyendo dafios aguas abajo del em-
balse.

Un embalse que sea construido para satisfacer ciertas necesidades y que es
operado independientemente de cualquier otro embalse recibe el nombre de un
sistema de un embalse. Embalses que son operados en conjunto para satisfacer
ciertas necesidades reciben el nombre de sistema de miltiples embalses. Cuan
do un sSistema de embalses es construido para satisfacer un sélo propdsito, a-
bastecimiento de agua o generacién de energia o control de inundaciones o cual

quier otro uso, se dice que el sistema es de un sélo propésito, pero cuando
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es construido para satisfacer varios propdsitos al mismo tiempo se dice que

el sistema es de miltiples propdsitos.

El hecho de que embalses son construidos fio significa que las demandas de
agua van a ser siempre satisfechas. Algunos periodos pueden ser tan secos
que pueden:dejar el embalse completamente vacio sin posibilidades de satisfa-
cer ningﬁn:tﬂpo de demanda. Esta situacidn podria empeorarse si la demanda
se Satisfate totalmente.- hasta el momento en que el periodo extremadamente
seco se presenta pues esto no dejarfa suficiente agua en el embalse como para
satisfacer las necesidades futuras. Si la ocurrencia de estos peffodos secos
pudiera predecirse de algin modo los beneficiarios del agua en el embalseacgg
tapfdn. - Faclonamientos de agua ahora para tener algo de agua daran-
te escs'bérié&os. El criterio que define como usar el agua en el embalse a
través del-tjemﬁo recibe el nombre de regla dg operacién del embalse. Es-
ta reglajeﬁ b3sicamente una guia para operar el embaise a fin .de minimizar

la ocurrencia.de largos perfodos de déficit'y de déficits de gran magnitud.

La regiaidéﬁaéé?aéfﬁh de n. embalse representa entonces el criterio con que
se debe Qsar el agua del embalse. Este criterio puede definirse usando la ex
periencia que se tiene con embalses que se encuentran bajo circunstancias si-
milares o usando métodos de optimizacién y simulacidn o utilizando una combing

cién de ambos. Los métodos de optimizacidn son usados eficientemente para de

finir 1a regla de operacidn de un embalse en la medida en que ilustren el com |

portamiento Gptimo del embalse bajo diversas circunstancias. EI comportamien
to u opefécién éptima de un embalse durante el horizonte de planificacidn de
T periodos-de tiempo se define como aquellos estados del sistema para esos 1
periodos de tiempo que minimizan o maximizan cierta funcién objetivo. La ope
racién Sptima de un embalse es ﬁues una herramienta que sirve para definir de

una forma mis racional la regla de operacidn del mismo.

D
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En general un embalse dado debe tratar de usarse tanto como se pueda, es de-
cir, debe tratar de usarse para satisfacer tantos usuarios como sea posible.
Todos estos usos estardn condicionados a la habilidad con que el embalse pue-
da modificar la distribucidn espacial y temporal del agua: La regla de opera
cién del embalse es un compendio de esta habilidad y representa el camino a
seqguir para tener el mayor beneficio posible de! embalse bajo cualquner cir-

cunstancia.

La esencia de la aplicacidn de anilisis de sistemas en operacion de embalses
es el desarrollo de modelos matemiticos que pueden ser usados para encontrar
las mejores politicas de operacidn del embalse, la regla de operacidén, entre
muchas politicas alternativas. Estas politicas pueden ser desarrolladas den-
tro dé dos contextos: disefo y operacidn.

Usadas dentro del contexto de disefo sirven Gomo base para definir la capaci-
dad, alcances y limitaciones de las obras en estudio. Dentro del contexto de
operacion’ pueden usarse para asegurar que lo prometido se cumpla tanto como
sea posible, es decir, que las demandas que se supone el embalse debe satisfa
cer  sean satisfechas tanto como sea posible. En el primer caso la palabra

clave es confiabilidad, es decir, por ejemplo, el valor de la energia es mis

atractivo cuarndr ziia esta disponible, cuando es confiable, y cuando es con-
sistente. Esta situacién da lugar a la definicidn del término caudal seguro
miximo o rendimiento firme que teéricamente corresponde al caudal mdximo que

puede ser entregado siempre y de manera confiable y contfinua.

Observe que la definicidn del rendimiento firme a ser suministrado por el em-
balse dentro del contexto de disedo afecta grandemente las decisiones dentro
del contexto de operacién, pues muchos de los problemas defjci;arios dentro de
la operacidn se pueden deber a que se especifica un rendimientb firme muy alto
para el embalse. Debido a esto, el rendlmlento firme debe definirse dentro
del contexto de disefio de ta! forma que exista una probabilidad aceptable de
que puedan ocurrir déficits. Este es un problema interesante pues si la proba

bilidad de falla aceptable es cero el embalse estard completamente subutilizado




durante la mayor parte del tiempo, pero si esta probabilidad es alta el em- .
balse reportard mayores beneficios pero ocurrirdn déficits con réépgqtofa'iai

demanda con una frecuencia tolerable.

Dentro-del anidlisis de sistemas una de las técnicas de optimizacidén mds utili.
zadas para solucionar problemas de operacién y disefio de embalses es la pro-

gramacidn dindmica.

La programacién dinamica es una técnica de optimizacidn que permlte resolver
problemas en donde las decisiones se toman en forma secuencial. En Ia mayo-

ria de los problemas de recursos hidrdulicos que incluyen a!gﬁn procedlmlentoa

de optimizacidn, se trata de determinar los valores Jptimos de TaS?yariqblesQ?”

de decisidon, es decir, de aquellas variables que pueden ser contrdTadas»o»cam}

biadas. En algunos- casos estos problemas de decisidn. pueden 'ser-descompues:
tos en. componentes menores o subproblemas o etapas, con una estructura-secuen:
cial, en donde la decisidn para un subproblema o etapa afecta las decisiones
en todos los subproblemas o etapas restantes. Los problemas de Optlmnzacion
en recursos hldraullcos que pueden ser descompuestos ‘en una secuenC|a de sab-
prob]emas o etapas reciben el nombre de procesos de decision de multuples eta-
pas. la programacidn dinamica es una técnica muy conveniente para solucionar

esta clase de problemas.

El uso de la programacidn dindmica no estd restringido a ningdn requisito de
linearidad o convexidad, ni siquiera a requisitos de continuidad. Sin embar-
go, estd restringida a formas especificas de la funcidn objetivo, la cual de-
be ser separable, permitiendo as{ descomponer el problema de interés en sub-
problemas de decisiones secuenciales. '

Existe un consenso entre los escritores mds famosos del ‘drea de progr;maCién
dindmica, de que la mejor forma de aprender esta técnica es a través de su
uso para solucionar una gran variedad de problemas particulares. Sin embafgo,
se presenta ahora una formulacién general de la técnica de Erogramacién dind-

mica antes de su aplicacién a casos especificos. ' !
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1.2, NOTACION Y FORMULACION

Para facilitar la presentacién, serdn definidos algunos términos de uso comin

en programacion dindmica.

ETAPA: Es un.subproblema o una porcién del problema para la que una decisién

_ sepafada puede ser tomada.

VARiABLE“DE ESTADO: Es la variable o pardmetro de enlace que transmite infor
macidn entre las etapas. En cualqdief etapa, la variable de estado resume el

estatus actual del sistema, evitando la tediosa labor.de investigar los re-

~sultados de las etapas anterlores

 VARIABLE DE DEC!SION:  Es aquella cuyos valores pueden ser directamente mani-
- pulados en cada etapa, y estdn gobernados por algln tipo de ecuacién o regla

- llamada ecuacidn de transformacidn o de estado, que relaciona esta variable

con los estados de entrada y salida de la etapa. Esto se puede ver gréfica~

mente como:

Variable de
Decisfén .

~ Estado de- . : -~ Estado de
" Entrada. - "ETAPA Salida

Y

-' .)/19-0& @l«{m Ny W? WIO'“C&VI Dé‘ Ecu.a‘cnon de istadﬁoj(

I g

FUNCION DE RETORNO: -En cada etapé se toma una decisién, la cual tiene un va-

,lor,oAbeneficforrelativo representado por una funcidn llamada la funcidon - de

retorno.

FUNCION OBJETIVO: La combinacién de estas funciones de retorno define la fun

ciénvobjetiyo del problema original o global. Se puede decir entonces que la



funcidn objetivo del problema’ global debe ser separable o ééa, debe éstaP
compuesta de funciones objetivos individuales (funcnones de retdrne) para ca
da etapa que depende solamente de la variable de estado y/6 de la varlable
de decision. En cada etapa,’ " las funciones de retorno deben com
binarse de tal forma que permita la sepérabilidad‘de Ia,funciénmbh}et$96‘gldh
bal. Formas conocidas de separabilidad son la sumatoria.de las-funciones 1d¢
retorno de todas las etapas, el producto de las funciones .de retorné.de todas
las etapas, el miximo (o el minimo) del-minimo (o del miximo) valor de:’- -las:
funciones de retorno de todas las etapas. la forma mds comin de combinacidn

encontrada en problemas de recursos hidrdulicos es la sumatoria.

Para un mejor entendimiento de los términos definidos y del procedimiento a
ser explicado se presenta en forma paralela ejemplos ilustrativos a medida que

se procede con la explicacion tedrica,
EJEMPLO 1.

La definicién de la operacidén mensual de un embalse para abastecimiento de
agua a un distrito de riego de tal forma que se minimicen las diferencias en
tre el agua demandada o solicitada y el agua entregada por el embalse, es de;
cir, que se minimicen los déficits a través del tlempo constltuye un proble-
ma con una estructura de decusiones secuencxales tal como se, puede vnsualizar

[Eo B s R L

en la figurasiguiente. ' 1 o SO, s EL TR E D

‘55 ST e D RE VS0
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En este problema las etapas son los subproblemas definidos para cada uno de

los meses o periodos en los cuales se toma una decisidn,

La variable de estado es el volumen de agua almacenada en el embalse al :lnl'
cio del mes pues es la variable que transmite informacién de un mes al otro
o sea de un subproblema al otro. Llas variables de deC|SIon son las entregas

del embalse durante el mes, pues es la unlca variable manlpulablé'o contro1a-

ble. La ecuacion. de transformacién = . que relaciona la varxable de deC|-

sién con las variables de estado para este problema esta dada por la ecuac»on_

del balance de masa, que en forma muy general se. puede escrlblr para cada eta-

,,
g
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FUNCION DE RETORNO wemm———t» DEFICHTS ~tmenmmoncd Enero

pa como:

Volumen Final = Volumen Inicial + Entradas - Entregas (1.1)

VOLUMEN INICIAL <t————= VARIABLE DE ESTADO

!
ETAPA ] jocrenre—3w [ NTREGA ~—mme=m VARIABLE DE DECISION
r—ae ENTRADA

VOLUMEN FINAL ENERO = VOLUMEN INICIAL. FEBRERO

ETAPA 2 |[=—s ENTREGA

DEFICITS“———==%  Fobrero  f<ommmm= ENTRADA..
1VOLUMEN FINAL FEBRERO = VOI:,U&!EN‘ INICIAL MARZ0
l VOLUMEN INICIAL DICIEMBRE
. ETAPA 12 b ENTREGA
DEFICITS Diciembre fz— ENTRADA

VOLUMEN FINAL DICIEMBRE = VOLUMEN INICIAL ENERO

Cuando la ecuacidn de estado tiene tal forma que permite expresar la variable
de decisidn como una funcién explicita de las variables de estado, se dice
que la ecuacidn de estado es invertible. En general los problemas de optimi-
zacién a ser’resueltos usando programacidn dindmica son mds fdciles de solu-
cionar cuando son invertibles. Observe que en el ejemplo planteado la ecua-

cion de estado es invertible pues puede escribirse como:

Entregas = Volumen Inicial - Volumen Final + Entradas - (1.2)

La funcion objetivo del problema de los déficits a través del tiempo puede

escribirse como:



T . .
Fo=min I (0, -X) (1.3)

en donde Dt es la demanda de agué para el mes o perfodo t, y Xt es la canti- .

. dad de agua entregada por el embalse durante el mes t que representa la va-
riable de decisidn del problema. Como se puede ver esta funcién objetivo es
separable pues permite definir funciones de retorno individuales para cada

etapa como:

R, (st, xt) =D, - X | - (1.4)

en donde Rt (St’ Xt)'es la funcién de retorno para el mes t que en general de

‘pende de la variable de estado de la etapa St y/6 de la variable de decisidn _

de la misma Xt.‘ Esto se puede ver graficamente. como:

en donde t es la etapa,'St es el estado de entrada, X, es la decision, §£

es el estado de salida (en general igual a $S el estado de entrada-para»ja

t+1’

proxima etapa) y R, es la. funcién de retorno.
&

Observe que la funcidn de retorno depende solamente de la variable de deci-

sién X, como se puede ver-en la ecuacidn (1.4). "La funcidn objetivo global

es una-combinacidn sumatorial de las funciones de retorno de. cada etapa_ pu=

diendo.expresarse como:

F = Min

o1
e

IR )
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| El estado de salida de una etapa representa el estado de entrada de la - si-

guiente etapa, graficamente un problema de optimizacidn con N etapas se puede

ver .Como:
IXL lxz : lx. Ixn-a lxN
s, ' s s Si. Si- Sy, Sy i
o T P P ST S T e
R, R, R; Rat RN

La funcidn objetivo del problema original consiste en maximizar o minimizar

una combinacidn separable de los retornos para cada etapa. La programacién

dinadmica resuelve esta optimizacidn multivariada secuencialmente, es decir,
etapa por etapa. Es necesario enfbnces mantener un.registro de los retornos
acumulados en el pfoceso de decisién a medida de que éste pasa de etapa a e-

tapa.

El primer paso para resolver el problema de optimizacion mediante la aplica--
cidn del-algoritmo de la programacién dinamica es identificar para el proble -
ma en cuestidn los diferentes términos definidos anteriormente vy plantear el

problema dentro del formato de un proceso de miltiples etapas.

En este se puede determinar si el problema en cuestion puede ser solucionado

| mediante. el uso de -esta- técnica. El formato de un proceso de miltiples eta

pas consiste en identificar para el problema las variables y formular las

‘ecuaciones que forman la columna vertebral de la técnica. En resumen, - la

formulacidn del proceso consiste en:

‘a. Definir las etapas

b. Definir las variables de estado y de decisién
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c. Definir la ecuacidon de transformacién
d. Definir la funcién de retorno para cada etapa

e. Definir las restricciones asociadas con cada etapa

Una vez que el problema original ha sido ajustado al formato de un proceso

de decisidn de miltiples etapas, la aplicacién de la programacién dinamica pa

ra resolver el problema se facilita bastante.

EJEMPLO 2:

Plantear el problema del Ejemplo 1 segln el formato de un proceso de malti-

ples etapas.

El primer paso es definir las etapas secuenciales, y para este problema esas
etapas son los subproblemas planteados, uno para cada mes de operacién. El se
gundo paso es identificar las variables de decisidn y de estado. Para el
ejemplo en consideracidn la variable de decisidn Xt es la entrega de agua del
embalse durante el mes t, vy la variable de estado St es el volumen de agua en
el embalse al inicio del mes t. EI tercer paso es definir la ecuacién de

transformacion que en este caso esti dada por la ecuacién (1.1) y que se pue-

de escribir como:

Serr T S tag X | (1.5)

en donde St y Xt ya fueron definidos vy 9, es 2! volumen de agua que entra

al embalse durante el mes t. Observe que esta ecuacidn de transformacién es

invertible ya que puede escribirse como:

Y = -

Xy Se * 9 - S, (1.7)
El cuarts paso es definir la ecuacion de retorno, que para este ejemplo estd
dada por la ecuacién (1.4). E1 quinto paso es definir las restricciones pa=

ra cada etapa, que para el ejemplo bajo consideracidn pueden ser restriccio-

| kw

?J
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pectivamente (1imites de la variable de estado) y X

11

nes de almacenamiento del embalse y de capacidad de los conductos de descarga

esto se puede escribir como:

s, s s 5 8 | © {1.8a)

MIN t MAX
Xuin € X Xyay . (1.8b)
en donde SMAX Y SMlﬂ son el almacenamiento méximo y minimo del embalse ~res-

max Y Xmin
y minima  capacidad de los conductos de descarga (lTmites de la variable de de

son la maxima

cisidn). El formato general para este ejemplo se puede poner gréficamente:cg

mo.:

5 s
ot ] ETAPA £+,
Rt(Xt, st) = D - X
Seet T St ot X

Suin < Sy 5 Syax

Xumv < Xt 5 Xyax

Aquellos problemas de optimizacidn que pueden ser ajustados al formato gene

ral se dice que tienen una estructura separable, es decir, tanto la funcidn

de retorno, las restricciones y la ecuacion de transformacién de una etapa de

‘penden de variables de otras etapas solamente a través del estado de salida
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de la etapa inmediantamente anterior. Este tipo de problemas puede ser -re-
suelto mediante el uso del algoritmo de programgcién'dinémica que se presen-

ta con algin detalle a continuacidn.

‘ 1.3. GENERALIDADES SOBRE LA FORMULACION DEL PROBLEMA DE PROGRAMAC | ON DINAMI-
CA

Existen dos algoritmos de programacién dindmica y ambos son extensivamente u-
sados en prbblemas de oﬁtlmﬁzacién-en Recursos Hidraulicos. Ambos algorftmos
reciben su nombre de acuerdo a como solucionan el broblema con respecto al
flujo de informacidn. Si lo solucionan en el mismo senfido del flujo de in-
formacién, es decir, empezando en el primer perfodo de tiempo y moviéndose ha
cia el Gitimoiperfodo recibe el nombre de algoritmo de programacién dindmica

hacia:adelante. Si’soluciona.el prbbleﬁa en sentido contrario al flujo de in-
formacidn, es decir, emﬁezando en el Gltimo perfodo de tiempo y moviéndose ha
cia el primer perfodo recibe el nombre de algoritmo de programacién dindmica

hacia atrds. En el caso del algoritmo hacia atras las etapas crecen en seﬁti
do contrario a les perfodos de tiempo tal como se ilustra grédficamente en .la‘
Figura l,.pero en el caso del algoritmo hacia adelante ambos crecen en el mis

mo sentido como se ilustra en la Figura 2. Para cualquier perfodo de tiempo

t la ecuacidon de transformacidn para el algoritmo hacna atras estarfa dado co

mo,

Seap =S¢t X, - q

indicando una preferencia a calcular los estados Sptimos para cada etapa -en
el primer caso para cada posible valor del estado de entrada y en el segundo

caso para cada posible valor del estado de salida. Observe que esto es olo
una preferencia y no una norma pues una manipulacidon de 1a ecuacuon de trans-
formacin permitirfa la definicién de los estados gptimos para cada valor del

es;ado de salida en el primer caso y del estado de entrada en el segundo caso.

™,
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19, 1X1 lqz ‘Xz _ v N,l N ]
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ETAPA 1 S evapa 2 | s Sy., | ETAPAN S

R,(X,,S,) R,(X,S,) Ry( Xy Sy)

" Fiqura 2.- Caracteristica Secuencial del Problema de Operacion de un Embalse

(algoritmo hacia adelante)

En realidad ambos algoritmos de programacidn dindmica dan 1a misma respuesta
al mismo problema de optimizacién, pero en el caso de operacidn de embalses e
el uso del algoritmo hacia atrds no sélo ha sido mucho mas popular sino ' que

nArace ajustarse mejor al desarrollo fisico de este problema y es por esto que

este algoritmo se presenta con mis detalle acd. ' Sin embargo, cuando sea del

caso se resaltardn las diferencias entre los dos algorttmos y cuando se pre-

sente el prlmer ejemplo practico este sera resuelto por ambos
Si el .problema de optimizacidn a ser resuelto puede ser ajustado al formato

general de un proceso de decision de miltiples etapas se puede notar lo si-

gunente

1. Hayjexacfamente N etapas en cada una de las cuales una decisién debe

ser ‘tomada.

2. Si se empieza en la etapa N, la decisidn dptima en esta etapa es sélo a-

x

fectada por el estado de entrada al sistema en esa etapa y por la deci-

sidén tomada en ella.
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3. La etapa N-1 sélo afecta el estado de entrada a la etapa N, y la decisidn
Optima en esta etapa es sSlo gobernada por el estado del sistema en esta

etapa y por la decision tomada en ella.

L. La etapa N-2 sélo afecta el estado de entrada a la etapa N-1 que a su vez
afecta la decision en la etapa N. La decisidn Sptima en la etapa N-2 sé-
lo depende del estado del sistema en esta etapa y de la decisidn tomada

~en ella.

5. Lo mismo se puede escribir para las etapas restantes hasta la etapa 1.

Se supone por simplicidad que la funcidn objetivo del problema original busca
minimizar o maximizar la suma de las funciones de retorno para todas las eta-

pas, o sea:

\ . _
Min (o Max) LR (S, X) ‘ : o (1.9)

Si se empieza primero por plantear el problema solamente para la Gltima etapa,

este se puede escribir como:

Y = H ’
fi(Sy) Min (o Max) {Ry (Sy xN)} (1.10)
sujeto a la ecuacidn de transformacidn y las restricciones inherentes a esta
etapa. Se trata entonces de definir el valor optimo de las variables de esta
do y decisién, es decir, el valor de Sy vy Xy gue minimice (o maximice) la

funcidn de retorno RN. Cbserve que el estado del sistema estd relacionado con

la decisién por medio de la ecuacidn de transformacidn. Si los estados Spti-

mos (de entrada y salida) SQ y S;+1 se pueden determinar de alguna manera, la
decisidon optima X; para esta etapa se determina simplemente usando la ecua-

cion de estado.

Una vez resuelto el problema para la etapa N se pasa a plantear y resolver el

problemé para las dos Ultimas etapas. En este caso se trata de definir el va-
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lor Sptimo de las variables de estado y de decisidn que minimicen (o maximi-
cen) . el retorno para las dos Gltimas etapas (RN_1 *+ Ry)- Lla funcidn objeti-

vo se puede escribir entonces como:

fuo1(Syop) = Min (o Max)'{RN_1(sN_],xN_1)+ Ry (S X}
6 .
fn-1(Syoq) = Min (o Max) {Ry (S, 1, Xy ) + f(5))
o
fN—1(SN-1) = Min (o Max)’ {R ( Sn-1 2 *ne 1)+ fN(sN-1’XN—1)}

que indica que sdlo se debe optimizar con respecto a la variable de estado
Sy-1 Y @ la variable de decision XN-1 de la etapa N-1.

Una vez resuelto el problema para las dos G(ltimas etapas se pasa a resolver
el problema para las tres {ltimas etapas. En este caso se debe definir el
valor éptimo de las variables de estado y de decisidn que minimicen (o maxi-
micen) el retorno de las tres dltimas etapas (R + R + RN)’ la funcién

N-2 N-1
objetivo en este caso se puede escribir como:

Fu-2 Sy-g) = Minlo Max) Ry o (Sy 50Xy o )+Ry 4 (Sy_1o%y )
+ Ry (5, %)}
s
Fu-2 (Syog) = Min (o Max) Ry, (S, %p) *+ Fyq (Sy_))
3
fr-2(Syop) = Minlo Max) {Ry_, (s, ,,X N-2) o1 (Syogi Xyop) T (1.11)

A esta dltima ecuacién se llega teniendo en cuenta la relacidén que existe en-
tre SN 1’ SN 5 Y XN 5 Por medio de la ecuacidn de estado. La ecuacidn (1.11)

‘lndlca entonces que se debe encontrar el valor Sptimo de la variable de deci-

siodn XN 2 Y de estado S -2
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En general, se puede decir que el problema a resolver en la etapa t estd

dado por:

Y = i A ) (
ft(St, Min(o Max) {Rt(St,Xt, +f (s ..)} \1.12)

t+1 "7t +1

sujeto a las restricciones inherentes a la etapa t, que en general son de la

forma:

Yan < X S Xyax

SmN S S S Syax '
en donde XMIN y XMAX son los limites inferior y superior para la variable
de decisidn, vy SMIN y SMAX son los limites inferior y superior para la varii

ble de estado.

El problema original planteado en la ecuacién (1.9) es solucionado cuando en

la ecuacién (1.12) se considera t = 1, y se puede escribir como:
f1(S1) = Min (o Max) {R1 (Si, Xi) + f2(S2)} (1.13)

Si el valor de la variable de estado S; es conocida, el problema para esta

etapa sélo tiene que ser solucionado una vez. Para el valor de S; hay que de
terminar el valor de S; que minimice la funcidn objetivo de la ecuacién (1.12)
y el valor 6ptimo de la variable de decisidn X; se determina usando la ecua
cion de estado. Una vez que el valor Sptimo de la variable Sz ha sido defini

do, el valor 6ptimo de los estados para todas las demds etapas se determina

_automdticamente pues ya se conocen de los resultados anteriores.

Si el valor de la variable de estado S; no es conocido, el problema se puede

resolver para todos los posibles valores de esta-variable. Cada valor de §;

tendrd su trayectoria Sptima de estados y un valor asociado de la funcién ob-

jetivo. De esta"manqra, se podria, si es del caso, escoger cuil es el "Mejor"
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estado inicial Si, que seria el valor de S, que produzca el'minimo valor de

la funcidn objetivo. ' &

La ecuacién (1.12) representa una ecuacidn general para tua]quier etapa t, y
plantea el problema a ser resuelto en cada etapa teniendo en cuenta la so-
lucidn encontrada en etapas anteriores. Esta ecuacidn tiene una forma gene-
ral no sélo para el problema planteado sino para cualquier problema cuya fun
cién objetivo global tehga la forma de sumatoria de las funciones de retorno
de cada etapa. Para los algoritmos de programacién dinamica dicha ecuacidn

recibe el nombre de ecuacién o funcidn recursiva pues su solucidn en forma
recursiva da eventualmente la solucién al préb!ema global“ta}:como¢se ha_mpg
trado acd. La ecuacidén (1.12) es la ecuacién recursiva cuando se usa el al
goritmo de programacidn dindmica hacia atrds. En el caso de usarse el al-

goritmo. hacia adelante dicha funcidn o ecuacién recursiva podria escribirse

como:
®
- - i + ; : .
f(S,) = Min _(o Max) {R (S ,X ) o1 (Soy)d (1.14) .
Se ha presentado en forma general en qué consiste el algoritmo de programa-
cién dindmica hacia atrds, el cual se puede resumir con el concepto  bdsico
del principio de optimalidad propuesto por Richard Bellman:
"E1l conjunto 6ptimo de decisiones en un proceso de mltiples
etapas tiene la propiedad de que no importa cudl es la etapa,
el estado y las decisiones iniciales, las decisiones restan-
tes deben constituir una secuencia de decisiones dptimas pa-
ra el resto del problema™ A
Como se anotéd en 1la formulacién la Gnica diferencia ‘entre el
algoritmo de programacidén dindmica hacia atrias (presentado en detalle aquf) vy
L S
el algoritmo hacia adelante es la direccién en cue resuelven el pro-
blema. Sin embargo, existen algunos casos en donde sélo uno de los dos algorit N
-~ -

mos puede ser usado. En el caso de problemas de planificacién en recursos hi-

draulicos, problemas de seleccién e itinerario de proyectos, sélo el algoritmo
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de programacién dindmica hacia adelante puede ser usado. En el caso en que
la ecuacidén de transformacidn no sea invertible el aldoritmo de programacién

dinamica hacia atrads debe ser usado.

Las caracteristicas bisicas de la programacidn dindmica se pueden resumir en

tonces como:

1. El problema original debe ser separable: la funcidn objetivo puede ser

optimizada en etapas subsecuentes en lugar de hacerse simultaneamente.

2. Lla programacién dindmica tiene que ver con problemas en donde se toman

decisiones en cada etapa.

3. Llos estados y las decisiones en cada etapa estdn relacionados por medio

de la ecuacién de transformacién.

L. Con cada decisién en cada etapa hay una funcidn de retorno que evalda la
bondad de esa decisién, y la contribucién que esa decisidn puede tener

sobre el objetivo general.

5. Dado un estado, una politica Sptima para las etapas restantes es indepen

diente de la politica adoptada en las etapas anteriores.

‘Observe que en la discusidn presentada del algoritmo de programacidn dindmica

se asumid que la ecuacién de transformacién es invertible y que sélo se pre
senta un estado por etapa. La programacidn dindmica es un algoritmo que permi
te solucionar problemas no invertibles y de miltiples estados, pero se cree

que para efectos introductorios estas suposiciones permiten un mejor entendi-

miento del algoritmo.

Se ha presentado brevemente en este capitulo de una forma general el algorit-
mo de programacién dindmica. En el préximo capitulo se presenta este algorit

mo dentro del contexto de operacién de embalses.
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IT. ALGORITMO DE PROGRAMACION DINAMICA EN OPERACION DE EMBALSES

2.1, "EL ALGORITMO GENERAL

La programacién dindmica ha sido utilizada con cierto éxito en la determina-

cion de la politica de operacidn de uno o varios embalses.

El problema de operacién de un embalse puede ser visto como un proceso de de-
cisiones secuenciales en el tiempo, donde el resultado de una decisién debe

ser considerado en las decisiones futuras. En efecto, la operacién siempre

se realiza para un horizonte de tiempo relativamente corto, el cual puede ser
dividido en varios periodos de tiempo. El problema consiste en determinar la
cantiaad de agua a ser entregada en cada uno de los periodos con el fin de op
timizar una funcién objetivo que depende de esa cantidad y, a veces,de la can

tidad;de agua que queda almacenada en el embalse.

Al principio de un perfiodo cualquiera t, el embalse contiene una cierta cantj
dad de agua almacenada St. Durante este periodo los rfgs aportan élféh?él§§v
una cierta cantidad de aqua C mientras que del embalse sale la entrega® Xt"i
También. se pueden considerar otras variabies como la cantidad de agua evapora

da durante el perfodo y la cantidad de agua percolada en el embalse durante

el mismo periodo, pero para efectos de simplicidad en la explicacién estas"pén

didas" no se tendrdn,en cuenta aquf.

E1l almacenamiento al principio del periodo St’ es entonces transformado al:Va-
lor St+i’ la cantidad de agua en el embalse al final del perfodo. El valor de
St+1” sirve ahora de almacenamiento inicial para el siguiente perfodo y cons-
truye el elemento de enlace de un periodo al siguiente. Este cardcter se-
cuencial fue resaltado gréficameq;e en la Figura 1. La formulacién matemétf;
ca del problema de operacidn Sptima de un embalse, asumiendo que los aportes

,al embalse en todos los perfodos son conocidos, es la siguiénte?

e


abembal.se
tidad.de

“
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'
|

. Maximizar {FN} o _ ;l : o ) (2.1)

sujeto a las siguientés restricciones:

a) Restricciones de balance de masas:

N

Sepy = S tap - X, o V; | : (2.2a)

~b) Restriccién de mdxima descarga posible:

X, £ S, *+a, = Sy Yt (2.2b)

¢) Restriccién de almacenamiento:

o

<§ <5 SVt (2.2¢)

SuIN <S¢ S MAX

" d) Réitriécién de.descarga:

0 < X < X

= %N S e S Kuax vt | o (2.24)

en do’nde"FN ‘representa la funcién objetivo en todo el horizonte de operaci6n

de N periodos de tiempo, S son los almacenamientos minimos y maxi

MIN Y Suax,

mos permitidds en el embalse respectivamente, y XMI& y XMAX son .las des-

cargas minima y maxima permitidas respectivamente.
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Como se-anotd anteriormente la funcién objetivo a ser optimizada depende en

general de las cantidades de‘agua entregadas por el embalse, X y del agua

t’

almacenada en el embalse, S _, en cada perfodo de tiempo t. La funcidn obje~

)
tivo del problema ests entoﬁces definida por una combinacién de la contribu-
cidn que cada periodo de tiempo hace a esa funcidn objetivo. Esta combina-
cién debe . ser de tal forma que'garantice la separabilidad del problema de tal
manera que €ste pueda ser solucionado mediante el algoritmo de programacién
dindmica. En el caso de operacién de embalses esta combinacidn es, en gene-

(X_, S.) es la funcién de retorno que mide

tt’ Tt
la contribucidn de cada periodo de tiempo a la funcién objetivo general ésta

‘ral, de forma sumatorial, y si R

Gitima se podrfa escribir como:

S.) (2.5_)

en el caso de que la combinacidn de las funciones de retorno fuera de tipo

sumatorial.

Como 'se dijo en el parrafo anterior, en general las funciones objetivos, en
el casoide operacion de embalse, son de tipo sumatorial; sin embargo, se pUg
den pféseétar casos en que estas funciones tengan otra forma y adin se pueda

seguir,dsando el algoritmo de programacidn dindmica para solucionar el pro-
blema. ‘En algunos casos de hidroelectricidad y de operacidn de sistemas de
riego la funcidn objetivo puede ser de forma multiplicativay se podria escri

bir como:

-
n
3=
=
—~
>
w
~

la cual -sigue garantizando la separabilidad del problema y por lo tanto  su

¢

solucién mediante el uso de la programacidn dindmica.

El problema planteado de la operacién &ptima de un embalse puede ser solucio

nado usando programacién dinidmica mediante el siguiente procedimiento:

k74
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1. Se identifican primero las etapas, las variables de estado y las variables

de decision.

En este problema cada subproblema planteado para un periodo de tiempo re-
presenta una etapa, la cantidad de agua almacenada en el embalse al ini-
cio del perfodo representa la variable.de estado (es la variable que trans
mite informacién de una etapa a la otra), y la cantidad de agua entregada

durante el perfodo representa la variable de decisién.

2. La funcidn objetivo se formula como una ecuacidn de recurrencia para cada
etapa. Esta ecuacidén debe representar la solucidon Optima para <cualquier
etapa y las etapas restantes hasta la Gltima etapa (el principio de opti-

malidad) y puede ser planteada como:

Fo(s) = Max fR(X) + f )} : (2.4a)

t .t

sujeto a:

en el caso queé se use el algoritmo hacia adelante la funcidn recursiva estaria

dada como:

f.(S) = Max{R (X)) + f__ (s _,)} - (2.4b)
3. La ecuacidén de estado o transformacién estd dada por la ecuacién de balan
ce de masas o continuidad que para.el caso del algoritmo hacia atrds se

escribe como:
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S = S+ X - 9, (2.5b)
Se empieza a solucionar el problema etapa por etaéa, empezando en la dlti
ma o en la primera etapa de acuerdo al algoritmo usado. En el caso del
algorTtmo hacia atrds se calcula fy(Sy) como:
(s,) = MaX{RN(XN)} . ' - (2.6a)
sujeto a:

S < §, 5

MIN - N

En el caso del algoritmo hacia adelante se calcula f;(S;) como:

f1(s1) = MaX{R1 (X])} . (2.6b)
sujeto a:
A .
0 < X1 < S+ q1 - SMlN
SMlN L 5 < SM/—\X

Se resuelve ahora la funcidn recursiva etapa por etapa, empezando en la

etapa M hasta la etapa 1. En el caso del algorftmo hacia atris serfa:

Y



»
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F(sy) = Max{R (X)) + F (5 +q - X))} (2.7a)

N-1, N-2, ..., 2, 1.

para t

En el caso del algoritmo hacia adelante se empezard en la etapa 1 y se

solucionard hasta la etapa N, es decir:

fo(s) = Max{R (X)) + f _ (s +X -q)} (2.7b)

para t = 1, 3, 4, ...., N

Una vez que se ha solucionado el problema para la primera o la Gltima eta
pé se escoge el valor miximo de f; o de fN y se identifica el correspon-
diente valor de la entrega, que representar3 la entrega Sptima para esta
etapa. En el caso del algoritmo hacia atrds se identifica Xf la entre-
g?véptima en la primera etapa y en el caso del algoritmo hacia adelante

Xﬁ, la entrega Optima en la Gltima etapa, el primer perfodo de tiempo.

Para determinar la entrega dptima en las demds etapas se procede como si-

g_ue:

a) Para el caso del algoritmo hacia atrds se calcula:

con este valor de S2 se identifica el valor de fz(SZ) y el correSpog

diente valor de la entrega Sptima X». En cualquier etapa a partir de

St y X; conocidos se calcula:

s o= 5 4+ a, - xz (2.8a)

con este valor de S, Si identifica el valor de ft+l(st+1) y el valor
. correspondiente de Xt+1'
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b) Para el caso del algoritmo hacia adelante se calcula:

ot s
w W

- _ " %
Sn-1 T Sy av * Xy

con este valor de S;_1 se identifica el valor de fz(Sﬁ_]) y el co-

rrespondiente valor de la entrega 6ptima XN-]'

a partir de S: y X; conocidos se calcula:

En cualquier etapa

J So

t-y se identifica el valor de f _, (St-1) y el

valor correspondiente de X;_

con este valor de S
1

La solucién del problema de operacién de un embalse se ha planteado usando el
algoritmo de programacién dindmica. EI broblema de operacidn se ha blanteado
en esta etapa introductoria dentro de un contexto completamente deterministi-
co, es decir, se ha asumido que los caudales de entrada al embalse en los di
ferentes perfodos de tiempo q¢ son conocidos. La solucién del problema de

operacién de un embalse dentro de un contexto estocdstico seri planteado en

una seccidn posterior al desarrollo de ejemplos dentro delcaso deterministico.

El problema de operacién de embalse planteado dentro del esquema de progfama-
cién dindmica puede ser solucionado usando la brogramacién dindmica discreta
o la programacién dindmica continua. En el primer caso la variable de estado
(lTos almacenamientos) es discretizada en un nlmero razonable de valores que
garanticen una solucién adecuada al problema, y en el segundo caso se resuel-
ve para cada etapa el problema de obtimizacién usando métodos de cdlculo mate
matico o algin método de bfsqueda. Lla gran ventaja de la brogramacién dinami
ca discreta es que su uso estd generalizado bara solucionar problemas de ope-
racién de embalses y presenta los resultados de una forma tabular facil de
entender. La desventaja de esta metodologia es que si la discretizacién esco
gida para la variable de estado es muy grande buede encontrar una solucidén

muy alejada del Sptimo y si ésta es muy pequefa el encontrar.la solucign puede
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tomar un tiempo interminable. La gran ventaja de la programacién dindmica
continua es que para ciertas formas de la funcidn de retorno y de la ecua-

cién de estado garantiza el Gptimo global. La desventaja de esta técnica es

que para funciones de retorno y ecuaciones de estado complejas no garantiza

encontrar este Sptimo. Se presenta ahora una breve descripcién de estos dos
métodos de cilculo de la programacién dindmica dentro del contexto de opera-
cidn de embalses y usando el algoritmo hacia atrds, pues como se dijo antes

es el algoritmo mads utilizado en este caso.
2.2. LA PROGRAMACION DINAMICA DISCRETA

Se describe brevemente ahora el método de cdlculo de la programacién dinimica
discreta dentro del contexto de la operacidn de un embalse.

: N , )

Se empieza primero por plantear el problema solamente para la dltima etapa, Yy

este se puede escribir como:

x,)}

fu(Sy) = Min (o Max) (R (Sys Xy

sujeto a la ecuacidn de estado y las restricciones inherentes a esta etapa. -
Se trata de definir,para el dltimo perfodo de tiempo (la dGltima etapa) vy pa-
ra cada valor posible del volumen de agua en el embalse al inicio del periodo,

cudl es el volumen de agua 6ptimo al final del periodo. Es decir, para cada

‘valor del volumen de agua al inicio del perfodo, se calcula la descarga corres

pondiente a cada valor del volumen de agua al final del perfodo, y se escoge
como Sptimo el volumen de agua al final del perfodo que produzca la descarga
que minimiza el déficit para el Gltimo perfodo de tiempo. El procedimiento se
puede sistematizar como sigue: ‘
1. Discretizar él volumen inicial Sy y el final SN+1, para la dltima eta-
pa o sea, se definen Sy (i) y SN+1(i), i =1, 2, ..., M, en donde Sy (i)
es el valor discreto i para el volumen inicial y Sys+1(i), es el valor dis

creto i para el volumen final, y M es el nimero de valores discretos.
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2. Para cada Sy(i) y para cada Sy4q(j) se calcula la descarga Xy(i,j) corres

pondiente usando la ecuacidén de transformacidn, es decir:

&

Para cada Sy(i), i =1, ..., M
Se calcula:

XN(i,j) = SN(i) + qN-SN+1(j), J=1, .., M
en donde XN(i,j) es la descarga correspondiente a un volumen inicial
SN(I) y-a un volumen final SN+1(j).

3. Para cada SN(i) se escoge SN+1(j) de tal forma que:
X (i,5) = s (i) + aqy - Sy.q(j)
N e N N N+1 @

produzca el minimo déficit. Estos valores de SN+1(j) y de XN(i,j) se de-

*.

., ots
% W

N signan como SN+1(1) y XN(n). )

L
Py

L. Se almacenan o se guardan los valores de SN+1(i) para cada valor discreto
de SN(i),' i=1,..., M.

~Una vez resuelto el problema para la etaba N se pasa a resolver el problema
péra las dos Gltimas etapas. En este caso se trata de definir el valor opti-
mo de las variables de estado y de decisién que minimicen (o maximicen) el re
torno para las dos Gltimas etapas (RN_1 + RN). La funcidn objetivo se puede

escribir entonces como:

~—
[

Min (o Max) {Ry_ (S, _,) + RN(SN,XN)}

Frya1(Syoy) = Min (o Max)'{RN_](SN_]{XN_]) + £ (s)} , &




LAY

&

@’-}

N

® .
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6

) = Min (o Max)'{RN_](S )}

-1 n-1 -1 S Xe

que indica que sélo se debe optimizar con respecto a la variable de estado

Sy 4.
N-1
suelto para todos los posibles valores discretos de Sy_q. El problema se re-

Debido a que no se conoce el valor 6ptimo de Sy_q, el problema es re-
duce entonces a:

Para cada valor de SN—1 encontrar

Min (o Méx) R (s , X, o) + fN(SN)}

N-1 N-1 N-1

' Se trata entonces de encontrar el valor Sptimo de la variable de decision pa-

ra la etapa N-1, para cada valor de la variable de estado SN_1;' Esto se re-
suelve de una manera similar a lo blanteado bara el éstado N, es decir, para
cada valor de SN-1 se determina el valor 6ptimo de Sy y el valor cbrrespon-
diente de la variable de decisidn Xy-1. Observé que cada valor de Sy tiene

asociado un Sptimo estado Sy4q1 definido en la etapa N que ya ha sido resuelta

o sea, una vez que se defina el Sptimo valor de Sy, el correspondiente valor

6ptimo de SNy1 se obtiene de los resultados de la Gltima etapa.

El procedimiento serd entonces como sigue:

1. Discretizar el volumen Sy.1 para la etapa N-1, es decir, - se define
SN-1(i), i =1, ..., M, en donde SN-1(i) es el valor discreto i para el

volumen inicial en 1a etapa N-1, y M es el ndmero de valores discretos.

2. Para cada SN_1(i)' y para cada Sy(j) se calcula la descarga Xy-1(i,j) co
(respondiente'usando la ecuacién de estado, es decir, para cada Sn-1 (i),

i=1,..., Mse calcula:

5. A ER AT
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XyopCind) = Sy (0) +ay_y - S (3), j=1,..., M

3. Para cada SN_](i) se escoge el valor de SN(j), j

que la suma de:

i}
-—
-

Ryop Xyoq (0300 + £ (s, (5))
sea minima. En donde Ry _, (XN_1 (i,j)) representa los déficits ocurridos
en la etapa N-1 si las entregas del embalse durante esa etapa son

XN_1(i,j), y fN(SN(j)) representa el minimo déficit para las etapas si
guientes si el volumen inicial para esas etapas es SN(j)-

L

‘4., Se almacenan o se guardan los valores de S& (1) _correspondientes a ca

da valor discreto de SN—I(i)’ i=1,2,..., M.
Una vez resuelto el problema para las dos (ltimas etapas se pasa a resolver
el problema para las tres Gltimas etapas. En este caso se debe definir el va
lor 6ptimo de las variables de estado y de decisidn que minimicen (o maximi-
cen) el retorno de las tres Gltimas etapas (R + R + RN). La funcién ob

N-2 N-1
jetivo en este caso se puede escribir como:

Fuoa (Syog) = Min(6 Max) Ry , (S, ,5%, )+ RN_1(SN_l,XNA1)+RN(sN;XN)}
6.

fN;ZSSN-Z) = Min(8 Max) {Ry_p(Sy 50 Xy o)+ Fiy (S 1)}

6.

fN;ZKsN_z) = Min (& MaX){RN_z(SN_Z,XN_Z) + fN-1(SN-2’XN-2)}

a esta Gltima ecuacidn se llega teniendo en cuenta la relacidn que existe en-
tre SN-I’ SN_2 Y Xy.p POT medio de la ecuacidn de transformacidn. La ecuacidn

anterior indica entonces que se debe encontrar el valor optimo de la variable

., M de tal forma

4
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de decision Xy-p Y de estado SN-Z' Como el valor optimo de la variable de es-

tado no se conoce, el problema es resuelto para todos los valores posibles de
SN_2 y se puede escribir como:

Para cada valor de SN-Z encontrar

Sy o)}

(s N-1(SN-2

Min (6 Max) {R + f

N-2 (S22 Xy-2)

El procedimiento en este caso es completamente andlogo al de la etapa anterior

y define para cada valor discreto $ (i), i=1,..., M el correspondiente

% N-2
valor éntimo de SN-1 (i) .

En general, se puede escribir que el problema a resolver en la etapa t estd
dado por:
)}

f.(S.) = Min(é Max)'{Rt(st,xt) + f_ (s

t' 7t t+1 " T t+1

el cual es resuelto para cada valor discreto de la variable de estado St’ de
la misma forma como se ha indicado antes. Cada valor de St tendra asociado
una serie de valores Sptimos para la variable de estado desde la etapa t has
ta la Gltima etapa N, que han sido determinados en esas etapas. El procedi-

miento general para esta etapa sera:

1. Discretizar el volumen S, para la etapa t, es decir, se define St(i),
i=1,...,M, en donde St(i) es el valor discreto i para el volumen ini-
cial en la etapa t, y M es el nlmero de valores discretos.

2. Para cada St(i) y para cada S__,(j) se calcula las entregas Xt(i,j) co-

t+1
rrespondientes usando la ecuacidn de estado, es decir, para cada~St(i),
i =1,..., M se calcula:

X (i,j) = s (i) + g, - St+](j), J=1,.00,0M
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3.; Para cada St(i) se escoge el valor de St(j), j=1,..., M de tal forma
que la suma,

R.(X (i,5)) + f .. (s

t 't t+1

(j))

t+1

sea minima.

4. Se almacenan o se guardan los valores de S;+1(i) correspondiente a

cada valor discreto de St(i), =100, M.

El problema original es solucionado cuando se resuelve la funcidn recursi

va para la primera etapa, y se puede escribir como:

£1(51) = Min (6 Max) {R1(S1, X1) + f2(S2)}

Si el valor de la variable de estado S; es conocida, el problema para esta

‘etapa sélo tiene que ser solucionado una vez. Para el valor de S; hay que de

tbrminar el valor de S» que minimice la funcién objetivo anterior y el valor

Gptimo de la variable de decisidn Xy se determina usando la ecuacién de esta-
do. Una vez que el valor Sptimo de la variable Sz ha sido definido, el valor
Sptimo de los estados para todas las demds etapas se determina automdticamen-

te pues ya se conocen de los resultados anteriores.

Si el valor de la variable de estado $; no es conocido, el problema se puede
resolver para cada valor djséreto de esta variable. Cada valor discreto de
S, tendrd su trayectoria Sptima de estados y un valor asociado de la funcién
objetivo. De esta manera, se podria, si es del caso, usar esta informacion

generai para definir la reqgla de oneracion del embalse.

:2;3. LA PROGRAMACION DINAMICA CONTINUA

Se describe ahora brevemente el método de cdlculo de la programacidn dindmica

continua dentro. del contexto de operacién de embalses.
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Este método de cdlculo es bastante aceptable cuando se tiese una ecuacién  da
transformacidn lineal y una funcién de retorno cuadrdtica, pues en estos ca-
sos existe una garantia de que los métodos de cdlculo dardn un minimo (o maxi
mo) g]obal y no relativo. En cuanto a la ecuacidn de transformacién se puede
decir que, en los'problemas de operacidn de embalses ésta es sfempre lineal y .

de la forma,

en donde a  representa un término constante (caso deterministico) que inclu-
ye tanto los aportes al embalse como las pérdidas que ocurren en €1 durante

el perfodo de tiempo t.

Las funciones de retorno no son siempre de forma cuadrdtica, sin embargo, co-
mo una primera aproximacién se asume que éstas son cuadriticas. Funciones de
retorno cuadrdticas de uso comin en oberacién de embalses son el cuadrado de
los déficits, y el cuadrado de los déficits con resbecto a una entrega prefi-
jada mds el cuadrado de la diferencia de los almacenamientos con respecto  a

almacenamientos prefijados. Estas funciones de retorno pueden escribir como:

_ - 2
Rt(xt’ st) - (Dt Xt)

1}
—
o
'
>
~—
N
+
—
o
1
w
~—
N

Rt(Xt - st)

- en donde, Dt es la cantidad de agua deseada del ehbalse, la demanda, vy Gt es
la cantidad de agua que se desea quede almacenada en el embalse, durante el

periodo de tiempo t.

Se presenta ahora el método de cilculo de la programacién dindmica continua
para ‘solucionar un problema de operacidon de embalse usando una funcidn de re--
torno dada por el cuadrado de los déficits. EI problema se plantea inicial-

mente para la (ltima etapa como:



fy(Sy) = Min{(o, - xN)Z}
, €
sujeto a:
| Snet T ST Ky Ty
O sea:
XN = SN - SN+1 + aN

y reemplazando esta expresién en la funcidn recursiva anterior se puede es-

cribir que:

_ 2
Fulsy) = (o - s+ s, ay)
_ - 2
(by = Sy)
- en donde . bN = DN + SN+1 - ay @
El problema a ser resuelto cuando se consideran las dos Gltimas etapas es:
, , #
: o VR .
Fu-1(Syoq) = Min LDy, - X )%+ F(Sy)}
sujeto a:
T SNer T Xnar e
o sea:
- . - 2 -
Fuet o) = Min oy oxy 0 2+f, (S 1oy _+ay )
RV . 2 - . 2
= M0y Xy )P+ (by=Sy g #Xy yay )
el valor de XN-] que minimiza esta funcién recursiva se obtiene derivando la
funcién con respecto a XN—] e igualando a cero el resultado, es decir: “
afN_1
X, T 20N eg) F 20ysy e Xy - ay ) *
= by .+ 2(by-Dy_; - Sn-1 ~ @net) =0
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lo cual da:

la segunda derivada de la funciédn recursiva da 4>0, lo cual garantiza un mini
oL

mo. Reemplazando el valor de X en la funcidén recursiva anterior se puede

N-1
escribir que:
] s ) < (o.- -bN + DN-l + SN-I + aN_l)2
N-1'°N-17 7 N
2
. (b.s . —bN + DN-I + SN_1 Ay, . )2
N "N-1 N-1
2
=1 2 - 2
E{EZDN+bN DN-17SN-1 "aner) HBy=Sy gDy 1’aN-1)]
_ 1 . 2 _ 2
H{}bn-1 Sn-1)7 F (oyey = Sy j
en donde bN-1 = ZDN + bN - DN-1 Ay Y N1 T bN + DN-1 - Ay

El problema a ser resuelto cuando se consideran las tres Gltimas etapas se

puede escribir como:

, — Mi: - 2 .
Faz (Syog) = Minl(Dy 5 = Xy p)® + fy_ (S )3
sujeto a:
SNA1 T Snez T Xne2 tays
O sea:
. " - 2 -
Froz (Snag) = Min LDy, Xy o) + F 1 (S p=Xyop + ayop)}
- . _ 2 1 - . 2
= Mind(0y 5 Xy2) ™+ g [(byy = Sy * Xyop  ayy)
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E1 valor de XN__2 que minimiza esta funcidén recursiva se obtiene derivando la

funcidn con respecto a XN 5, © igualando a cero el resultado, es decir:

N2 1
TR, - 22 n2) 7 St X ey
L (c -S + X - a, ,)
7 VON-1 T ON-2 T XN-2 T oAN-
5f
N-2 1 ~
TX Myp=20p 7 (Oyogteyy) = Sy may, = 0
lo cual da:
| 1
* 20 * Syap YAy Ty (g teyy)
XN-2 =

la segunda derivada de la ecuacidn recursiva da 3>0, lo cual garantiza que

X;_z es el valor que minimiza la funcién de retorno. Reemplazando X:_ en

2
la funcidn recursiva anterior se obtendrd un resultado de la forma:

1 ! 1
Frea Cpog) = g LlbypmSy )2 + 5 (e )% + (dy-g*Sy-2) ]

en donde bN-Z’ CN-2

y dN_2 son constantes funcién de DN—Z’:aN-Z’ cn-1 Y bN_1
a ser determinadas.

En general el procedimiento para cada etapa es similar al presentado anterior
mente para las tres (ltimas etapas. El problema original se resuelve cuando

se resuelve la etapa 1 en donde se obtendrd una expresién de la forma:

X1 = g(s1)

f1(s1) = h(sy)

en donde g( )} y h( ) son funciones a ser determinadas. Una vez que estas

o
6
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funciones han sido determinadas por el procedimiento de cdlculo de programa-
cién dindmica continua, la solucién 6ptima se obtiene definiendo o asumiendo
un valor para S; y con este valor se define XY y con la ecuacidn de trans-

formacion se define S, como:

S = S; - X3 + ai

Con este valor de S%¥ se encuentra el valor de X2 vy con estos dos valores se

encuentra S3 como:

ot
S3 = Sy - X2 + a:

y se continua de esta forma hasta determinar Sﬁ y Xﬁ. Observe que la solu-
cién depende tanto del valor inicial S; como del valor final Sy.q, los cua-
les pueden ser dados o asumidos. El minimo valor de la funcidn objetivo es-

tard dado por:

f1(S;) = h(S;)

"que da la respuesta al problema original.

Se ha presentado aqui el procedimiento de cdlculo de la programacién dindmica
continua cuando se asume que la funcidn de retorno es cuadrdtica. En el caso
de que tanto la ecuacidn de estado como la funcién de retorno sean complejas

el procedimiento de solucién es similar al p;esentado. incluso si las expre-
siones en cada etapa son tan complejas que métodos de cdlculo convencional no
pueden definir expresiones 6btimas para la variable de decisidén, podria en-

tonces usarse alglin método de bilsqueda para definir el valor de dicha varia-

ble. El problema que se tiene con expresiones complejas para la funcién de

retorno y/o para la ecuacién de estado es que no hay forma de garantizar que
la solucién encontrada corresponda a un minimo (o a un maximo) global y no lo

cal.
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2.4, COMENTARI0S FINALES SOBRE EL ALGORITMO DE PROGRAMACION DINAMICA

Se presentan ahora unos comentarios finales sobre la aplicacién del algoritmo

de programacién dinamica para resolver el problema de operacién de embalses.

Cuando se presentd el método de cilculo de la programacion dinamica discreta
aparenteménte todos los valores de la variable de éstado para cada
etapa debian ser especificados. Este trabajo es tedioso y no justificado Yy
1o que se hace en estos casos es que una vez conocidos los limites de la va-
riable de estado se especifica un intervalo de discretizacién (de acuerdo a
la exactitud que se desee), y el problema es resuelto para cada etapa para
todos los. valores discretos de la variable de estado especificados por ese
intervalq. Por ejemplo, si SMAX,t y SMIN,t son los 1imites maximo y minimo
para la variable de estado en el perfodo de tiempo t, el problema de optimi-

zacidn para la etapa t es resuelto para los valores de Sf especificados por:

+ 2AS,..., S - AS, S

S S 05, Sy, ' OMAX, t

MIN,t* °MIN,t N, t MAX, t
en donde AS es el intervalo de discretizacidn. Esta forma de usar el método
de cdlculo de programacién dindmica discreta recibe el nombre de programacidn

dindmica diferencial discreta.

El ndmero total de intervalos de discretizacidén a ser considerados en cada
etapa estd dado como:

SMAX,t B sMIN,t

t AS

y la definicién de este ndmero depende de la exactitud buscada en la solucidn
del problema. Si es muy pequefio se puede encontrar una solucién alejada de
la 6ptima pero si es grande el computador puede tomar mucho tiempo en dar la
solucién. Cuando el nimero de intervalds de discretizacién es inevitablemente
grande, como es el caso cuando se tiene un embalse de gran capacidad, 'existen

varias formas de reducir el ndmero de discretizaciones a considerar y adn ob-

&

@
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tener una solucidén dentro de la exactitud buscada. Tal vez la forma mis po-
pular de solucionar este problema es con el uso de la técnica llamada progra
macidén dindmica incremental la cual parte de definir una trayectoria inicial
en base al conocimiento que se tiene del problema. Se define entonces un co
rredor de ancho D a ambos lados de la trayectoria inicial y se restringen

las posibleé soluciones a este corredor. Se resuelve el problema y se en-
cuentra una nueva trayectoria, se define el corredor de ancho D a ambos la-
dos de la nueva trayectoria y se vuelve a solucionar el problema. EI proce-
dimiento continla de esta forma hasta que la trayectoria Optima encontrada no
toque ningln 17mite del corredor artificial. Esta forma de cdlculo de la pro

gramacién dindmica es bastante eficiente.

El algoritmo de programacidn dindmica presentado en esta seccidn considera sS
lo una variable de estado y una variable de decisién por etapa. Sin embargo,
en problemas de operacidn conjunta de mﬁltibles embalses se tendran mds de
una variable de estado por etapa, y en este caso se debe usar el algoritmo de
programacién dindmica multidimensional. Para el caso multidimensional la fun
cién recursiva es similar a ia del caso unidimensional pero ésta se pone

ahora en forma vectorial, es decir:

- . (2.9)
Felsy) = mMin R(X 5 + Fror (Sear)?
sujeto a:
R T O f % X (2.10)

en donde 3, es el vector de estados al inicio del periodo de tiempo t, X, es

el vector de entregas del embalse durante el perfodo de tiempo t, y q, es el

vector de aportaciones al embalse durante el perfodo de tiempo t.

El problema de aplicacién de programacién dindmica multidimensional discreta
es el exceso de combinacién de estados a ser consideradas en cada etapa, que
hacen que muchas veces estos problemas sean practicamente insolubles. Los

programas de programacién dindmica multidimensional discreta que se conocen
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1legan a solucionar problemas de 100 etapas con cinco estados por etapa y 25
intervalos de discretizacién para cada etaba, lo qul equivale a considerar
25° combinaciones en cada etapa. Cuando el problema de operacién conjunta de
embalses pasa de tres embalses se recomienda mejor recurrir a técnicas simpli
ficadoras del problema tales como descomposicidn, simplificacidn, vy agrega-

cidn.

Con la descomposicién, el problema original se divide en sus componentes
principales o embalses los cuales son ahora operados individualmente, Tuego
se sigue un proceso iterativo que volvers a recomponer el sistema original a-
segurando una solucidén para este sistema. Con. la simplificacidn el proble
ma original de miltiples embalses es reducido de acuerdo al conocimiento
que se tiene del sistema, hasta unas dimensijones gque permiten su solucidn. Se
debe tener mucho cuidado con las simplificaciones que se hacen del sistema
pues puede llegarse a resolver un problema que no tiene nada que ver con el
problema que se queria resolver. .Con la agregacién el sistema de midltiples em
balses es representado por un sistema equiva1ente de menores dimensiones  al
cual se. le encuentra solucién. Sigue luego un proceso lnteratlvo que define
a partlr de la operacién Optima del sistema equnvalente la operacidn del sis-

tema original de miltiples embalses.

En el aigorftmo de programacién dinidmica presentado en esta seccidn no se asu
mieron pérdidas dentro de la ecuacién de transformacidn. En ciertos lugares
del mundo'y de Venezuela existen algunas de estas pérdidas que son tan impor-
tantes como para ser incluidas en la ecuacién de balance de masas. En Venezue
la, por ejemplo, en el embalse Guirico sobre el rfo Gudrico ocurren pérdidas
medias anuales de 1.5 x 10°m® por evaporacién, y de 0.8 x 10°m® por percola-
cioén o infiltracién. Una de las pérdidas mis comunes a incluir en la ecua-
cién de estado es entonces la evaporacién. Pero la evaporacidn en el embalse
durante el perfodo t es funcién del 4rea media del espejo de agua durante
ese perfodo que a su vez es funcién del almacenamiento medio durante ese perio

do. Se podria entonces escribir que:
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I
S S
t + Tt+t
e, = g (—a——) (2.11)

en donde e, es la evaporacidn durante el periodo de tiempo t. Como se ve en
tonces la evaporacion es funcidn del almacenamiento inicial y del almacena-
miento final durante el periodo de tiempo t, o sea, de la variable de estado
al inicio-y al final de la etapa. Pero en el problema de operacién del embal
se &stas variables de estado no se conocen, el problema consiste en determi-
nar su valor optimo. El problema debe entonces resolverse en forma iterativa:
Se asume un valor inicial para la variable de estado en todos los perfodos de
tiempo, con estos valores de la variable de estado se calcula la evaporacidn
durante cada periodo de tiempo y se resuelve el problema de operacidén Sptima

~del embalse, se compara los valores obtenidos para la variable de estado con.
los asumidos inicialmente, si son diferentes el problema se soluciona de nue-
vo calculando la evaporacidon con los nuevos valores de la variable de estado
y si son iguales se ha encontrado la solucidn al ﬁroblema. Este procedimien-
to iterativo puede usarse con cualquier otra “perdida” que se quiera conside-
rar en la ecuacion de transformacidn y que sea funcidn del almacenamiento me-
dio en el embalse. En la préactica se ha encontrado que este procedimiento con

verge en sdlo 2 & 3 iteraciones.

Para definir la operacién Sptima de un sistema de embalses se han usado mu-
chas formas de la funcidén objetivo la cual representa el problema que se quie
re resoiver. Siempre que sea posible se debe tratar de usar funciones objeti
vo que tengan cierto contenido social, es decir, que reaccionenfavorablemente
a los intereses de los usuarios sin llegar a perjudicar la operacidn del em-
balse. "Por ejemplo, una funcidn objetivo que minimice el cuadrado de los dé-
ficits a través del tiempo es una funcidén que tiende a castigar mds los  dé-
ficits de gran magnitud que los de pequefia magnitud, produciendo una distribu
‘cién mis suave de los déficits a través del tiempo. En general las cantida-

des totales de déficits producidos por una funcidn objetivo que no tenga con-
tenido social y por una que si lo tenga son los mismos, pero los usuarios del
sistema-estardn en mejores condiciones si los déficits van ocurriendo gradual

mente que-si ocurren todos al mismo tiempo. Debe entonces tratar de  usarse
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social, y funciones de este tipo de uso co-

a minimizacién del cuadrado de los déficits

y la minimizacién de los costos de¢ operacidn del sistema cuando se incluye en

ellos costos por racionamiento.

En el algoritmo presentado de pro
restricciones en la variable de e
de decisién (las entregas del emb
operacion de embalses que existan
forma de considerar estas restric
ca es por medio de funciones de ¢
funcién ijetivo s6lo cuando la r
so comin en oberacién de embalses
el aliviadero no pase de cierta ©

del embalse. E1 balance de masas

en donde todos los términos ya fu

viadero durante el periodo de tig

t t+1 MA

es decir, sélo ocurrirdn vertimie

yramacién dindmica se han considerado  sélo
stado (los almacenamientos) y en la variable
alse). Puede ocurrir en algunos problemas de
restricciones adicionales a estas dos y la
ciones en el caso de la programacién dindmi-
astigo, que es una funcidn que aparece en la

estriccion de interés hasido violada. Un ca

antidad pues producirfa dafios aguas abajo

o ecuacién de estado puede escribirse como:

eron definidos. El agua vertida por el ali-

mpo t, Wi, puede calcularse como:

st S 7 Syax

si S £ S

t+1 MAX

ntos si el almacenamiento en el embalse estd

por encima del nivel maximo del mismo. Si ocurren vertimientos puede ocurrir

que éstos estén por debajo del nivel que produce dafios b y en ese caso la fun

cién recursiva es idéntica a la p

como !

lanteada anteriormente y se puede escribir

es que se quisiera que el agua vertida por‘

-
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)} st W <b

£ (s) = Min'{Rt(,st , xt) + fm(,st+1

pero puede ocurrir que los vertimientos estén. por encima del nivel que produ-

ce dafios b y en este caso la funcidn recursiva debe incluir un término de cas

tigo y se puede escribir como:

ft(St) =‘Mjn{Rt(st,xt) + ft+1(st+1) + C} si W.> b

en donde C es un ndmero muy alto (podrfa ser C = 10%). El efecto de este tér

"mino de castigo es que siempre que la restriccién Wts b sea violada va a dar-

le a la- funcidén recursiva un valor tan desfavorable que la solucién final va

a tratar de no violar esta restriccidn.

La programacién dindmica ~puede considerar restricciones adicionales a las

variables de estado y de decisidon de la forma antes planteada, es decir, im-
plicitamente. Este hecho es uno de los principales problemas en el uso de la
programécién dindmica pues cuando las restricciones adicionales son muy com-
plejas el definir los términos de castigo no es facil. También puede ocurrir
que a pesar de usarse el término de castigo, como éste sélo castiga y no obli
ga, la solucién 6ptima final sea de la forma en donde varios estados siguen

violando la restriccidn adicional.

En el algoritmo de programacidn dindmica presentado se asume que los . flujos

de entrada al embalse son conocidos. Cuando se hace esta suposicidn se dice

‘que se est3 usando programacidn dindmica deterministica, y el algoritmo de

programacidn dindmica ha sido presentado haciendo esta suposicidn para efectos

introductorios y de mejor entendimiento.

| Cuando se consideran 1los caudales de los rios o cualquier otra variable del

problema como variables aleatorias se dice que se estd usando programacién di-
ndmica estocdstica. Hay dos formas de considerar la variable aleatoria en

cualquier problema cuando se usa el algoritmo de programacién dindmica. Una es

_incluyendo su distribucién de probabilidades directamente en la funcién objeti
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vo (que tendrd la forma de valor esperado) en lo que se conoce con el nombre
de programaci6n dindmica estocastica explfcita. La otra es mediante la gene-
racién;de trazas de la variable aleatoria y solucionando el problema determi
nisticamente para cada traza en lo que se conoce con el nombre de programacidn

dindmica estocastica implicita. Luego se da un tratamiento estadistico a los
resultados obtenidos.

1
En el capitulo IV se presentard en detalle los algoritmos de programacién dind

mica estocastica dentro de! contexto de operacidn de embalses.

Muchos autores coinciden en anotar que la mejor forma de aprender la programa
cién dindmica es a través de su uso para solucionar diferentes tipos de pro-
blemas. Es por esto que en el préximo capftulo se presentan ejemplos de opera

cién éptima de embalses usando la programacién dindmica deterministica.
ITI. EJEMPLOS DE PROGRAMACION DINAMICA DETERMINISTICA

En este capitulo se presenta el uso de la programacién dindmica para solucio-
nar prbblemas de oberacién de embalses dentro de un contexto deterministico. .
El p}imer ejemblo es sobre abastecimiento de agua y el segundo es sobre gene-
racién de energia, y ambos son solucionados usando el método de cidlculo de la
programacidn dindmica discreta. EIl tercer ejemplo es un ejemplo de abasteci-
miento y es solucionado usando la programacidn dindmica continua. Los tres
ejemplos anteriores son sobre la operacidn dptima de un sGlo embalse. El cuar
to y Gt imo ejemplo es un ejemplo de la operacidn Sptima de dos embalses para
el abastecimiento de agua y es solucionado usando el método de cilculo de 1la

programacidon dinamica discreta.
3.1. EJEMPLO DE ABASTECIMIENTO DE AGUA USANDO PROGRAMACION DINAMICA DISCRETA
Un embalse tiene una capacidad Gtil de 1 unidad de agua, y en cualquier momenk

to la céntidad-de agua almacenada puede ser de 0,1/3, 2/3 6 1 unidad de agua

es decir:
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en donde St, es la cantidad de agua almacenada durante el periodo de tiempo t.
El agua es derivada del embalse para ser vendida a una zona industrial y a un

distrito de riego, con los siguientes beneficios o retornos:

- Cantidad de Agua Beneficio obtenido al vender
entregada Xt Unidades de agua
X, R, (X,)
: 0 0

1/3 2500
2/3 Looo

1 3500

La capacidad de las obras de derivacidn es 1 unidad de agua por mes, y el

agua descargada del embalse mediante el aliviadero no es utilizada y tampoco
genera beneficios ni dafios. Los prondsticos de las aportaciones del rfo  al

embalse durante los préximos 3 meses son los siguientes:

Mes Aportaciones
t qt
1 (Enero) - 2/3
2 (Febrero) 1/3
3 (Marzo) 0

Al principio del primer mes se tiene en el embalse un almacenamiento igual a
la tercera parte de su capacidad Gtil, y al final del tercer mes se quiere te
ner en el embalse un volumen de agua igual a las dos terceras partes de la ca

bacidad atil.
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&
Se quiere definir la operacién Sptima del embalse durante estos tres meses,
es decir, definir las entregas a hacer en cada mes de tal forma que se maximi
. iy
cen los beneficios por la venta del agua.
Este problema se puede plantear como un problema de optimizacién de la siguien
te manera:
_ 3
Maximizar { = R_(X )}
t-t
t=1
sujeto a:
St+1 = St +q, - Xe = We t=1, 2, 3
< =
X, + W < S+ aq, t=1, 2, 3
0 < X <1 t=1,2,3 @
< = )
0 = St £ 1 t=1,2, 3 N
W, 20 t=1,2,3

en donde Wt, es la cantidad de agua vertida por el aliviadero durante el mes

t, y las demds variables ya fueron definidas.

La solucién -de este problema de optimizacién se presenta ahora usando el algo
ritmo de programacidn dindmica hacia atrds y posteriormente se hard usando el
algoritmo hacia adelante. Esta solucidn se presenta siguiendo paso a paso el
procedimiento planteado en el capitulo anterior para la brogramacién dindmica

discreta.

1. Se identifica como primera etapa el subproblema planteado para el primer
mes, la segunda como el del segundo mes, y la tercera como el del tercer
mes. La variable de decisidn para cada etapa es la cantidad de agua en-
tregada en el mes Xt, y la variable de estado es la cantidad de agua en

el embalse al inicio del mes, St.
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Se define la ecuacién de recursidn para cada etapa. Para la Gltima . eta-

pa:
f3(S3) = Max {Rs(Xx3)}
Sujeto a:
0 < X3 < 1
0 < S3 < 1
X3+ W3 < S3 + q3
X3 = S3 + q3 - Sy - Wa

W320

Para la segunda etapa:

f2(S2) Max {Rp(X2) + f3(Sy + g2 - X2)}

Sujeto a:

X2 = Sz + q2 - S3 - W2
0 £S5, L1
Wo <1
bParavlé primera etapa:
f;($1) = Max {Ry(X1) + f2(S1+ q1 - X1§}_
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Sujeto a:
| 0 < X< 1

X1 + W; €81 + qi

X1

I
(2
—
+
0
—
i
w
N
'
=
—

Se calcula f3(S3), para todos los valores posibles de $3(0 < S, <1) como:

f3(S3) x  {R3(X3)}

Sujeto a:
0 < X351
X3 = S3+ O“2/3‘W3
‘W3 20

Recuerde que los aportes al embalse durante la Gltima etapa son q3 = 0 y

que se quiere tener un volumen de agua al final de esta etapa de 2/3.

los cdlculos correspondientes a esta etapa se presentan en la Tabla 1, vy
en la cual el asterisco indica el valor de f3(X3) para cada valor posible
de S3. Note que sélo son posibles valores.de $3 de 2/3 y 1 para poder ga

rantizar un valor de Sy de 2/3, en vista de que no hay aportes durante es

ta etapa. Los cadlculos por ejemplo para S3 de 1,0 son:

Ra(X3)| _ R3(S3 + q3 - W3 - Sy)
Max{Ra(Xa)} Max {R (Ss + q3 - W3 - Sy)

R (1,0 +0 -0 -2/3) - iR (1/3)
Hax {R (1,0 + 0 - 13 - 2/3)( = M3 R (o)

} <{zsoo} 2500

es decir, f3(1,0) = 2500 y el valor correspondiente de X3 es 1/3.

f3 (1,0)
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Tabla 1. Calculo de f3(S3) para la dltima etapa.

S3 X3 W3 R3(X3), f3(S3) X3

2/3 0 -0 0* 0 0

1 1/3 0 2500% 2500 1/3
0 1/3 0

Se resuelve la ecuacidn recursiva para la segunda etapa y para cada valor

posible de S2(0 < S, < 1), es decir:

£2(S2) = Max { Ra(X2) + f3(S3)}
Sujeto a:
0 < X2 <1
X2 €S2 + 1/3 - Wy

X2 = S = S3 + 1/3 - Wz
0 £S2 £1
W, 20
S3 2 2/3
Estos cidlculos se presentan en la Tablé 2, en la cual el asterisco in-
dica el valor de f2(S2) para cada valor posible de S,. Note que sélo son

posibles valores de S, de 1/3, 2/3 y 1, para poder garantizar S3> 2/3,

ya que los aportes durante esta etapa fueron de 1/3. Los calculos ‘por

ejemplo para S, de 2/3 son:



f2(2/3)

Max

Max
Max
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2(X2) + £3(53) “

R
Ra(X2) + F3(s3)

Ra(X2) + f3(S3)

R2(2/3 + 1/3 - 0 -
R2(2/3 + 1/3 - 1/3

R2(S2 + q»

- wé -
= Max Rz(S'Zz' + q2 - WZ -
Rz(S2 + q2 - Wy -
])..,+ -f~3(—1)~-
- 2/3)+F3(2/3)}= Max
Ro(2/3 + 1/3 -0 - 2/3) + £3(2/3)
2500
= Max 0 = 2500
2500 '

0 + 2500
0 + 0
2500+ 0

4-'Ré(b)f+'fs(f)

53) +'fa(53)
$3) + Fals3)}
S3) + f3(Ss)

R, (0) + f3(2/3):

es decir, f2(2/3) = 2500 y el valor correspondiente de X, es 1/3 & 0.

Tabla 2. Calculo de f2(S2) para 1a segunda etapa.

Sz X2 W, Ss  f3(Ss3) R2(X2) Rz(xz)*fa(sa) fztsz)“
1/3. 0 0 273 0 0 0% ‘0
2/3 0 0 1 2500 0 2500% '2500

0 1/3 2/3 0 0 0 :
1/3 0 2/3 0 2500 2500%
1 0 1/3 1 2500 0 :2500
0 273  2/3 0 0 0
173 0 1 2500 2500 5000+ 5000
/3 1/3  2/3 0 2500 2500
2/3 0 2/3 0 4000 4000

i

R2(1/3)+ f4(2/3)

ra

YOSV S———

&
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Se resuelve la ecuacidn recursiva para la primera etapa y para S; = 1/3

es decir:
f1(S1) = Max {R1{Xy) + f2(S2)}

Sujeto a:
- 0 <X <1

Xy <2/3 + 1/3 - W,

X1 2/3 + 1/3 -5, - Wy~
S, > 1/3
Wy >0

S

1/3

Estos cdlculos se presentan en la Tabla 3, en esta tabla el asterisco in

dica el valor de f,(S;) para el valor de S; = 1/3.

Tabla 3. C&lculo de fy1(S:) para la primera etapa.

S X1 Wi S, f2(S2) R1(X1) R1(X1)+ f2(X2) f1(S1)
1/3 0 2/3 0 0 0 0
/3 1/3  1/3 0 2500 2500
2/3 0 1/3 0 Looo Loo
0 1/3 2/3 2500 0 250¢ .
1/3 0 2/3 2500 2500 5000%* 5000
0 0 1 5000 0 5000*
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Se escoge el valor miximo de fi(S;) que es:

£.(s3) = 5000

que corresponde a:

s1 = 1/3, X 1/3 y W; = 0

O

% B *
$1 /3, X 0y W =0

]
]

* * *
S1 +4qg; - X1 - W, que puede tener los valores de,

*
Se calcula S, =
2 =1,

ok *

S =2/3 6 S
.

a) Para S, = 2/3 corresponde:

. : .
f2(S2) = 2500 (Ver Tabla 2) a lo cual corresponde:

*
X2 0 v W, =20,

Or

X2 =1/3 y Ws =0

[}

* ' %y - » * .
b) - Para S;-= 1, se tiene que f; (S3) = 5000 a lo que corresponde X3 = 1/3

%
Aw-g = Q.
% * * * *
Se calcula S3 = S2 + g2 - X2 - W2 que puede tener valores de S3 =1 &
*

S3 = 2/3.

£ * s 2 ,
a) Para S3 = 1 (Ver Tabla 1) se tiene que f3(S3) = 2500 vy X: = 1/3 vy
Wg' =_0. V

b) Para S3 = 2/3 (Ver Tabla 1) se tiene que:

R . _
f3(S3) =0, X3 =0 y Wy =0

@
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Las politicas 6ptimas son entonces las siguientes:

* 3
X1 = 1/3, X2 =0, X3 = 1/3
6 * * *
X1 = 1/3, X2 =1/3, X3 =0
6 * * s
X1 =0, Xz =1/3, X3 =

1/3

- y-todas repercutirdn en el mismo beneficio neto total para los tres meses de

5000 Bs.

Si se usa el algoritmo de programacién dindmica hacia adelante la solucién a

este problema de operacidn Sptima es como sigue.

1. Llas etapas, las variables de estado y las variables de decisién son las

mismas que para el caso del algoritmo hacia atrés.

2. Se define la ecuacidén de recursidn para cada etapa, que en forma general

estd dada como:

Fo(S.) = Max R (X)) + f__, (s, .4}
Sujeto a:
0 <X <
Xe s 5§ 9 - W,
Xe = Seli S¢ o - W
0 < St <1

3. Se calcula f1(S1), para todos los valores posibles de $; como:

f1(S1) = Max {R1(X1)}
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Sujeto ‘a:

0 £X; 1
X1 £ 1/3 +2/3 - W,
X1 = 1/3 - S3 +2/3 - Wy
0.55151
Recuerde que los aportes al embalse durante la primera etapa son q = 2/3 vy

el volumen almacenado al inicio del primer mes es Sp = 1/3. Los cdlculos pa
ra la primera etapa se presentan en la Tabla 4 en la cual elﬁaster|sco indi
ca el valor de f1(S1) para cada valor de S;. Note que S, > 273 para garanti_

zar que S3 = 2/3 ya que g3 = 0.y por lo tanto Sy >1/3 para garantizar que

o S2 >2/3 ya que q2 = 1/3. Los célculos por ejemplo para S1 = 2/3 son:

f(2/3)

R1(So + q1 - Wy = Sll_

Max{- xl{} Max ‘{FI(SO +q1 - W1 - S)

R1(1/3 + 2/3 - 1/3 - 2/3)

{'2soc] _ 2500

es decir f,(2/3) = 2500 y el valor.correshondiente de X; = 1/3.

’
I
=
Q
X
X
>~
w
I

{.1(1/3 £ 2/3 -0 - 2/3) }

"

i o
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Tabla 4. C&lculo de f;(S1) para la primera etapa.

Si _ X1 W1 © Ri(Xy) f1(S1) D ¢
1 0 0 0% 0 0
2/3 1/3 0 2500% 2500 - 1/3
0 173 0

1/3 2/3 0 4000* 4000 2/3
0 2/3 0
1/3 1/3 2500

Se resuelve la ecuacién recursiva para la segunda etapa, es decir:
f2(S2) = Max  {Ra(X2) + f£1(S1)}

Sujeto a:

2/3 £ 5, <1
0

W2 2

Los cadlculos para esta etapa se presentan en la Tabla 5, en donde el as-
terisco indica el valor de f2(S;) para cada valor de $;. Note gque sélo
son posibles valores de S, de 2/3 y 1 para garantizar que S3 = 2/3 ya que

g3 = 0. Llos resultados por ejemplo para Sz = 1 son:
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‘ rst(Xz) + f1(51)_L J—R2(51 + g2 - Wa = S2)+ F1(S1)

f2(1) = Max 3 R2(X2) + f1(S1) = Max< R2(S1 + q2 =MWz - S2)+ f1($1)
_Rz(Xz) + fl(sl)J ~ R2(Si + g2 - W2 = S2)+ f1(S1)
(R (1 + 173 -0 - 1) + £(1) R (173) + £1(1)

= Max 3 Ra(1°+ 1/3 -1/3- 1) + (1) = Max< R2(0) + f1(1)
R2(2/3+1/3 - 0 - 1) + f1(2/31[ R2(0) + f1(2/3)

2500 + 0 » 2500 |

fa(1) =Max < 0 +0 = Max 0 = 2500
0+ 2500 {2500

es decir f2(1) = 2500 y X» puede ser 1/3 & 0.

Tabla 5. Cidlculo de fy(S2) para la segunda etapa.

= N ]
S X2 W2 S1 f1(Sy) R2(X2) ~ f1(S1)+R2(X2) f2(S2)
1 1/3 0 . 0 2500 2500% 2500
0 1/3 1 0 0 0
0 0 2/3 2500 0 2500%
2/3  2/3 0 1 0 : 4000 4000
0 2/3 1 0 0 0 °
173 1/3 1 0 2500 ' 2500
/3 0 2/3 2500 2500 5000% 5000 -
0o . 1/3 2/3 2500 . 0 2500

.L o0 0 1/3 4000 0 4000

[ g
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5. Se resuelve la ecuacidn recursiva para la tercera y dltima etapa, es de-

cir:
f3(S3) = Max {Rj3(X
Sujeto a:
0 < X3
X3 = S, +
S3 =
Wi 2

3) 4+ fa(S2)}
<1

g3z - W3 = S3
2/3

0

Los cadlculos para esta etapa se presentan en

la Tabla 6.

Tabla 6. Calculo de f3(S3) para la tercera y Gltima etapa.
S3. X3 W3 S2 f2(S2) R3(X3) f2(S2)+R3(X3) f3(S3)
2/3 0 0 2/3 5000 0 5000%* 5000
1/3 0 1 2500 2500 5000%*
0 1/3 1 2500 0 2500
6. Se escoge el valor de f3(S3) que es:
f3(S3) = 5000
que corresponde a:
X3 =1/3, S; =1 y W3 =0
o
X; = 0, S =2/3 y M3 =0
7. Con estos valores de S se entra en la Tabla 5 y se obtiene que:
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a) Para S; = 1 puede ser:

5 & Lo

Xo = 1/3 , Sy =1 y Wo=0

5
X2 =0 , S =2/3y W, =0
b)- Para s§ = 2/3 se obtiene:
Xa = 1/3 , -~ S1=2/3 y W, =0

8. Con estos valores de S? se entra en la Tabla 4 y se obtiene que:

8 o ot
y

a) Para Si , X; =0 vy Wy =0

il

oL B L

b) Para Sy = 2/3 , X1 1/3 vy Wy

1]
o

Las politicas Gptimas son entonces las siguientes:

oL o oL

X1 =0 , X2 =1/3 , X3 = 1/3
6~ P * %

X1 = 1/3, X2 =1/3 , Xs = 0
0.

X1 = 1/3, X2 = 0 , X3 =1/3

con ﬁn beneficio neto total de 5000 Bs.

Como se puede observar la aplicacién del algoritmo de programacion dindmica
hacia adelante produce los mismos resﬁltadds que el algoritmo hacia atras.
Sin embargo, dada la popularidad del uso del algoritmo hacia atras para solu-
cionar problemas de operacién de embalses, es este el algoritmo que se usa pa

ra solucionar los siguientes problemas.

i
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3.2. EJEMPLO DE HIDROELECTRICIDAD USANDO PROGRAMACION DINAMICA DISCRETA

Inicialmente se definen‘algunos términos de uso comin en él caso de operacidn
de un embalse con finés de generacién de energia hidroeléctrica, y se plantea
también el problema general de optimizacién dentro de un contexto de disefio y
dentro de uno de operacidn, aunque el ejemplo numérico solucionado es para la
operacidn ptima de un embalse. Una cantidad de agua X (volumen por unidad

de tiempo) cayendo una altura efectiva h sobre las turbinas dan una potencia
de:

P = Kxh (K\d). (3.1)

Si se tiene inforhacién sobre la relacidn entre almacenamientos y alturas en
el embalse se puede decir que la energia firme total en KW-horas durante las
horas picoé (horas en que‘ocurre la demanda bico) de cualquier mes t es una
funcidén del caudal promedio a través de las turbinas y del almacenamiento me-
dio en el embalse durante el mes t, multiplicado por el nimero total de horas

pico en el mes, es decir:

At (3.2)

en donde h (S£ + St+1/2) estd indicando que la altura neta sobre las turbinas
es una funcidn del almacenamiento medio en el embalse durante el mes, At es el

nmero de horas pico en el mes t, y Pt es la energia firme total para el mes.

Se puede también asumir que se conocen coeficientes de distribucién mensual de
energfia bt los cuales permiten determinar la energia firme mensual a partir de
la energia firme total para el afio, es decir, si P es la energia firme total

para el afio se puede escribir que:

P. = bP (3.3)
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Dentro de un contexto de disefio lo que interesa es definir el nivel
de P que maximiza los beneficios obtenidos del embalse. Este problema de op- ’
timizacidn puede escribirse como: '
Max | {P}
%
y estd sujeto a las %iguientes restricciones:
i
' . |
a) Lla ecuacidn de balance de masas,
f
l
Seer T Spt At X ey vt
) i
en donde 9, representa los flujos de entrada al embalse durante e! mes
t, e, la evaporacion durante ese mes, y las demis variables ya fueron de-
finidas.
g
b) Limites en los almacénamiento,
- %
SMIN S St 5 Syax vt
c) Limites en las descargas del embalse,
v < Xe 5 Xyax it
!
d) Limites en la produccién de energfa,
Puin = Po = Puax vt
en donde:
S S ¢
t + Tt+1 :
Pt = KXt h (_‘_ff—_——_) At ¥t
®
P, = b,P
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Esta Gltima restriccidn es necesaria para evitar dafos en las turbinas y pa-

ra no exceder la capacidad generadora de las mismas.

El problema de optimizacidn anterior sirve para determinar el rendimiento

firme de generacidn de‘energfa del embalse y se plantea dentro de un contex-
to de disefio. Dentro del contexto de operacidn interesa determinar la canti
dad de energia a ser generada por el embalse de tal forma que se minimice

cierta funcion de retorno. Este problema de optimizacidn puede entonces es

cribirse como:

evr 2

Min R} : : ‘ o (3.8)

en donde N es el horizonte de operacidn y Rt es la funcion de retorno de-

finida como:

R =0 si P, > D | (3.5)

en donde Dt es la deménda por energia durante el periodo de tiempo t.

_Este problema estd sujeto a las siguientes restricciones:

a) De balance de masas,



b)

c)

d)
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Limites en los almacenamientos,

S < S_t £ 8

Min MAX

Limites en las descargas del embalse,

XN = X 5 Xyax

Limites en la generacién de energfa,

Py SP

miN S Pe = Pyax

en donde: .

(St + St+]

2

) At

vt

¥t

Yt

La funcidn objetivo anterior puede también incluir formas de beneficios por

venta de energia secundaria generada o funciones de castigo que indiquen lo

que se quiere hacer con el sistema.

Ambos problemas de optimizacién plantea-

dos pueden ser resueltos usando el algoritmo de programacién dinimica y se

presenta ahora un problema prictico de operacidn para generacién de energia.

Se tiene un embalse con las caracteristicas que se presentan a continuacién:

Volumen de Almacenamiento Maximo,
Volumen de Almacenamiento Minimo,
Descargas Minimas Permitidas,
Evaporacién en el Embalse,

Tipo de Turbinas,

Cabeza Hidrdulica Maxima,
Cabeza Hidraulica Minima,

Cabeza Hidrdulica Pfomedio,
Eficiencia de la Turbina,

Factor devcarga de la Turbina,

sMAX
SMIN
X
e

t

MIN =

|}

1270.0 x 10% m
830.0 x 10% m

0.0 m%/s

67 mm/mes

Turbinas a reaccidn

H

MIN

H
HPRO
E

E

MAX *

95.0m
73.0 m
83.9 m
85%
100%

3

3

#
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Pérdidas Hidrdulicas en el Sistema, Hp = 1m
1050. MW

Capacidad Total del Sistema, c

Altura sobre el Nivel del Mar de

la turbina, Hf 325.0 m
La eIevacnon media del agua por encima del nivel del mar puede ser determina
do como funcnon del almacenamiento medio en el embalse por medio de una ecua

cidn pollgonal dada como:

He = 3.66 x 102 + 3.391 x 10‘25t - 7.503 x 10-°© §§

en donde Ht es la elevacidn media del agua sobre el nivel del mar para el pe-

riodo de tiempo t vy §t es el volumen medio almacenado en el embalse durante

- ese perfodo de tiempo y calculado como:

Una vez que para un mes cualquiera se ha determinado 1la elevaciédn media, la

energia generada estard dada para ese mes como: -

Pt = 2.7242 E Xf(Ht—Hf-Hp) wahora
6
Pe = he %
en donde h = 2.7242 (H Hf -H_ ) es el factor de conversién de energia para

el emba!se durante el mes t, es decir, en este embalse un volumen de descarga
Xt durante el mes t genera una energfa correspondiente a htxt MW-hora.
Asumiendo una demanda y unos flujos de entrada al embalse para los tres . si-

guientes meses dados como:
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Mes Demanda Flujo de Entrada
t : (Eqv. MW) (m3/s) (10°m*/mes)
1 100.0 88.2 228.5
2 i 150.0 173.03 . L4485
3 _ 100.0 88.2 228.5

y ademds asumiendo que el embalse se encuentra lleno al inicio del primer mes
se desea determinar la operacidn Gptima del embalse que minimice la funcién

de retorno para los tres meses dado como:

Este problema puede ser resuelto mediante el uso de la programacidn dindmica

en donde el nimero de etapas es el nimero de meses, la variable de estado es

el almacenamiento del embalse St’ y la variable de decisidn son las descargas
a través de las turbinas durante el mes Xt‘ la ecuacidn de estado estS dada

por la ecuacidn del balance de masas como:
S =St+qt-X-e : ¥t

La funcién de retorno est3 dada por la ecuacidn anterior, y las restricciones

_ sobre la variable de estado son:

830.0 < S, < 1270.0 ¥t
y para la variable de decisién son:

0.0 £ X Yt

<
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La funcién recursiva del algoritmo de programacidn dindmica estd dada como:

£ (s.) = Min {Rt+f (s, )}

t+1 Tt

Antes de resolver este problema de optimizacién con el algoritmo de programa-
cién dindmica vale la pena anotar lo siguiente. Debido & que este es un ejem
plo ilustrativo se asume un intervalo de discretizacidn para la variable de
estado de 220.0 x 10° m?® dando como resultado que los almacenamientos sélo
bueden tomar valores de 830.0, 1050 vy 1270 x 10®° m3. Aunque la evaporacion
varia de mes a mes de acuerdo al &rea media del espejo de agua en el embalse
ésta se va a asumir como constante para todos los meses e igual a 8.50 x 10°
m?> por mes. Se asumié también para este problema un perfodo de demanda pico
de 8 horas. El problema es resuelto ahora con el algoritmo de programacidn

dindmica etapa por etapa empezando en la Gltima.

La ecuacidn recursiva para la Gltima etapa se puede escribir como:

f3(S3) = Min {R3}

sujeto a:
830.0 < S; £1270.0

0.0 < X3

| Los resultados para esta etapa se presentan en la Tabla 7.

La ecuacidn recursiva para la segunda etapa se puede escribir como:

f2(S2) = Min {R, + f3(52 - X2 + g2 - ey}

sujeto a:

LV N

830.0 S, <1270.,0
0.0 £ X»
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los resultados para esta etapa se presentan en la Tabla 8.

La ecuacién recursiva para la primera etapa puede escribirse como:

fl(sl) = Min {R1 + fz (51 - X + q; - el)}
sujeto a:

Sy = 1270.0

X1 2 0.0

los resultados para esta etapa se presentan en la Tabla 9.
Los cadlculos para cualquier estado St en cualquier etapa son ‘los siguientes:

1. .ConOC|do St y St+ se calcula Xt como:

i
Xt = St tq, - e - St+1

_‘que tendr3 unidades de 10° m?.

2. Con St y St+1 se calcula la altura neta media sobre la turbina como:

“Altura neta 3,66 x 102 + 2.291 x'10'2§t

~682 _ _
7.503 x 107¢5% - H_ " He

/

3. Con la altura neta y el caudal X, se calcula la energia generada como:

Pt = 2.7242 x 0.85 xt Altura Netat (MW=h)

b. La energia anterior se divide por el nlmero de horas en el mes para obte-~-

ner esta energia en Mega-watts equivalentes, es decir:
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Pf = Pt/720'0'
5. Se calcula la funcidén de reto

"R, = 0 si

6. Se procede con la seleccidn d
St'

Tabla 9. Calculo de f;(S;)

68
(Eqv.MW) 

rno como:

el mejor paso para cada estado de la variable

Sy X1 S2 Altura
1(10%m®)  (10%m®) . (10%m?) Nﬁ:f

‘pl
&

(Eqv.MW) Ry - fa2 R+, f1 X1

1270.0°  220.0 1270.0 95.2
_440.0 1050.0 894
660.0  830.0  84.0

67.4 1062.8 0.0 1062.8 ‘
126.5 0.0 967.2 967.2 967.2 bh0.0
. 178.3 0.0 4457.3 h457.3 -

“La-solucidn al problema se puede

tos son:
Xy = b440.0
‘ cqn S, = {050.0 se obtiene:
X = 4ho.0
con-S3 = 1050.0 se obtiéne:

Py

X% = 440.0

obtener de los resultados de la Tabla - 9y es-
_ ‘ .

(Tabla 9)

(Tabla 8)

(Tabla 7)

¢

Y
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estas descargas dan como resultado un déficit de energfa sobre los tres meses
‘de 967.2.

3.3. EJEMPLO DE ABASTECIMlENTéDE AGUA USANDO PROGRAMACION DIMNAMICA CONTINUA

Un embalse tiene una capacidad Gtil de 1 unidad de agua. E} agua es derivada
del embalse para ser vendida a una zona industrial y a un distrito de riego,

y los beneficios obtenidos por esta venta estan dados como:

R, = -49.07 + 10420.38 x_ - 6824.40 X2
en donde Rt es el beneficio obtenido por la venta de Xt unidades de agua du-

rante el perfodo de tiempo t.

La capacidad de las obras de desviacién es 1 unidad de agua por mes, y el
agua descargada del embalse mediante el aliviadero no genera beneficios ni da
fos. Los prondsticos de las aportaciones del rio al embalse durante los pré-

ximos 3 meses son los siquientes:

Mes Aportaciones
t - 9t

1 2/3

2 /3

3 0

Al principio del primer mes se tiene en el embalse un almacenamiento igual a
la tercera parte de su capacidad dtil, y al final del tercer mes se quiere te
ner en el embalse un volumen de agua igual a las dos terceras partes de la ca

pacidad datjil.

Se quiere definir la operacidén Sptima del embalse durante esos tres meses, es

‘decir, definir las entregas a hacer en cada mes de tal manera que se maximi-

cen los beneficios por la venta del agua.
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Este problema se puede plantear como un problema de

3
Maximizar {2 R, (X )}.
t t
t=1
Sujeto a: ,

St+1 = St + qt - Xt t
0 < S - N '
0 < Xt <1 t
0 <5 _<'1 t

t

La solucidn a este problema de optimizacidén se presenta ahora usando el algo-

ritmo-de programacién dindmica hacia atrds con el método de calculo de la pro

. gramacion dindmica continua. El problema es entonces resuelto etapa por eta-

pa empezando en la Gltima.

"El problema a ser solucionado en la Gltima etapa se

f3(S3) = Max {R3(X3)}

&

optimizacién como:

Q\
=1,2,3
=1, 2, 3
=1,2,3

®
puede escribir como:

&

es decir:
£3(S5) = Max {-49.07 + 10420.38X5 - 6824.40 X3}
. sujeto a:
' Sy = S3 + q3 - X3

pero se sabe que Sy = 2/3 y ‘g3 = 0, es decir:

X3 = S3 - 2/3

(3.6)

y reemplazando esta expresidn en la funcidn recursiva anterior se puede escri

bir que:
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-49.07 +.10420.38(S; - 2/3) - 6824.40(Ss- 2/3)2

-
w
—_

w
w
~—

1}

O sea:

£3(S3) = - 10029.05 + 19519.58 S5 - 6824.40 S2

El problema a ser solucionado en la segunda etapa se puede escribir como:

f2(S2) = Max {R2(X2) + f3(S3)}
sujeto a:
’.53 = S, + q2 - Xo . i
S3 > 2/3
pero se sabe que q; = 1/3, es decir: ' !
Sz = Sy + 1/3 - X2, - . (3.7)

y reemplazando esta expresidn en la funcién recursiva anterior se puede escri

bir que:

f2(S2) = Max {Ra(X2) + f3(S2 + 1/3 - X2)} -

y usando las respectivas expresiones para R, y f3 en esta ecuacién darfa

que:

£2(52) = Max {-49.07 + 10420.38X, - 6824.40X; - 10029.05

T+ 19519.58(S, + 1/3 - X2) - 6824.40(S2 + 1/3 - X2)?}

el valor de X, que maximiza esta funcidn recursiva estd dado por la derivada
parcial de la funcidén con respecto a X2 e igualando el resultado a cero, es

decir:



7

‘—%fiééél- = 10520.38 - 13648.80X, - j9519.58+’13648.80(52 + 1/3 = X2)
| | =-4549,61 - 27297.60 X, + >136u8.80 S, = 0
[¢] séa H
; x5 . _13648.80 S, - bSh9.61 _ S, 1 (3.8)

27297.60

Observe que la segunda derivada parcial de la funcidén recursiva anterior con

respecto a X, darfa:

32fF,(S2)

> - 27297.60 <0
X3

lo cual garantiza que el valor de X, definido por la ecuacién (3.8) maximiza
la funcidn recursiva f,(S,). Reemplazando el resultado de la ecuacidn(3.8)

en la-funcién recursiva f2(S2) se puede escribir que:

. B S2 - _ 1 So - 142
£f2(52) = -49.07 + 10420.38 (?T’ - 3-) - 6824.40 (7T' 3-)
- 10029.05 + 19519.58 (S, + + - 32 4+ 1)
. . 2 3 5 e
1 S» 1.2
= 6824.’40 (32 + ? - —2— + '6') }
o séa{
£2(S2) = - 3950.73 + 12695.18 S, - 3412.20 S

El problema a ser solucionado en la primera etapa se puede escribir como:

CFa(s1) = max i)+ Fa(sy))

tsujeto a: S2 = S; +qg1 - X3
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pero se sabe que S; = 1/3 y qi1 = 2/3, es decir:

S22 = 1 - X ‘ (3.9)

y reemplazando esta expresidn en la funcién recursiva anterior se puede escri

bir que:
f1(S1) = Max {Ry(Xy) + f201 - X;)}
y usando las respectivas expresiones para Ry y f»2 ep.esta ecuacidén darfa que:
Fi(51) = Max {-49.07 + 10420.38X; - 6824.40X:
-3950.73 + 12695.18 (1- Xi1) - 3412;20 (1-X1)2}

el valor de X1 que maximiza esta funcidn recursiva estd dada por la derivada

parcial de la funcién con respecto a X; e igualando el resultado a cero, es

~decir:

af1(Sy)
9Xy

10420.38 - 13648.80X;-12695.18 + 6824 .40 (1 - X;)

4549.60 - 20473.20 X; = O

lo cual darfia:

x 4549 60  _
Xy = —ohr3 20 - 29

reemplazando este valor de X en’'la ecuacidn (3.9) se obtiene que:

'Si = 1 - XT = 1-2/9= 17/9

Usando este valor de S2 en la ecuacidn (3.8) se obtiene:

_ 7
X2 = 37 T T8 T3
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¢
reemplazando este valor de X y S2 en la ecuacién (3.7) da que:
' &
% 7 3 2 8
= — + = - —_ = _
T g3 *§ 33
y usando este resultado en la ecuacién (3.6) se obtiene que:
2 _8 2 2
X = S - - = e = = =
? ? 3 973 9
y las politicas dptimas son entonces:
* 2 ] 2 * 2
X = e X = —_ X = =
' 5 72 g vV 7 3
que repercute en un beneficio total de 5788.69 unidades, el cual se obtiene
de reemplazar la solucidn Sptima en la funcidn recursiva f1(S1) o en reempla &
zar la soluciéon éptima en la funcién objetivo general.
[

3.4, EJEMPLO DE OPERAC!ON CONJUNTA DE DOS EMBALSES USANDO PROGRAMAC I ON DINAMI
CA DISCRETA.

Como Gltima ilustracién de la aplicacién de la programacién dinamica para de-
finir la operacion de sistemas de embalses dentro de un contexto deterministi
co se presenta ahora un ejemplo de la operacién Sptima de dos embalses. £l
lector podrd darse cuenta con este ejemplo lo explosivo que es el método de
cdlculo de la programacién dindmica discreta cuando aumerita el nimero de esta

dos por etapa.

Para encontrar la solucién al problema se usa el algoritmo de programacién di
ndmica hacia atr3s, dejando al lector interesado el planteo y solucién del
problema usando el algoritmo hacia adelante, y mediante el método de cilculo

de la programacidn dindmica discreta.
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Se desea definir la operacidn de-un sistema de dos embalses en paralelo duran
te los préximos tres meses de tal manera que se minimice la suma del cuadrado
de la diferencia entre el agua necesitada y el agua entregada por el sistema
durante los tres meses. La demanda en cada uno de los meses es de 100 millo-
nes de m> y las capacidades de los dos embalses son de también 100 miliones

3. Se asume que al inicio del primer mes el embalse 1 tiene almacenados

de m
50 millones de m® y el embalse 2 se encuentra vacio. La operacidn del siste-
ma debe ser tal que al final del tercer periodo el embalse 1 se encuentre lle
no y el embalse 2 tenga 50 millones de m®. Los aportes a cada uno de los em-

balses durante estos tres meses serian los siguientes:

Mes | Aportes Embalse 1 Aportes Embalse 2

t q} (10°% m?) q? (10%m?)
t t

1 ' 100 100

2 100 50

3 50 , 0

Se asume que en cualquier perfodo de tiempo el embalse puede contener 0, 50,
. 3

6 100 millones de m~.

Las etapas para este problema son los subproblemas planteados para los perfo-
dos de tiempo o meses, las variables de estado, que serdn dos por etapa, son
los almacenamientos en cada embalse al inicio de cada mes, y las variables de
decisidn, gue también son dos por etapa, son las cantidades de agua entregada
por cada embalse durante el mes. La ecuacidn recursiva puede escribirse para

cada etapa como,

Para la tercera etapa:

fa(sgl) ,s§2’ ) = Min {Rg(xgl) ,x§2) )}



sujeto a:

Para la segunda etapa:

£ (s 587y

sujeto a:

0 <

0 <

x{D <

x{) 2

x{H)
Para. la primera etapa:

1 2

Sujeto a:

0 <

0 <

M -

x\? -

x) s

]
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" .en donde:

R, (x(l) (2)) = D, - (xt(‘) + xt(z) )}2

en donde S() S(Z) son 'los almacenamientos al inicio del mes t en el embal

se 1 y en el embalse 2 respectivamente, X(ﬂ y X(z) son las entregas durante
el mes t por el embalse 1 y el embalse 2 reSpectlvamente, q( 1) y qé 2 son los’

aportes durante el mes t al embalse 1 y al embalse 2 respectivamente, y Dt

es la demanda por agua dgfante.el mes t.

El problema se resuelve ahora etapa por etapa empezando en la Gltima etapa.

1
1. Calculo de fa(Sg) () ) como:

QIO

Para todas las combinaciones posibles de S3
1 2
£5(s$ sy o min o x 2 )y

sujeto a:
0 <s{? <100, =1, 2
x = s 50
x) = s 5o

x> 0, xP s o

Los cdlculos correspondientes a esta .etapa se presentan en la Tabla 10.

Observe que tanto S() ()

(1) NG,

garantizar que X3 y X3 sean mayor que cero.

tienen que ser mayor de 50 x 10%m® para

(1)

2. Calculo de fz(S . (Q ) como:

(1) (2)

Para todas las comblnacxones posibles de S37' y S3

£2058) 58y = min e, x®) 4 £ 5P )y
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&
sujeto a:
0 <sii) 100, i=1,2 .
1 (1 3 1
Xé) = sé) + 100 - Sg)
2 2 2
Xé ) = Sg ) + 50 - Sg)
¥ 20, 1 2o | ' o :
Los c3lculos correspondientes a esta etapa se presentan en la_Tabla 11,
En esta tabla se puede observar lo explosivo de los cilculos cuando se
trata de un problema con mds de un estado por etapa.
: D e (1) (2) PR
Tabla 10. Cilculo de f3 (S35’ , S3’ ) para la dltima etapa.
1 2 1 2 1 2 1 2
N I R
: o
50 50 0 0 10000%* 10000 '
50 100 0 50 2500% 2500 4
100 50 50 0 2500%= 2500
100 100 50 50 0* 0
1 2
Calculo de fai( (1) , 55) } como:
1 2 - 1 2 1 2) '\~
fl(S() ,55) ) = Min {Rl(xg) ,X§) ) + fz(Sg) ,Sg) )}
sujeto a:
: 2
s ss0, s oo
1
ST
x = 100 - s | x
: ‘e
x s o x50 |
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Tabla 11. Cilculo de Fz(Sgl) ,ng) ) para la segunda etapa.
1 2 1 2 1 (2 : )
ch ) Sg ) Sg ) Sg ) Xg ) Xg ) R fs Ra+f fa
0 0 50 - 50 50 0 2500 10000 12500% 12500
100 50 0 0 10000 2500 12500%
0 50 50 - 50 50 50 0 10000 10000
100 50 0 50 2500 2500 5000% 5000
50 100 50 0 2500 2500 5000
100 100 0 0 10000 0 10000
50 0 50 50 100 0 10000 10000
100 50 50 2500 2500 5000% 5000
50 50 50 50 100 50 2500 10000 12500
50 100 100 0 0 2500 2500% 2500
100 50 50 50 0 2500 2500%
00 100 50 0 2500 0 2500+
100 .0 50 50 150 0 2500 10000 12500% _
100 50 100 0 0 2500 2500% 2500
froo 50 . 50 50 150- 50 10000 10000 20000
50 100 150 0 2500 - 2500 5000 ‘
100 50 50 . 50 0 2500 2500+ 2500
100 100 50 0 2500 0 2500%
100 100 50 50 150 100 22500 10000 32500
50 100 150 50 - 10000 2500 12500
100 50 50 100 2500 2500 5000
100 100 50 50 0 0 0* 0
0 100 50 50 50 100 2500 10000 12500
100 50 0 - 100 0 2500 2500% . 2500
50 100 - 50 50 0 2500 2500%
100 100 0 50 2500 0 2500%
50 100 50 50 100 100 10000 10000 20000
' 100 50 50 100 2500 2500 5000
50 100 100 50 2500 . 2500 5000
100 100 50 50 0 0" 0* 0
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. (1)
Tabla 12. Calculo de f1(S;

(2) .
, S1 ') para la primera etapa

1
S§) S?) Sén Séﬂ_ X§n xf” R1 fa2 Ri+ f2 - fa
50 -0 0 0 150 100 22500 12500 35000
0 - 50 150 50 10000 5000 15000
50 0 100 100 10000 5000 15000
50° 50 100 50 2500 2500 5000
100 0 50 100 2500 2500 5000
0 100 150 0 2500 2500 5000
50 100 100 0 0 0] 0= 0
100 50 50 50 0 2500 2500
100 100 50 0 2500 0 2500
Los cdlculos de esta etapa se presentan en la Tabla 12.
De la Tabla 12 se escoge ahora el valor de fl(an ,Sfﬂ ), que es:
1) % 2) %
N C A L R
que corresponde a:
s L xF Je, s Lo xBTS

w
~N
]
w
a
+
ol
[
]
>
vy
1]

50

100

il
w
-
+
O
o
1
>
b
N
~
5. st
bl -
[}

-
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de la Tabla 11 se escoge f,(50, 100) que es O y corresponde a:

ot
%

con estos valores se calcula:

3 LAY O gz - X3’ =100

SO LR 0 @ e

de la Tabla 10 se escoge f3 (100, 100) que es 0y corresponde a:

Xgl)n 50y ng).,\ - co

La politica 6ptima de operacién del sistema de embalses es entonces:

Mes Entrega Embalse 1 Entrega Embalse 2
y (1% (2)*
i X, X,
[ i
i o0 0
2 _ 50 50
3 - L. 50 - 50

la cual. no produce ningiln tipo de déficits,

En los ejemplos anteriores se determind la operacidn Sptima de sistemas de em-

balses y no su regla de operacién. Tal como se discutid antes, la. operacién 6p

el desarrollo se ha efectuado dentro de un contexto deterministico en donde se
asume que los flujos de entrada al embalse son conocidos. En la realidad esto
no es vilido y es necesario adicionar el comportamiento estocdstico de los flu

jos de ‘entrada al embalse a la decision del problema de operacidn.

tima es una herramienta para definir la regla de operacién. Hasta ahora todo
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IV. PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA

En los capitulos anteriores se asumid que los caudales de entrada al embalse
eran conocidos, es decir, se soluciond el problema de operacién de embalses

dentro de un contexto deterministico. En el caso deterministico cuando se
va a detérminar la operacidn éptima del embalse o la regla de operacién del
mismo en general se usa como periodo de flujo de entradas al embalse el .pe-
riodo critico histérico, pues si se logra determinar una operacién para este

periodo el embalse podrd responder aun mejor en los demds periodos de tiem

po.

El uso del periodo critico de flujos de entrada a un embalse para determinar
la operacion de un embalse es equivalente a asumir que estos flujos fepreseﬂ

tan el peor periodo critico que se puede presentar en la vida del embalse.

La solucidn del problema de operacién de un embalse dentro de un contexto de

terministico, es decir, en donde se asume que la historia contiene toda la
informacion sobre el futuro, no es una-solucién ajustada a la realidad. Se
deben desarrollar entonces algunas técnicas que permitan evaluar el riesgo

asociado (la incertidumbre) con cierta politica de operacién del embalse ya
que el futuro es desconocido, los flujos de entrada al embalse son en reali-

dad variables aleatorias.

La solucidn al problema de operacién de un embalse debe hacerse entonces den
tro de un contexto estocdstico que permita evaluar el riesgo asociado a las
diferentes politicas de operacién. Como se dijo anteriormente, por ejemplo,
el valor de la energfa aumenta con la confiabilidad con que puede ser entre-
gada y las técnicas estocdsticas pueden ayudar a cuantificar esta confiabili
dad. En general, los métodos estocasticos usados para determinar la regla

de operacidn de un embalse pueden clasificarse como Implicitos y como Expli-
citos. Como su nombre lo indica los métodos estocdsticos implTcitos manejan
1a estocasticidad de los flujos de entrada al embalse por fuera de la metodo
logfa usada para determinar la operacién del embalse (simulacién y optimiza-
ciéh) mientras que los métodos explicitos usan la representacién estocistica

de los flujos de entrada directamente dentro del problema de operacién. Los

&
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métodos estocdsticos implicitos mds populares en recursos hidrdulicos son el

método de Monﬂé Carlo y el de las Restricciones de Riesgo y el método expli-

cito mis usado es el de las cadenas de Markov. Cada uno de estos procedi-

mientos se ilustran con algin detalle en combinacidn con el uso del algorit-

mo de Programacién Dindmica para determinar la regla de operacign de un em-
: § _ )

balse.

fe.n

4.1. PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA IMPLICITA, EL METODO DE MONTE CARLO

El método de Monte Carlo de Programacién Dindmica Estocdstica Implicita cons

ta de tres pasos:

1. Generacién de flujos de entrada al embalse
2. Programacidn Dindmica deterministica sobre los flujos generados

3. Andlisis de Regresidon Miltiples para determinar la regla de opera-

cion del embalse.

El primer-paso es la generacion de flujos de entrada al embalse. El proceso

de generacién de una serie hidrolégica consta de cuatro pasos:

1. ldentificacién del Modelo de generaciéh
2. Estimacion del Modelo de generacidn
3. Chequeo del Modelo de generacidn

L4, Generacién de las series sintéticas

"El proceso de identificacién del modelo de generacidn consiste en identificar

el modelo mds conveniente a ser usado para la serie hidrolégica. No sélo con

siste en escoger dentro del grupo de modelos disponibles cudl es el que se de

sea usar, sino una vez escogido-el tipo de modelo a ser usado definir sus ca-
racteristicas bdsicas. Existen muchos modelos que han sido usados con bastan
te éxito en hidrologfa.y los mds nombrados son .los modelos tipo ARMA, los mo-

delos de la linea partida, los modelos de ruido normal, los modelos de cambios
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de nfvel, y los modélos de desagregacidn. La escogencia de cuil de estos ti-

pos de modelos debe usarse para la generacidn de la serie de caudales de en- e
trada al embalse es algo mids subjetivo que objetivo y depende mucho de las

preferencias y la experiencia que tenga el analista sobre esos modelos. Una

vez escogido el tipo de modelo a ser usado se debe definir las caracteristi-

cas bisicas de este modelo tales como, si se va a usar en forma multivariada

o no, si se va a utilizar con pardmetros periddicos o con pardmetros constan

. tes para todds los meses, y, si es del caso, escoger el orden del modelo. Es

“te proceso de definicidn del tipo de modelo a usarse y de sus caracteristicas

bdsicas es lo que se hé 11amado aqui el proceso de identificacidn del modelo

de generacidn.

Por ejemplo si se escoge como tipo de modelo los populares modelos ARMA es-

tos tienen una forma general que puede escribirse como:
9, = m, +a, (qt_1 - my) +a, (qt_2 - my) + oo

+ ap (qt-p - my) te + b]et_1 + b2et—2 +‘bqet_q

‘en ‘donde q, son los flujos de entrada al embalse durante el perfodo de tiempo
t, my es la media de los flujos de entrada al embalse, PR PYRRR ap son pa
réametros del modelo, p es el orden de la componente autoregresiva del modelo,
b1, b2,...,bq son también pardmetros del mode]o} g es el orden de la componen
te de promedio mévil del modelo, vy e, es una variable aleatoria para el pe-
rfodo de tiempo t asumida independiente y normalmente distribuida con media

cero y varianza constante.

"Para el modelo ARMA escogido hay entonces que determinar si se debe usar la
versién multivariada de este modelo o no, es decir, si este modelo va a in-

cluir también la dependeéncia espacial existente entre varias series de caudal

)

cercanas o no. Esta decisidén es afirmativa si la correlacidn entre estacio-

nes vecinas de caudal es significativa y en este caso las componentes del mo-
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delo anterior serfan vectores y matrices de acuerdo al ndmero de estaciones

involucradas en el modelo. También se debe decidir si los pardmetros del mo
delo van a ser diferentes para cada perfiodo de tiempo o si van a ser constan
tes en todos .los perfodos. Se usaria un modelo con pardmetros diferentesvpi
ra cada’periodo de tiempo, es decir, un modelo con pardmetros periddicos, si
la correlacidn serial de la serie hidrolégica tipificada muestra periodici-
dad. Por dGltimo se debe decidir cual es el orden del modelo, es decir, los
valores de p y q y esta informacidn se puede obtener del correlograma y del

correlograma parcial de la serie hidroldgica.

Uno de los modelos de generacidn de series hidroldgicas mis populares es el
modelo multivariado AR(1) conocido también como el modelo de Matalas que pue

de escribirse como:

= + B
gt A _Q_t..] — ..E_
en el caso que el analista no tenga ningina experiencia sobre modelamiento es
tocdstico puede entonces usar este modelo para la generacidén con bastante con
fiabilidad pues un altisimo porcentaje de las series de caudal se ajustan a

-

él.

Una vez que se a identificado el modelo de generacidn los parametros de este

deben ser estimados,.por éjemplo, si el modelo de Matalas va a ser usado las
matrices de pardmetros A vy B deben ser estimadas. La estimacién de los pa-
rémetros se hace con la informacidn contenida en las series hidrolégicas his-

téricas y de acuerdo al modelo que se esté usando.

Antesggg“entrar a generar con el modelo identificado y escogido se debe che-
quear ' si dicho modelo cumple con las suposiciones iniciales que se hicieron
de él. Por ejémplo para los modelos ARMA se asumid inicialmente que la compo
nente aleatoria era independiente vy normalmente distribuida con media cero

y varianza constante y que el modelo era un modelo para series estacionarias.

Con la serie histdrica y el modelo estimado se puede chequear si el modelo
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estd cumpliendo con estas suposiciones iniciales. Si no estdn cumpliendo con
ellas se puede solucionar este problema identificando otro modelo para la se-
rie hidrolégica o usando el mismo modelo pero sobre la serie . hidrolégica

transformada, dependiendo de cual suposicién inicial no se estd cumpliendo.

Una vez que el modelé a sido identificado,.estimado y chequeado se pasa a ‘la
etapa de generacidn en donde series hidroldgicas sintéticas de caudales de
entrada al embalse con una longitud de registro igual al periodo de analisis
o a la vfda Gtil del embalse son generadas con el modelo. Las series genera
‘das deben reproducir las caracteristicas estadisticas de los registros histd
.ricos preserVadas pdr el modelo. Puede llegar a ocurrir que un modelo que ha
sido identificado correctamente genere algunas series que no reproduzcan las
caracteristicas de los registros histdoricos. Estas series deben ser descarta
das para el andlisis y deben usarse sélo aquellas que reproduzcan  adecuada
mente las caracteristicas histdricas que se supone el modelo usado preserva.
Es por esto que se recomienda generar un nlmero de trazas muy superior al de
seado y de estas trazas escoger sdlo las que reproduzcan esas caracterfisticas

estadisticas.

El segundo pase-dentro del método de Monte Carlo es el uso de la Programacién
Dindmica deterministica para determinar la operacidn 6ptima del embalse coﬁ
cada traza de caudales de entrada al embalse generada. Para cada traza gene-

rada el problema de operacién del embalse puede escribirse como:

sujeto a las siguientes restricciones:

1. Balance dé Masas

S;+1 = Sé +q! - x} - otras pérdidas Vt

&
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2. Limites de Almacenamiento

1 -
Suin < St F Syax vt

3. Limites en las Descargas

1
<
XMIN < Xt‘ < X

1

en donde Dt es la demanda por agua durante el periodo de tiempo t, q, son los

flujos de entrada al embalse durante el tiempo t vy correspondientes a la tra

za 1; Sé son los almacenamientos en el embalse al inicio del tiempo t y co-

rrespondientes a la traza 1, X; son las descargas del embalse durante el fiem
po t vy correspondientes a la traza 1, T es el horizonte de operacién y 1 es
el indicativo de la traza. Este problema de operacién Sptima del embalse de-
be resolverée para cada traza 1 del total de L trazas generadas. La programa

cién dindmica es un algoritmo que puede usarse para determinar la operacién

- 6ptima del embalse con cada traza 1. La ecuacién recursiva de este algoritmo

puede entonces escribirse como:

1 1
41 Searr Xgap)?

(s XD = min (0= XD+ f
la cual es resuelta para cada etapa .empezando en la (ltima, que corresponde
al Gitimo perfodo de tiempo, y moviéndose hacia la primera en forma recursiva -
que da la solucién al problema de optimizacién planteado. Para sdlucionar
esta ecuacién recursiva pﬁede usarse bien sea el método de cdlculo de la pro-
gramacién dindmica discreta o el método de cdlculo de la programacfén dindmi-

ca .continua, tal como se ilustré en el capitulo.anterior.

El tercer.y Gltimo paso dentro del método de Monte Carlo para determinar la
regla de operacidn del sistema es el andlisis multivariado de la operacién &p
tima deterministica del embalse con toda las trazas generadas. Este andlisis
multivariado expresard la decisidn en cualquier periodo de tiempo como  una

funcidn de variables conocidas o predichas. En el caso del'problemé de opera
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cién del embalse se estimard un modelo de regresion miltiple due'exprese las
descargas del embalse durante cualquier perfodo de tiempo como funcidn de
los almacenamientos en el embalse en periodos anteriores, de las descargas

en perfodos anteriores y de los flujos de entrada duranfe el periodo y en pe
riodos anteriores. Esta ecuaéién de regresidn mdltiple podria escribirse co

mo:

-t_1’ t_z)"'QXt_q’qt’

Fe-120 %

en donae los pardmetros de la regresién miltiple pueden ser estimados con la
fnformacién obtenida de-la operacidn Sptima del embalse con las trazas gene-
radas. La inclusidn de las variables en el modelo de regresién_mﬁltiple de-
pendén de las correlaciones mﬁltiples de las variables independientes con la
variable dependiente Xt' Por ejemplo si se decide s6lo incluir el wvolumen
‘almacenado en el embalse al inicio del perfodo de tiempo y los flujos de en

trada al embalse durante ese periodo, la ecuacién de regresién miltiple se

podria escribir como:

Xt = a3 St‘ + by qt.

en donde a; y bj son pardmetros a ser estimados.

Observe que la ecuacidn de regresion miltiple desarrollada define la regla de
operacién del embalse expresando la decisién a ser toméda en cualquier perfio-

do de tiempo X como una funcidén de flujos de entrada predichos para el embal
| se durante ese perlodo de tlempo s Y variables conocidas S ...5 X

e
Xt—q qt-1"°"qt-r Aunque el método de Monte Carlo es una forma - Easgante
clara de incduir la estocasticidad de los flujos de entrada al embalse en. el
problema de definicién de la regla de operaci6n de un émba]se,no garantizaqué
la regla de operacién especificada sea la Sptima. Esto se debe a que infiere

la regla de operacién de un ndmero dado de ejemplos de operacién Sptima “del

£l

]
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_embalse. Ademis este método tiene el problema de que puede tomar mucho

tiempo de computador ya que debe resolver el problema de operacidn para cada

traza generada

4.2. PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA, EL METODO DE CADENAS DE
MARKOV

Como se indicS anteriormente este modelo incluye la distribucidn probabilfis-

tica de los flujos de entrada al embalse directamente dentro del modelo de
operacidén. Para un mejor entendimiento de esta metodologia inicialmente se
definirdn algunos términos, luego se presentard el desarrollo teSrico del mo

delo.

Se asume que q, representa los flujos de entrada aleatorios al embalse cuya

distribucién de probabilidades es conocida. Los modelos deterministicos usan

en lo general el valor esperédo de estos flujos de entrada como el valor re-

_ presentativo de ellos para determinar las descargas Sptimas del embalse. Ob

[N

_serve que esta regla de operacién del embalse no es muy Gtil si se presentan

en el embalse otros flujos diferentes al promedio. Para definir la regla de

“operacién de un embalse que especifica las descargas como una funcidn del vo

lumen inicial y de los flujos de entrada al embalse se deben desarrollar al-
gunos modelos probabilfsticos discretos y uno de estos modelos es el que se

pretende presentar aci.

Los caudales de entrada al embalse q, se dividen en un ndmero posible de Valg

res discretos q}t, Pit representa la probébilidad'de que los caudales duran-

| te el perfodo de tiempo t estén dentro del intervalo representado por e, ¥

Pf;1 es la. probabi]idad de que los flujos de entrada al embalse durante el

'pertodo de tuempo t sean 95 cuando en el perfodo de tiempo t-1 fueron g, o1

Estos valores discretos de los caudales de entrada al embalse deben teper los

mismos momentos que los flujos histéricos. Observe que en lugar de represen-~

“|tar estos flujos de entrada al embalse sélo por su valor esperado ahora se

representan por un nidmero discreto de valores con sus respectlvas probabilida

'des de ocurrencna y transicidén. Los almacenamientos en el embalse al’ inicio

de 1 perfodo de tiempo S, se divide también en un ndmero posible de valores

dlscreto§ Skt
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Dado un volumen inicial en el embalse S los flujos de entrada al embalse

kt?

Gip» Y UM volumen final § en el periodo de tiempo t, las descargas del

1t+1
embalse se pueden determinar por la ecuacién de balance de masas dada como:

Yaite T Ske T % T %ae T Siew

en donde e 1 representa la evaporacién durante el periodo de tiempo t y que

es funcidon de los almacenamientos iniciales y finales en ese periodo

El caudal de entrada al embalse puede entonces ser tratado como una variable
aleatoria independiente o autocorrelacionada. En el primer caso los diferen-.
tes posibles valores del caudal 95t deben estar acompafiados por sus respecti-

vas probabilidades de ocurrencia Pi En el caso de ser considerada una va-

.
riable aleatoria autocorrelacionada, el conocimiento del caudal en periodos
anteriores afecta el valor de la probabilidad de ocurrencia

de los posibles valores del caudal en dicho pnerfodo. En este caso a  cada

valor posible del caudal 95t estan asociadas unas probabilidades de transi-

v;ién, las cuales condicionan la ocurrencia de q,, para el periodo t dados los
valores ocurridos en perfodos anteriores al cofisiderado. ‘En cualquiera  de
los casos el caudal es una variable aleatoria de la que depende la ﬁuncién'ﬁ%
retorno derivada de la operacién del embalse. En consecuencia gsta§;fmmcjp -
nes de retorno constituyen una variable aleatoria cuyo valor eg@émadb ‘debe

ser optimizado.

En cada etapa o periodo de tiempo t 'as descargas &ptimas del embalse inlt

dependen de dos variables de estadc: el volumen initkal § los flujos de

Y
entrada P Si se asume que la operacién del embalse detz terminar al final
de un perfodo de tiempo T y se define fg (k,i) como el valor esperado total
de las funciones de retorno cuando faltan n perfodos de tiempo, incluyendo el
periodo de tiempo actual t con almacenamiento inicial Skt y flujos de eptrada
qi¢o eI'Problema a ser solucionado cuando falta sélo un perfodo de tiempo se-

ria:
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f% (k,i) = Max (o Min)
1

Rie

Cuando faltan dos periodos de tiempo y se considera que los flujos de entra-

" da a) embalse son independientes el problema a ser solucionado serfa:

f%_l(k,i) = Max{o Min) {R ( 1,j)} Vk i

1 kilt-1

* ? Pir fr

~pero si los flujos de entrada son autocorrelacionados el problema.a ser “re- -

suelto serta:

2 1(k.,i) Max(o Min) {R + PTi"1
J

KiTt=1 ) (1,50} ¥k,i

en donde Rk It es el valor de la funcién de retorno asociado con un volumen

inicial Skt’ unos flujos de entrada al embalse q, [ge Y un volumen final Slt en

‘el'pertodo de tiempo .t, v P J‘ es la probabilidad de que los flujos de :zen-

trada al embalse durante el periodo de tiempo.t sean cuando en el erlodo
p P q. jt p

t-1 fueron q?t -4 ‘Las ecuaciones recursivas anterlores puede generalizarse y

_escribirse para cada periodo de tiempo como:

n o _ sy ' n-1 . / .
ft.‘k,l) = M?x(o_Min) {Rkilt + ? Pjt+1ft+1("J)} vk, i

en-el caso de-independencia temporal de los flujos de entrada, vy

f?’(k,i) = Max(o’Min)'{Rki

1 It

t | .
+ ? Pij t+1( i)} ¥k, i

que representan las échaciones recursivas generales y que estarfan sujetas a:

" las restricciones inherentes a cada etapa tales como:

Sl T Ske P % T ke T *uaire T Ykie

SN S Sieer 5 Sax
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En el caso de que se considere que los flujos de entrada al embalse son auto-

- correlacionados pueden considerarse los casos ciclico y no-ciclico. En : el

primero se asume que después de cierto perfodo de tiempo las probabilidades

de transicidn vuelven a.repetirse y en el segundo se asume que las probabili-

dades de transicion son diferentes en todos los perfodos de tiempo. Por ejem

plo, si se definen probabilidades de transicién a nivel mensual, el caso ci-
clico consideraria que las probabilidades de transicién correspondientes al
mes de enero son las mismas para todos los afios mientras que el caso no-cicli

co considerarfa que éstas son diferentes.

Cuando se asume un esquema de probabilidades de transicién ciclico y la fun-
cién recursiva se resuelve para cada perfodo de tiempo, la poiftica de opera-

cidn del embalse tenderd a converger rapidamente a un valor especifico. Si’'se

~asume que T representa el ciclo o perfodo considerado y ocurre que el valor

n+T

de f, (k,i) - fz(k,i) es constante para todos los estados i,k y todos los

perfodos de tiempo t dentro’del afio, se puede decir que la operacidn a alcan-

zado el -estado estable. Observe que se habla de estado estable sélo'para'é el

caso ciclico, es decir, cuando las constantes involucradas con las funciones .

'de retorno y las probabilidades de transicidn no cambian de un afo al otro.

o

Es debido a esto que la regla de operacidn asociada con el estado estable no
“depende=dé1 perfodo de tiempo y afio futuro seleccicnado para empezar a solu=

cionar' la ecuacidn recursiva antes planteada. Algunas veces la funcidn recur’
siva puede estar representada por costos o beneficios y lo que interesa.es de -

terminar la regla de operacién que maximiza el valor presente de los benefi-

.

®
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en donde hay T periodos de tiempo por afio. La ecuacidn recursiva para este

caso podria escribirse como:

e 51 s et ot ‘
£ (1) = Hax' {hy g+ (1+r) ?PU LY v
para la-cual también se presentard el estado estable cuando f:t; (k, i) -zzes

iqual a,f?“(k,i)vpara todo k,i y en este punto se asume que después de n 6 =
n*I’perfodos de tiempo la operacidn del embalsees tanlejana en el futuro que
no afecta la operacidén Sptima del embalse o los beneficios netos actualiza-
dos.

La solucidn mediante el uso de la programacién dinimica define para el-estado

‘estable el ‘almacenamiento final dptimo en el embalse Sit41 Para cada volumen

inicialk Skt y flujos de entrada q;, en cada perfodo de tiempo t. En esta'dis

cusién se ha. ‘asumido que los flujos de entrada al embalse durante el perfodo '

‘de thempo t son conocidos, y la regla de operacién del embalse define las: des

cargaﬁfo élfalmaceﬁamiento final como una funcidn del almacenamiento lnicia[
que puede ser observado, y los flujos de entrada al embalse, quev5630'_pueded

ser observados al final del perfodo pero que pueden ser pnedichoé, Si - no..-se.

- quiere usar un modelo de prediccidn de flujos de entrada al embalse se debe

entonces desarrollar una regla de operacién que no dependa de las futuras en-
tradas al embalse que son desconocidas. Esto puede hacerse identificaﬂdo:una
meta para los almacenamientos finales o una meta para las descargas para cada
perfodo de tiempo t, a partir del estado estable y sujeto a las: llmntaciones

flsxcaS'del_SJStema. El uso de una regla de operacidn de este tipo no -garan-
tiza descargas constantes del embalse a través de! berfodo pero sirve de gula
al operador -al inicio del berfodo de tiempo cuando no se tiene ninglin conoci-
miento de cudles serdn los flujos de entrada al embalse durante ese periodo.

En la seccidn siguiente se presentan dos ejemplos de la determinacidn de es-
te tibo~de reg!aﬁ?e-operacién mediante el uso de la programacién dindmica es-

tocistica explféita.
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Como se puede observar,el uso de la programacién dindmica estocistica explici

ta implica practicamente la discretizacidon de todas las variables involucra-
das en_elrﬁrobfema debido a que los flujos de entrada al embalse sélo pueden
tomar -valores especificos para cada perfodo de tiempo. Es por esto que con
la forma explicita de la programacidn dindmica estocistica estd sélo asociado
el método de cdlculo de la programacién dindmica discreta. Se podrfa resol-
ver este probleha usando el método de cilculo de la programacién,dinémicé con.
tinua si se asume una distribucién de probabilidades continbas‘ﬁara los flu-
jos de entrada al embalse, pero este procedimiento de cdlculo se encuentra

s6lo en etapa de investigacidn.
V. EJEMPLOS DE PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA

La pafte de operacion de embalses para el caso de ‘la @rogramacién dindmica es
tocastica explicita es completamente igual a la bresentada para el caso deter
ministico, s6lo que en lugar de usar los registros histéricos de flujos de en
_trada al embalse se usan trazas generadas de estos flujos. Es por esta razén
que sélo se’pfesentan aqui ejemplos para el caso de la programacidn estocasti

ca explicita.

Se presentan ahora dos ejemplos sencillos para definir la regla de operacidn
de-un embalse usando la programacidn dindmica estocistica explicita. El.pfi-
mero de los ejemplos corresponde al caso no ciclico, es decir, la operacién
de un embalse durante un nimero de perfodos de tiempo en donde el Gitimo pe-
riodo de tiemﬁb no necesariamente corresponde al Gltimo periodo de un : ciclo
anual. El segundo -de los ejemplos es para el caso cfclico'en donde el G}tﬁmo

et

perfodo de tiempo del andlisis cierra el ciclo anual. : A

P

5.1. EJEMPLO DE PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA PARA EL CASO
~ NO-CICLICO -

En el ejemplo de abastecimiento de agua presentado en la seccidn 3.1, para el

“casoideterminfﬁtico se asume ahora que los caudales de entrada.al embalse no

se conocen con exactitud, pero que las siguientes probabilidades de transicién

®
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han sidoﬂcalculadas en base a los registros histéricos del caudal.

Probabilidades de Transicidn.

© _ Tiempo Caudales Probabilidad
t 9t 95 t+1 ' ng
0 2/3 1/3 0.3
0 2/3 2/3 0.7
1 1/3 1/3 0.6
1 1/3 2/3 0.4
1 2/3 1/3 0.7
1 2/3 . 2/3 0.3
2 1/3 0 0.6
2 1/3 /3 0.4
2 2/3 0 0.4
2 2/3 1/3 0.6

También se Sabe que las aportaciones del rfo al embalse durante el mes ante-
rior aj‘primer mes fueron de 2/3 y que el alﬁacenamiento al inicio del mes

de Enenqés1/3iLa discretizacidén de los vollmenes en cualquier periodo dé
tiembo es de 0, 1/3, 2/3 y 1. Se quiere determinar la regla de oberacién du-
rante los tres meses sefalados que maximice el Qa]or esberado de los benefi-

cios.

E1 problema a ser resuelto para la primera etapa seria entonces :
B ,
1 sy _ : o
falk,i) = Max {Rki13}
1

sujeto a:
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Xei13 = Sk3 ¥ 943 7 Sy

0 X3

en donde k representa la discretizacidn para.el almacenamiento al inicio del
mes Sk3, i representa la discretizacién para los caudales de entrada al em-
balse durante el mes 93 1 representa la discretizacién de los almacenamien
tos al final de mes Slh’ y in]3 representa las‘descargas en el embalse du-
rante el tercer mes correspondientes a un almacenamiento inicial en el embal-
se de Sk3’ unos flujos de entrada de 93 ¥ un almacenamiento final de Slh’
Rkil3 son los retornos correspondientes a esa descarga. Los cdlculos para

esa etapa se presentan en la Tabla 13 y en general se pueden resumir como si

.gue:

1. Para cada valor de Sk3, 953 Y S]h se calcula la descarga correspondiente
como:

Xei13 = Sg3 T 953 7 Sy

2. Se identifica los beneficios Rkil3 correspondientes a esa descarga y se

ubican en el sitio respectivo de la tabla.

3. Para cada valor de k se escoge como mejor 1 la que produce los mayores
beneficios.
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Tabla 13.. Cilculos. para la primera etapa, fi(k,i).

FUNCION DE RETORNO Rki]3
i = = g = = 1 H *
K P S a3 S;= 0 S,y = 1/3 S34= 2/3 S fy(k, i) 1
1 1 0 0 0 Co- - - o] 1
12 0 173 2500 0 - - 2500 1
2 1 1/3 0 2500 0 - - - 2500 1
2 2 1/3 173 4000 2500 0 - 4000 . 1
301 2/3 0 4000 2500 0 - 4000 1
13 2 2/3 1/3 3500 4000 2500 0 4000 2
4 1 0 3500 Looo 2500 0 4000 2
L 2 1 1/3 3500 3500 4ooo 2500 4000 3
Por ejemplo para k = 3 e i =2 los cdlculos son los siguientes:
fa213 (Xs213 ) (§3213(533 +.q23 - S ) |
_ 3223 (X3223 ) R3223 (S33 + q23 - Sou )
f;(k,i) = Max 4 n ’ Max < r
Raz:a(xszaa) R3233 (S3a + q23 - Sau)
Razus (X32u3 ) R32u3 (S33 + q23 - qu?J
[(Ra21s (2/3 +1/3 - 0) ] TRezas (1) ]
Ri223 (2/3 + 1/3 - 1/3) ‘R3223. (2/3)
= Max < . . L = Max 3 : r
v R3233 (2/3 + 1/3 = 2/3\ R3233 (1/3)
_R32k3_ (2/3 +. 1/3 - 1) J _R3243 ( 0 )_‘
- [ 3500
= Max: 44000 | = mooo y 1% =2
_ 2500 . '
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De acuerdo a los resultados presentados en la Tabla 13 la 0peréci6n para este

periodo de tiempo-podrfa presentarsé en forma tabular tal como se muestra en .
la Tabla 14,
Tabla 14, "Entregas del embalse durante el dltimo mes.
_ Posibles Almacenamientos
\\\\\\\\ S13 =0 S23 = 1/3 S3z3 = 2/3 Sy = 1
v n ) .
09 g 0 1/3 2/3 2/3
n “
-0
n .
=173 1/3 2/3 2/3 2/3
Los cdlcubos para la segunda etapa o cuando faltan dos periodos de tiempo son P
los sigwientes:
2 . .
2 Py = ' 2 . ;
£5(k, i) = M?x {Rkilz + jzl Pij folk, i)}

sujeto a:

: <
513 <1

ay, = 173, 2/3

Xeita = 8
Xirz 2 0

0 <

k2 ¥ 952 7 Sy3

Los cdlculos correspondientes a esta etapa se presentan en la Tabla 15 en don

de por ejemplo para k = 3 e i =1 los cilculos son los siguientes:



O
(¥

c F30,5)

g

CF3(2,5)

. £3(3,7)

fa(h, )

PILFa(1,1) + P, F3(1,2)

p2
1n

11

P2 £l(4,1)
11 3

N O O O

£1(2,1)
3

P2 £1(3,1)
3

X

X

X

i

+

P2 £1(2,2)
12 3

+

P2 £1(3,2)
12 3

+

P2 £1(4,2)
12 3 -

0.0 + 0.4 x 2500.0
2500.0 + 0.4 x 4000.0

4000.0 + 0.4 x 4000.0

4000.0 t 0.4 x hOOO.Qﬂ

.|3500 + 1000

_ 2
Rairz (X3112) + L4 P%J
2
Rarz2 (Xs122) + I P?J
j=1
fa(k,i) = Max < )
Rs132 (X3132 ) + Z Pf
. j
j=1
2
Raiuz (X3142) + I P?
- J
- j=1
[R3112 (S32 + q12-S14) +
: R3122 (S32 + q12-S24) +
.= Max 4 _
R3132 (S32-+ q12-Sau) +
_leu2(532'+ q12 =Sy ) +
Ra112 (2/3 + 1/3 - 0) +
Ra122 (2/3 + 1/3 - 1/3)+
= Max <
R332 (273 + 1/3 - 2/3)+
| Ratwz (2/3 + 1/3 - 1) +
Ra112-(1) + 1000.0
o Rs122 (2/3) + 3100.0
= Max < R3132 (1/3) + L4000.0
Raiv2 ( 0 ) + 4000.0
’ 14500
‘ 7100
= < = %
Méx 6500 = 7100 Y 1

~ L4ooo

= Max

1]
N

Looo + 3100

2500

4000
4000
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Con los resultados correspondientes a la segunda etapa y presentados en la
Tabla 15 se puede desarrollar una regla de operacion tal como se muestra en

la Tabla 16 para el segundo mes.

Los cdlculos para la tercera y Gltima etapa o cuando faltan tres perfodos de

tiempo son los siguientes:

3 2 1 2 )
fi(k,i) = Max {R ...+ I P.. f (k,i)}
kil . ij 2
1 j=1
sujeto a:
0 < S]2 <1
S = 173

Tabla 16. Entregas del embalse durante el segundo mes.

Posibles Almacenamientos

S12 =0 Spp = V/3 S32 = 2/3 Syp = 1
g 7
Z o 1/3 1/3 /3 Y3 2/3
58
2/3 1/3 , 2/3 2/3 2/3




Los cdlculos correspondientes a esta

a) Péra Sy = 1/3 Y a5, =1/3

ff(z,l) = Max

=  Max

o= Max

= !Max

-R2111 (S21
R2121 (S21
R2131 (S21

R21u1 (S

_R211y(1/3
Ra121 (1/3

Ré131 (1/3

A

R2111 (X2111)
R2121 (X2121)

R2131 (X2131)

R2141 (X2141)

+

+

R21u41 (NO ES

2500 + 6320

102

etapa son

q11-S12)
q11-S22)
q11-S32)

q11 -Suz)

1/3-- 0) + 0.6 x 3500
1/3 - 1/3)+ 0.6 x 5600
1/3 - 2/3)+ 0.6 x 7100

POSIBLE)

4000 + L4460 |

| 0 + 7L60

+ +
tead N
v o

+
0N
v

+
N
o

+

+

+

’

Max

T
.~f2(1fJX

los siguientes:

2 .
fz(2’4)1
2 .
f2(3,J)

2 "
fz(h,J).
-

1 2
Piifa(1,1)
P1y f3(2,1)

P11 F2(3,1)

P11 fa(h,1)

8460
8820
7460

+ PlF3(1,2)
+ P%Z f%(Z,Z)

>
+ P1yf5(3,2)

+ P1pfa(h,2)

+ 0.4 x 5900 |

+.0.h x 7&00

+ 0.4 x 8000 |

a—

8820, y 1°

2



b) Para S = 1/3
3v

f1(2,2) = Max

= Max

= Max

= Max
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y a; = 2/3

— 2 ) ]
R2211 (X2211) + L P;. fz(l,j)

j=1t
.2 1 2 .
R2221 (X2221) + 'L P2' f2(2,])
. J
j=1
-4
' 2 1 L2 .
Ro231 (X2231) + I Py £,(3,])
j=t %
2, ., .
R22u1 (X2241) + I P2' fo(4,j)
s J

— J"'] . -

r- . N DR
R2211 (S21 + q21 -S12) + P;'Ifz(l,ﬂ
R2221 (S21 +q21 =-S22) + P;1 f2(2,l)
R2231 (S21 + q21 -S32) + Pil f§(3,1)
Raoy1 (S21 + q21 -Suz ) + P;Ifi(l*,‘)

" Raziy (173 + 2/3 - 0) + 0.7 x 3500
Raz21 (1/3 + 2/3 - 1/3)+ 0.7 x 5600
Ra231 (1/3 + 2/3 - 2/3)+ 0.7 x 7100
Razu1 (1/3 + 2/3 - 1) + 0.7 x 8000

(3500 + 4220] ™ 77207
4000 + 6140 10140

e P = Max £ S
2500 + 7370 ] 9870

| 0 + 8000_ 8000

+

+

+

+

+

Pl £2(1,2)]
22 2
P! £2(2,2)
22 2

>
Pl £2(3,2)
22 2
Pl £2(L,2)
22 2

0.3 x 5900 |

0.3 x 7400

8000

0.3 x 8000

10140 y 1% =2
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‘La regla de operacidn para este mes que se deriva de estos resultados se mues

tran en la Tabla 17. : .

Como se puede ver de este ejemplo se ha desarrollado para cada mes una ta-
bla de operacion a partir de los resultados de la operacién optima del embal
se. Estas tablas de operacién, que en realidad son unas reglas de operaciédn,
indican la cantidad de agua a ser entregada cada mes como funcidn de los alma
cenamientos iniciales y de los posibles aﬁortes durante el mes. En este ejem
plo se considerd un caso no-ciclico, es decir, un caso en donde las probabili
dades de transicidn son dfferentes en cada uno de los periodos considerados.

Se presenta ahora un ejemplo del caso ciclico en donde las probabilidades de
transicidn son diferentes para cada periodo de tiempo dentro del afo ‘pero

iguales de afio a afio.

Tabla 17. Entregas en el embalse durante el primer mes.

Posible Almacenamiento

S,y = 1/3
b @ . 1/3 1/3
2y
é’g‘ 2/3 2/3

5.2, EJEMPLO DE PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA PARA EL CASO
CICLICO i oo o

Se quierewdefinir-la-reglaude;operacién de un embalse de tal manera que se
maximice el valor esperado de la suma de los beneficfos obtenidos en cada pe-
riodo de tiempo. Se considera en este ejemplo dos perfodos por afio'y los po-
sibles valores de almacenamiento y aportes al embalse para cada uno de estos
periodos se bresentan en la Tabla 18. Los beneficios son funcidén de las des-

cargas en el embalse durante cada perfodo y se presentan en la Tabla 19.
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Discretizacidon de los flujos de entrada al embalse y de los alma-

Tabla 18.
cenamientos para cada periodo de tiempo.

Tiempo Discretizacion q Discretizacion S
t del Caudal i 't del volumen k kt
1 1/3 2/3
1 2/3 1
2 2/3 1/3
2 1 2/3

" Tabla 19, - Beneficios correspondientes a cada perfodo de

tiempo y a cada descarga.

Tiempo Descarga " Beneficio

t Xeine Reine
1 -0 0

1 1/3 2500
1 2/3 4000
1 1 3500
2. 0 0

2 1/3 3000
2 2/3 k500
2 3000

Al
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La Tabla 20 presenta las probabilidades de transicién P?j de los flujos de en

trada al embalse, es decir, la probabilidad de que el caudal sea qjt+1 en el

perfodo t+1 cuando el caudal en el periodo t fue 9ie

Tabla 20. Probabilidades de transicién.

Tiempo Caudales Probab. de Transicidn
t 9t qjt+1 ‘ -EEJ
1 /3 2/3 0.6
1 1/3 1 0.4
i 2/3 2/3 0.4
1 2/3 1 0.6
2 2/3 1/3 0.6
2 2/3 - 2/3 0.4
2 1 1/3 0.3
2 1 2/3 0.7

. Si se asume que el perfodo final es el sequndo, la ecuacidn recursiva para es
te perfodo de tiempo asociada con cada valor posible del vector de estados

iniciales k,i cuando falta un sélo perfodo de tiempo se escribe como:

}

1, .y _ :
fo(k,i) = Max }Rkilz

" .

la solucién de esta ecuacidn recursiva se presenta en la Tabla 21. Los cilcu

‘los, por ejemplo, para k=1 e [ =2 son:
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—
Riz212 (X1212) Ri212 (S12 + q22 = Sn1)
£1(1,2)= Max d Max .
.2 Ri222 (X1222 ) Ri222 (S12 + q22 = Sa1)
(Riz12 (173 + 1 = 2/3) Ri212 (2/3)
= Max = Max
1_R1222(1/3 +1 - 1 ) Riz22 (1/3)
4500 -
= Max = L4500 y V=1

3000

La proxima ecuacion recursiva a ser solucionada serfa cuando faltan dos pe-

riodos de tiempo y se puede escribir como:

2,0 .y _ :
fl(k,l) = Max {Rki]1 +

1 L1, .
: Pij f,(1,3)}

1

R
L el

Los cdlculos para esta segunda etapa se presentan en la Tabla 22, y por e jem
plo, para k=1 e i =2 son:

TR

1 1
: . Riz11 (X1211) + P, £, (1,])
2 J>‘2J 2
f,(1,2) < >
. o
Riz21 (X1221) + P2' f;(z,])
| . j=1 J o

]
5
x

N

R121;(511+Q21 -S12) + Pélf;(l,l) + Pézfé(1;2)'

l .
=
ox

£2(1,2) = L L
- Riz21 (Su1+qa1 -S22) + P21 £3(2,1) + P,,f2(2,2)

~ |Ri21n(2/3 +2/3 - 1/3) + 0.k x 3000 + 0.6 x 4500
= MaX O Ri221 (2/3 4 2/3 - 2/3) + 0.4 x 4500 + 0.6 x 4500
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43900 | 3500 + 3900 7400
Ri221 (2/3) + 4500 4000 + 4500 8500
= 8500 y 1% =2

La proxima ecuacidn recursiva a ser solucionada seria cuando faltan tres pe-

rfodos de tiempo y se puede escribir como:

£k, 1)

= Max

| 2 )
Gz + I Py 700D

" los calculos para esta etapa se presentan en la Tabla 23 y, por ejemplo, pa-

rak =1 e {i=2 son:

f (1,2)

p—

2 5 .,
Riz12 (X212 ) + I Py f1(1,])
Max J BT
2 2 2 .
Riz22 (X1222) + X sz f1(2,])
- :

Max 4

Max 4

Max /

L J

—

' 2 2 2 2.
Ri212 {S12+ q22- S11) + P21 f1(1,1)+ P f1 (1,2)

2 2 2 .2 .
Ri222 (S12+ qg22= S21) + P f1(2,1)+ P2 f1 (2,2)

Ri212 (1/3 + 1 - 2/3) + 0.3 x 7600 + 0.7 x 8500

Ri222 (1/3 + 1 - 1) + 0.3 x 8500 + 0.7 x 8000

[Riz12 (2/3) + 8230 12730
= Max

12730

Ri222 (1/3) + 8150 11150
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La préxima ecuacién recursiva a ser solucionada serfa cuando faltan cuatro

periodos de tiempo (la cuarta etapa) y se puede escribir como:

' 2
By L g Sl g3y
£k, i) = M?x {Rki]l + .: p.. fo(k,i)}

los cdlculos para esta etapa se presentan en la Tabla 24 y, por ejemplo, para

k=1 e i =2 son:

1

3
' ‘ Riz11 (X211 ) + .Z, P.. f.(1,j)
CF3(1,2) = Max j=r o2y e
2 .
Riz21 (X1221 )+ 2 P;. f:(Z,J)
v ) j=‘| J

o 1 1 .3
Riz11 (S11+ gy =S12) + P21f2(1,1) + P2 f,(1,2)

Max & . .
' - 1 3 1 3 :
| Rizz1 (S11+ g21-S22) + Parf, (1,1) + Pyafs(2,2)

[Riz11 (2/3 + 2/3 - 1/3)+ 0.4x10960+0.6 x 12730

= Max <

Ruzz1 (2/3 +2/3 - 2/3)+ 0.4x12460+0.6 x 12650

J.R1211(1) + 12022 3500 + 12022
= Max . : . L = Max :
{ Riz21 (2/3) + 12574 4000 + 12574
15522 o |
= Max <4 = = 16574 'y 1% =2
‘ 165741

- ) : : X ) v . . . « 7 i o -
Los cdlculos para las etapas subsiguientes continuan de la misma forma % 1a
‘ecuacidn recursiva general a ser solucionada en cada etapa puede escribirse

como:
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Pt 71 (1, )

Ny ey L :
f, (k,i) = Max {R + 15 Tt

t ; ki)t

—.
NN

1

los resultados para las etapas 5 a 12 se presentan en las Tablas 25 a 32.
-Se habfa..anotado antes que el estado estable se obtiene cuando:

fn+T

n . :
¢ (k1) - ft (k,i) sea constante para todo k,i

y en donde T es el perfodo o ciclo. Observe que en este ejemplo el perfodo
T es dos y en base a las tablas desarrolladas para las diferentes etapas se
puede construir la siguiente tabla que muestra la diferencia anterior para ca

da perfodo:

3 1 & 2

fa - f2 B fi - f1
7960 8068
8230 8074
7960 8036
8150 8074
f2 - 2 o f1- £
8070 8071
8072 8066
8070 8067 :
8063 8066 -
f2 - fs £1 - f3
8069 8068
8068 , 8067 .
8069 8068
8066 8067
f2- f3 g0l gt
8077 8073 |
8067 : 8071
8077 8073

8067 8071



B

o bl

(BB

11 S
f2 - f2 fF12- f1°

8063 : 8067
8072 8068
8063 8067

8072 8068

Se puede entonces concluir a partir de estos resultados que el estado estable
se alcanza a partir de la décima etapa. Los resultados de la operacidn &pti-
ma para cada periodo de tiempo se pueden resumir como:

"a) Parat =1

ofe oo
w

Sk1 95 12 X
2/3 1/3 1/3 2/3
2/3 - 2/3 2/3 - 2/3
1 1/3 2/3 2/3
1 2/3 2/3 1
b) k2 952 S11 Xeit2
1/3 2/3 2/3 1/3
1/3 1 2/3 2/3
23 23 23 23
2/3 1 1 2/3

y .de estos resultados se puede concluir la siguiente opéracién Sptima:



a) Para t = 1. Entregas del embalse durante el primer perfodo.

Posibles Almacenamientos

\ S19.% 273 Sp1.% 1

-

W .
o @ - .

;g qy4= 1/3 - 2/3 2/3
2% |

&< =2/3 2/3 1

b) Para t =2. Entregas del embalse durante el segundo perfodo.

Posibles Almacenamientos

512 = 1/3 522 = 2/3
88 a,=2/3 1/3 | 2/3
£
25 _
C}C_><,:°' q22=1 . 2/3 2/3

Estas reg]as.de operacidn son reglas secuenciales en donde los almacenamien-
tos al final del periodo dependen de los almacenamientos iniciales y de los
flujos de entrada al embalse durante el perfodo. Dado que los caudales de
entrada al embalse no se conocen ellos pueden ser predichos o se puede tratar
de desarrollar una regla de operacidn que le indique al operador cual es su
meta durante el perfodo de tiempo s&lo en funcidon del almacenamiento inicial.
Para poder desarroilar una regla como esta Gltima la solucidn dptima debe dar
‘como resultado un almacenamiento final o unas entregas del embalse que son
las mismas para todos los aportes correspondientes a cada almacenamiento ini-
cial. Por ejemplo, la solucidn dptima en este ejemplo dé que para S;1= 2/3
se tiene X111 = Xi221= 2/3 para los diferentes aportes. Esto bermite desa-

rrollar una regla de operacidn como la siguiente:
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META
t Skt Sjeer O Xeite
| 2/3 - 2/3
1 1 2/3 -
2 1/3 2/3 -
2 2/3 - 2/3

lo cual indica que, por ejemplo, para el primer perfodo de tiempo si el alma
cenamiento inicial es 2/3 la meta es entregar durante ese perfodo 2/3, pero

si el almacenamiento inicial es'1 1la meta es llegar a su volumen final de

2/3.

Se ha presentado en estas secciones como la Programacién Dindmica Estocdstica
puéde usarse. para determinar la regla de operacidn de un embalse junto con
sus limitaciones y alcances. En la seccién siguiente se presentan dos casos

de aplicacién reales del algoritmo de programacidn dindmica en embéﬁééﬁ}

- Tabla 21. "Calculos para la primera etaba, F;(k,i) _

Rikrz :
K 17 Sk g,  1=1 1 =2 £k, 1) s
1o 1/3 2/3 3000 : 0 3000 1
o2 ! 4500 3000 14500 1
2 v 23 23 4500 3000 K500 1
2 2 33 1 3000 45000 . hs00 2
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Tabla 22. C&lculos para la segunda etapa, ff(k,i) s

IARLIR !

2
. 1 . .
R j§1 Pijf2(1,J) | R + LPf | B
. o 2y x|
k0 S Ay =1 1=2 1=1 1=2 .lﬁiil f-f;? ”fiﬁﬁii): J]f”
11 2/3  1/3 4000 2500 23600 - 4500  -7600 --7000  -7600 ;1f
' 2 2/3 2/3 350 4000 3900 4500  7ho0 8500 - 8500 ;2
I 1 1/3 3500 4000 3600 4500 7100 8500 8500 2 |
2 2 v 2/3 3500 3500 3900 4500 7400 8000 8000 2
Tabla 23. C&lculos para la tercera etapa, f; (k,i)
5
2 2 .
Rz g8 Py L) R + ZPF
: = = = = = 1 = €34 | %
K i Skt 9 =1 1=2 1=1 1=2 1=1 1=2 fz(kén) 1;
1 1 1/3 273 3000 0 7960 8300 ‘10960 8300 ‘10960 ‘i
1T 2 1/3 1 4500 3000 8230 8150 12730 11150 ‘12730 1
2 1 2/3 2/3 4500 3000 - 7960 8300 12460 11300 12460 -1
2 2 2/3 i 3000 4500 8230 8150 11230 12650 12650 - 2
Tabla 24. Calculos para.la cuarta etapa, f:(k,i)
| 2 4 3 . )
Ran 55 Py 0L R+ TPF
4 . .
KT s, qp =1 1=2 1=1 1=2 1=1 =2 rfl(g{;)A 1
11 2/3 1/3 k00O 2500 11668 12536 15668 15036 - 15668 ..
12 2/3 2/3 350  hooo 12022 12574 15522 16574 16574 3
2 1 1 1/3 3500 00O 11668 12536 15168 16535 16536 2
2.2 1 2/3 3500 3500 12022 1257k 15522 16074 16074 2
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= ]
Tabla 25. Calculos para la quinta etapa, fa(k,i)

R % b2 £201, )
. kitz o gEr Tig R + ZIPf
: = = - - _ _ S, *
Kol Sy g, 1=1 1=2 1=1 1=2 1=11=2 fi) I
1 1..1/3 . 2/3 3000 0 16030 16351 19030 16351 19030 1
12 1/3 1 4500 3000 16302 16213 20802 19213 20802 1
2 1 2/3 2/3 4500 3000 16030 16351 20530 19351 20530 1
2 2 2/3 1 3000 4500 16302 16213 19302 20713 20713 2
Tabla 26. C&lculos para la sexta etapa, HORD
2 s,
Reitn &1 Pij f2(1, j) R + IPf
) 6 . ) *
K 0 S, g, 1=1 1=2 1=1 1=2 1=1 1=2 fi(ki) I
1 1 2/3 1/3 L4000 2500 19739 20603 23739 23103 23739 1
1 2-.2/3 2/3 3500 4000 20093 20640 23593 24640 24640 2
2 1 1 1/3 3500 4000 19739 20603 23239 24603 24603 2
2 2 -1 2/3 3500 3500 20093 20640 23593 24140 24140 2
Tabla 27. Calculos para la septima etapa, f;(k,i)
2
2 6 .

Rtz & Py falk, D) R + IPF
K o0 Sy gy 1=1 1=2 1=1 1=2 1=1 1=2 falki) I
1 1 1/3  2/3 3000 0 24099 24418 27099 24418 27099 1
.2 173 1 4500 3000 24370 24279 28870 27279 28870 1
2 1 2/3 2/3 4500 3000 . 24099 24418 28599 27418 28599 1
2 2 2/3 1 3000 4500 24370 24279 27370 28779 28779 2
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8
Tabla 28. Calculos para la octava.etapa, fi(k,i)

- > .
R jfl Pij Folk,) R + IPf
K 0 Sy g 1=11=2 1=1 1=2 1=1 1=2 fi) 17
1 1 2/3 1/3 4000 2500 27807 28671 31807 31171 31807 1
1 2 2/3 2/3 3500 4000 28162 28707 31662 32707 = 32707 2
2 1 1 1/3 3500  L0OO 27807 28671 31307 32671 32671 2
2 2 1 2/3 3500 3500 28162 28707 31662 32207 32207 2
Tabla 29. Calculos para la novena etapa, F2(k,i)
_ . s,
RkiIZ 'j§1 Pij filk, i) R + IPf
K 0 S, a, 1=11=2 1=1 1=2 1=1 1=2 fki) 1
1 1/3 2/3 3000 0 32176 32485 35176 32485 35176 1
T2 1/3 1 4500 3000 32437 32346 36937 35346 36937 1
2 1 2/3 2/3 4500 3000 32176 32485 36676 35485 36676 1
2 2 2/3 1 3000 4500 32437 32346 35&37 | 36846 36846 2
Tabla 30. Célculos para la décima etapa, f1 (k,i)
9 .
Reir s&n Piy Follel) R + IPf |

Ko Seq. G;p t=11=2 1=11=2 1=1 1=2 fy (k1) 1%
11 2/3 1/3 4000 2500 35880 36744 39880 . 3924k 39880 - 1
12 2/3 2/3 3500 4000 36233 36778v 39733 40778 L0778 2
21 1 1/3 3500 4000 35880 36744 39380 Lo7kl  ho7hk 2
2 2 1 2/3 3500, 3500 36233 36778 39733 40278 40278 2
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N

v . . 11
Tabla 31. C&lculos para la onceava etapa, f2 (k,i)

S

2 5, 10,
Riit2 Ly Py (k, i) R + LPf
1 a u . ;*
Kod S, g, =1 1¢% b=1 1=2 1=1 1=2 f (ki) 1
1 1 1/3 -2/3 3000 0 40239 L0558 43239 40558 43239 1
1 2 1/3 2 4500 3000 L0509  L4O418 45009 43418 45009 1
2 1 2/3 2/3 4508 3000 40239 40558 44739 43558 44739 1
2 2 2/3 1 3000 4500 40509 L0418 43509 44918 44918 2
: )
Tabla 32. Cilculos para la doceava etapa fiz(k,i)
- Fopt e
Rk”] 129 PI_] 2 s | R + ZPf
. 2 t
K0S, ay 1=1 1= =1 1=2 1=1 1=2 f (ki) 17
1 .2 23 1/3 L4ooo 2500 43947 L4811 L7947 47311 47947 1
12 2/3 2/3 3500 4000 44301 44846 47801  L488L6 48846 2
2 11 1/3 3500 4000 43947 44811 L7447 48811 48811 2
2 2 1 - 2/3 3500 3500 44301  L48L6 47801 L8346 48346 - 2
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VI. CASOS DE APLICACION REAL

En este Capftukase presentan dos casos de aplicacién real del algoritmo de

programacion dinamica en embalses. En el primer caso se usa la programacién

dindmica estocastica explicita para definir la regla de operacidn mensual
del embalse de Salvajina, localizado en la cuenca del rio Cauca, Colombia.

En el segundo caso se usa el algoritmo de programacidn dindmica para determi-
~ nar la opefacién del embalse Guarico sobre el rio Gudrico durante un perfodo

historico de registfos y mediante el método de cdlculo de la programacién di-

namica continua.

6.1. APLICACION DE LA PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA PARA DEFI-
NIR LA REGLA DE OPERACION MENSUAL DEL EMBALSE DE SALVAJINA SOBRE EL
RIO CAUCA, COLOMBIA. '

al Desernipeibn y Solucidn Propuesta del Problema

El rio Cauca, entre las localldades de Timba y La Virginia, discurre por 1a

planncue del Alto Cauca con pendientes relativamente suaves y curso medndrico.
La altura de sus taludes varia entre tres y cinco metros y a causa de sus des
bordamientos ha conformado diques naturales de tal manera que las tierras ale

. dafias estan a un nivel inferior que la corona de las bermas. Anualmente se -

presentan desbordamientos del rio que provocan anegamientos de Tas tierras

vecinas.

Se ha estimado que para crecidas de frecuencia de una vez en diez afios la ex

tension de la zona inundada por el rfo Cauca cubre una superficie aproxnmada
de 100.000 hectdreas. Del mismo modo los tributarios se desbordan erlnundan
apreciables extensiones de tierra. Otras zonas se inundan pbr'deficiencia de
drena je bara escurrimientos :de aguas de lluvias y en las tierras vecinas = . a

-las zonas inundadas prevalecen los niveles fredticos altos.

- Las dificultades de drenaje de la zona inundable bor el rio Cauca se deben a

que el nivel del terreno adyacente a las orillas del rfo y sus afluentes es
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. mas bajovque ellas. E] drenaje sélo se logra en perfodos de verano cuando

los niveles del Cauca lo permiten. Las labores de limpieza y mantenimiento
de los drenajes s&lo sirven para acelerar la evacuacién de las aguas de inun-

dacién al llegar el estiaje, pero vuelven a colmatarse en poco tiempo.

La zona también tiene problemas de calidad de agua.

Los estudios realizados por la CVC desde 1969 indican que el estado de conta-
minacidn de las aguas del rio Cauca, esbecialmente en ébocas de caudales mini
mos, es francamente alarmante y que progresa cada vez mas con el transcurso

del tiempo. Ejemplo de ello es la cantidad de oxigeno disuelto que aguas aba
jo de la ciudad de Cali decrece enormemente hallandose en algunos sitios valo
res de 0 mgr/1t, (CVC, 1971). Tan sélo a su salida del Departamento del Valle

el rio-adquiere valores de 0D por encima de 4 mgr/1t.

Para solucionar este problema se ha bropueéto un proyecto de regulacidén del
rio Cauca que tiene como objetivo primario el control de inundaciones hasta
con frecuencia de una vez en diez afios con el fin de recuperar para la explo-
tacion agricola un area aproximada de 100.000 hectareas, afectada por las ave
nidas periddicas del rfo, la recuperacion debe complementarse con obras prima

rias de adecuacion de tierras.

tas obras que contempla el Proyecto son: (Figura 3).

1. - Una presa sobre el rio Cauca en el sitio de Salvajina.

- Diques a tado y lado del rio Cauca desde el sitio La Balsa hasta la loca-

lidad de La Virginia.

- Diques sobre los tributarios ubicados entre las anteriores estaciones y

‘hasta el punfo de influencia del remanso.

- _ Obras complementarias de adecuacidn tales como canales interceptores de

aguas lluvias, canales de drenaje y estaciones de bombeo.

‘
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Como objetivo secuendario y aprovechando la construccién de la presa y la for
macidn del embalse en Salvajina se propone generar energfa eléctrica mediante

una central de capacidad instalada inicial de 180 Mw. -

Con descargas del embalse en los perfodos de estiaje se podrd aliviar la con-
taminacidn del rio Cauca. Este beneficio, que se traduce en el aplazamiento

de la construccién de plantas de tratamiento de aguas residuales, es comple
mentario y se logra sin detrimento de las operaciones de control de inundacio

‘nes y de generacidn de energfa, (CVC, ]975’b).

Al eliminar con la cohséruccién de diques el embalse natural provisto por la
planicie inundable, los caudales del rio Cauca aumentan notablemente. En el
caso de una avenida de 1:10 afios los caudales en la Virginia aumentarian de
un maximo de 1.732 m®/seqg a 2.557 m>/seq. Para contrarrestar los perjuicios

que este aumento de caudales pudiera ocasionar aguas abajo de lLa Virginia se
recomienda utilizar al mdximo el efecto regulador del embalse de Salvajina, de
tal manera que se obtengan caudales similares a los que se tienen actualmente
sin la construccidn de los diqués. Por esta razén se recomienda adoptar la

alternativa de presa de altura mdxima y diques minimos, (CVC, 1975 b).

En resumen, el proyecto se ha concebido buscando la relacién de altura de pre

sa y diques que reuna las siguientes condiciones:

- Niveles en el rfo Cauca similares a los registrados sin el proyecto.

- Regulacidén con embalse para control de inundaciones y disminucién de 1a

contaminacidn mediante el aumento de los caudales en perfodos de estiaje.

- Costo minimo.

“La construccion de la presa ofrece la oportunidad de generar energia lo cual

contribuird enormemente a la financiacidn del proyecto.
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Con relacién al alivio de la contaminacién del rfo, por no ser un propdsito
cuantificable no ird incluido en la funcién objetivo del modelo de optimiza-

cién pero de hecho aparecerd en %as restricciones.

De la. interaccidn de un modelo de simulacién de calidad de agua y un modelo

econdmico cuya funcidn objetivo busca la maximizacién de beneficios netos

considerando los usos para irrigacidny generacién de energia, abastecimiento

< i
S

munizfpal e industrial y dilucidn, se lleg6 a . las siguientes conclusio-
ﬁﬁeﬁ.'“ltvc, 1975 a): '

1. Lla presa de Sa]véjina es conveniente para propdsitos de generaciodn de
energia, control de crecientes y aumento de flujos minimos, pero no nece
saria para propééitos de riego. Esto se explica.bor la existencia
de suficiente agua superficial y subterrinea disponible para la expasiédn

fo:

de irrigacién.a tierras-agricolas-en tos sistemas tributarics del-. r

Cauca.

2. De diciembre a abril el valor de la energfa es alrededor de 20% mayor que
en el resto del afio. Teniendo en cuenta los promedios histdricos de fe-
brero, marzo y abril de los caudales que llegan a Salvajina, el excedente
de los voldmenes de esos meses sobre lo necesario para operar continuamen
te una unidad hidroeléctrica es de 250 millones de metros cébicos.

® para producir energfa, se

Si en lugar de utilizar esos 250 millones de m
almacenan para aumentar los caudales en perfodos de estiaje, con fines de

disminuir la contaminacidn, se tendrd una pérdida aparente anual bastante

e levada.

3. Si se descargan durante los meses de julio a octubre los 250 millones de
m? de tal manera que con juntamente con el aporte de los tributarios entre
Salvajina y Juanchito, produzcan un caudal no menor a 127 m3/seg en esta
dltima estimacidn, el modelo de calidad demuestra que el efecto del flujo
de dilucidn equivale al aplazamiento en cinco afios de la construccidn de

una planta de tratamiento de costo aproximado de 20 millones de délares.
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" En cuanto a generacidn de energia se debe acotar que la central de Salvajina
se incorporard al sistema interconectado de generacidn como parte del siste-

‘ma regional de la CVC. Los siguientes son los precios de compra de energfa

a Interconexién Eléctrica, S.A.: !.

i, Tarifa de energia de verano: 0.2636 centavos de unidad de valor

-UV-, por Kw-hr.
ii. Tarifa de energfa de invierno: 0.2028 de UV por Kw-hr.
El periodo de verano se extiende de Diciembre a ABril; el de invierno en el
resto del afio. El valor de la unidad de valor a precios de 1976 es de 29.61
centavos y se inctementa a razdén de 15% anual.

b) Caracteristicas Fisicas del Embalse y Presa de Salvajina

Las caracterfisticas fisicas del embalse y presa de Salvajina que se dan a

continuacidh, son tomadas de la referencia CVC (1975 a).

A. Caudales:

1. Caudal medio 141 m3/seq

2. Caudal maximo registrado 1.143 m®/seg

B. Capacidad generadora:

Sélto bruto:

Minimo _ 72 m.
Medio 92 m,
Maximo 119 m.

"1 Datos directamente consultados al Departamento de Estudios Econdmicos de la
cve. - '
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Embalse:

1. Hoya hidrogréfica hasta Salvajina
2. Capacidad

Util

Embalse muerto

Embalse total

3. Cotas de embalse

Cota minima

Cota de embalse medio
para generaciodn.

Nivel controlado maximo

Presa

1. Tipo: de gravas y enrocado con
cara de concreto.

2. Taludes:

aguas arriba 1.5:1

aguas abajo 1.5:1

3. Altura:

desde el punto mds bajo de la
fundacion

desde el lecho del rio

i

Cresta:

Tongitud

ancho

3.960

620
153
773

1.102

1.125

154

126

426
12

km?

Mm® .

Mm?3,
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. Aliviadero:
Tipo: Canal abierto con compuertas

3 compuertas radiales de 12 m. de ancho

" x 13.7 m. de alto

" Cota cresta de la gola 1.135 m,
Longitud de la gola 36 m.
Capacidad ‘ 3.550 m3/seq.

Estructura de salidad de fondo:

Tipo de control Valvula de maribosa, ¢ = 3.30 m.

Vilvula de descarga: valvula Howell-Bumger, = 2.70 m.
TGnel de carga y obras complementarias:

Bocatoma: pozo vertical revestido con concreto y cajén de acero con rejas

coladeras.

Dimensiones de la estructura de rejas:

12.0.m X 12.0m x 11.0 m de altura.

Pozo:

Forma: circular con revestimiento de concreto

dimetro . ' 8,20 m
altura ' 55,00 m
" cota de la boca de entrada 1.087,00 m

Tdnel de carga: se utiliza uno de los tdneles
. de desviaciodn

. .Tipo: herradura circular

didmetros:
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‘hérradﬁra, revestimiento de concreto © 8,20'm
B circdlaf; blindado | 71b0 m
bifurcacién, blindada _ - 7,40'm

- D. Casa de miquinas:

Capaéidad total : o 180 Mw

" Unidades | | 2
Caudal total ' 233 m¥/seg
Cotaé: »
del eje distribuidor de las turbinas 1.023 m.
del piso de generadores _ ‘ 1.035 m.

E. Turbinas:

- Tipo: Francis de eje vertical

descarga mdxima por unidad , 116.5 m®/seg
potencial nominal | 122.000
sumergencia - 5.6 m.
velocidad 180 r.b.m.
eficiencia nominal ' . 92%
velocidad especffica (métrica) Lg

La Figura 4, corresponde a la planta general de la presa; la Figura 5, corres
ponde & la curva drea-capacidad del embalse; en las Figuras 6 y 7 se presentan
las curvas de descarga por el conducto de fondo y por las turbinas respectiva

mente.

Este estudio trata de encontrar una politica Sptima de operacién mensual para
el embalse de Salvajina, considerando todos los propdsitos para los . cuales
fue:"concebido, yé;que sélo bajo consideraciones de operacién puede juzgarse su

verdadero valor.
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¢} Determinacidn de una Funcidn de Retorno

Para determinar la funcién objetivo del problema de operacién es bisico la de
finicidn de los posibles beneficios y dafios asociados con esta operacidn, es

decir, con el embalse propuesto.

_ Beneficios

Hay una sola forma de ingresos por la operacién del embalse de Salvajina: la

venta de energfa.

La energia eléctrica representa una transformacidn de la energia potencial del
agua almacenada cuando pasa a través de las turbinas. La cantidad de energfa
que- puede generarse est3 limitada por la capacidad fisica del equipo instala-

do; el tamafio del equipo instalado es una decisién de disefio, a la cual puede

servir de guTa muy valiosa un estudio de operacién como el presente.

La central de Salvajina se incorbofaré el sistema ‘interconectado nacional de
generacidn como aﬁorte del sistema regional de la CVC. Si no se construyera
la central de Sa]vajina; la alternativa en cuanto a satisfacer la demanda de
energia serfa importar al Departamento del Valle del Cauca energfa basica pro
veniente de plantas hidroeléctricas construidas en otras regiones del péfs.
Parece entonces razonable tomar como criterio para evaluar los ingresos por
venta de energfa, el valor de la energfa bisica que la CVC tendrfa que 'com;

prar a ISA Interconexién Eléctrica, S.A.

Para la época en que Salvajina entre en produccidn, 1981, la CVC compraria
energia de la planta de Chivor, actualmente en construccidn. Las tarifas de
energia en ISA con base en indices o unidades de valor constante, se calculan
teniendo en cuenta las variaciones en la tasa de cambios y el costo de vida-
obrero, dindole una ponderacidn del 60% a la tasa de cambio y el L40% al costo

de vida-obrero. Los precios de energfa se dieron en la subseccidn anterior.
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La capacidad en turbinas es:

P = 9.8 XheE

siendo:
potencia en Kw
descarga en m?/seg

carga o cabeza en metros

m I > O

eficiencia de turbinas

Como en el modelo los caudales se dan en millones de m3, el perfodo de an3li-

sis es de un mes y los beneficios se dan en millones de pesos, se tiene:

P = 9.8 x 7200 hora/mes X hE

87400 seg/dTax30 dfas/mes

o
]

2722.22 X h E Kw
Si se llama BENERG a los beneficios por venta de energfa se tendra:
En verano:

BENERG = Xx (h - 1030.0) * 0.92* 0.002722 * 0.2636

y en invierno:

BENERG

X% (h - 1030.0) * 0.92 * 0.002722 * 0.2281

Dafios por inundaciones

Dafios por inundaciones se producuran cuando el volumen de agua- que descargue

el embalse sea superior a la capacidad entre diques aguas abajo de-la presa.
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Existén datos de los dafios causados por ihundacionesvdel rfo Cauca en Diciem
bre de 1966, Noviembre de 1967, Noviembre de 1970 a Abril de 1971 vy Noviembre
de 1973 a Abril de 1974. Con los datos de superficies inundables y de pérdi-
das agropecuarias y de otra indole causadas por las descargas desbordadas fue
posible encontrar una curva de dafios como la que se muestra en la Figura 8.

Al observar esta figura se puede notar que los dafios por inundaciones en todo
el valle del rfo Cauca se han referido tomando como parametro basico la esta-
cién Juanchito situada muy cerca de la ciudad de Cali; la exp]icécién'qﬁe se
da a esta asuncidn se basa en el hecho de que se conoce la relacidn que exis-
te entre caudales‘en Juanchito y las restantes 10 estaciones hidrométricas

distribuidas a lo largo del rfo Cauca entre Salvajina y La Virginia y que por
consiguiente un dato de crecida en Juanchito es indicativo de lo que ocurre

en todo el valle anegable (CVC 1975, c).

Este trabajo tiene que someterse a tan grueso estimado de dafios por ser el
Gnico disponible. En la Figura 9 se hace una ampliacién de la curva de da-
fos que se presentaria después de construido el Proyecto de Regulacidn “del

rio Cauca.

‘Para evaluar los dafios que se ocasionan al producirse una avenida de determi-
nada frecuencia y estar el embalse a cierto nivel, se procede de la siguiente

manera:

Determinar la frecuencia de avenidas en la estacidn Salvajina, cuyos re-
sultados se transcriben en la Tabla 33.

Determinar el hidrograma unitario para la estacidon Salvajina.

Por definicidn, hidrograma unitaric es un hidrograma derivado de una tor-
menta de duracidn especificada que produce 1 mm. de escorrentia directa

en el area de drenaje correspondiente.

Para evaluarlo se escogid una creciente tnpnca del r|o Cauca snn mayor aporte

de los tributarios, tal como la registrada en Julio de 197h que aparece en la



PORCENTAJE DE PROBABILIDAD DE EXCEDENCIA POR ANO, JUANCHITO

100

90

80

70

60

50

40

30

20

134

CURVA DE DANOS SIN EL PROYECTO

|
,’

" " “ CON EL PROYECTO
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Cauco

POR INUNDACION , 108 PESOS

Figura 8.- Curvas de Dahos por fnundaciones en el Valle de

&
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DANOS POR INUNDACIONES

Figura 9.- Curvas de Danos Después de Construido el Proyecto
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Figura 10.

Siguiendo con un procedimiento como el descrito por Linsley,
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Kohler y Paulhus (1967), es posible encontrar el hidrograma unitario requeri-

do, los cilculos se detallan en la Tabla 3k,

Tabla 33. Frecuencia de avenidas en 1a Estacida Salvajina.

—ETr CAUDAL EN m?¥/seg.

Afos ENE.  FEB.  MAR. ABR.  MAY.  JUN. JuL.”  aco. SEP.. OCT.  NOV.  OIC.
2 350 297 293 326 346 273 235 189 - 131 270 458 458
3 k25 350 362 335 413 319 266 21k 155 324 519 533
5 508 408 439 572 487 371 239 241 183 385 587 618

10 613 482 535 568 580 436 342 275 217 460 673 724

2 713 553 628 661 669 408 383 308 250 533 756 825

30 771 594 681 714 721 534 406 . 327 268 574 803 884

50 844 645 748 781 785 579 435 351 292 627 862 957

160 941 714 838 870 872 629 475 382 324 657 gh2 1056

500 1166 873 1046 1078 1072 778 566 456 397 859 ' 1127 1283

1000 1263 942 1135 1167 1158 838 606 488 249 929 1206 1381

5000 1488 1100 1342 1374 1368 977 6397 561 502 1092 1350 1609

10000 1585 1169 1432 1463 1ihy 1037 735 593 534 1161 1470 1707

‘5oopo 1810 1328 1639 1675 1544 1176 827 666 - 607 1324 1654 1934

100000 1907 1396 1729 1760 1730 1237 867 h98 639 1394 1734 2032

Area = 3960 km?
LoLk7 m /seq x 2 hr x 3600 seq/hr 1
d 223 - 9 = 7.358 x 10" °m
390 km? x 10° m2/km? '
d = 7.358 mm.
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Figurg 10.- Hidrograma Tipico del Rio Cauca en Salvgjina
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Determinacidn del hidrograma unitario en Salvajina.
— ~
Caudal Total Caudal base Escorr.directa er}er_uada del

fecha Hora m"/seg. m’/’scg m’/seg ?;?f;co upi-

1974

Julie, 7 04:00 94 54 i} 1]
06:00 117 ah 23 3.13
03:00 1Lk 95 . 4s 6.66
10:00 180 95 85 11.55
12:00 202 95 167 14,54
14:00 215 96 113 16.17
16:00 232 36 136 18,48
18:00 248 97 151 20.52
20:00 268 97 171 23.24
22:00 292 g8 194 26.37
2k :00 307 98 209 28.40

Julio, 8  02:00 317 98 219 29.76
0h:00 327 99 228 30.96
06:00 335 160 235 31.94
08:00 334 101 233 31.67
10:00 319 102 217 29.49
12:00 300 102 158 26,21
14:00 281 162 179 24,33
16:00 258 102 156 21.20
18:00 239 102 137 18.62
20:00 223 102 121 16 .44
22:60 206 102 104 14,13
24:00 195 102 93 12.64

Julio, 9 02 :00 187 102 85 1.5
0k :00 179 102 77 10.46
06 :00 172 101 71 9.65
08:00 166 101 65 8.83
10:00 158 101 57 7.75
12:00 151 101 50 6.80
14:00 146 . 101 45 6.12
16:00 137 101 36 4.89
13:00 134 101 33 L.48
20:00 132 101 31 L2
22:00 127 101 26 3.53
2400 123 101 22 2.90

Julio, 10 02:00 120 101 1¢ 2.58
0% :00 17 101 16 2.17
06:00 14 100 14 1.90
08:00 112 100 12 1.63
16:00 109 100 9 1.22
12:00 107 100 7 0.95 -
14:00 105 100 [ 0.€8
16:00 103 100 3 0.41
18:00 100 192 1 0
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 Empleando los caudales de avenfdas de la Tabla 33 para frecuencias de
‘1:10, 1:50, 1;100, .1;500, '1:1000, 1:5000, 1:10000, - 1:50000 y

~ 1:100000 éﬁds Yy el'hidrograma unitario dado en la Tabla 34. es posible

 determinar los hudrogramas esperados para los perfodos de retorno ante-

duchos,_cuyos pucos seran los caudales corre5pond|entes a esos perlodos

‘:de retorno

’  ;A_ésfe5nivel sé hecesitaluh trinsito de avenidas por el embalse coﬁsids
. rahdo'suvoperacién intrinseca, es decir cdmo y cudndo se efectdan las

. deScargés pof turbinas, conductos de fondo y aliviadero para determinar
Ios,céudales_efluentes. Los resultados obtenidos para un mes cualquie-

‘ra se ilustra en la Tabla 35.

- Tabla 35. €Embalse se Salvajina. Transito de avenidas, Caudal efluente miximo
' en m3/segq.

_ "E N E R O
NI 5 |
INivel N 1:10  1:50 1:100 1:500 1:1000 1:5000 1:10000 1:50000 1:100000
1106  - 305 31107 a3 318 . 320 325 326 330 332
.1118,5  f 327 331 332 336 337 3ko 3h2 345 346
11130 - 347 351 352 355 356 358 359 362 262
. 138 - 361 ‘363 364 366 367 369 370 372 | 626
211;42"v; 367 - 369 370 372 537 863 994 1278 1395
) ..11146. - 573 " 789 879 1085 1174 1380 | 1469 1675 1763
“liso - 1186 | 1186 1186 1186 2761 2761 2761 3913 3913

Enm Ia’referencia cve (1975, b) se establece~urra ecuacidn de regresién 1i
neal para caudales maximos diarios entre las estaciones SalvaJlna y Juan

”chnto. .

X _Juanchito =33 + 1.596 X Salvajina
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Introduciendo los caudales de la Tabla 33 en la ecuacién anterior.se ob-
tienen los correspondientes caudales en Juanchito, Tabla 36, sin conside-
rar la existencia del embalse y por consiguiente sin considerar su efecto

regulador,

La razdén de no hacer un andlisis directo de frecuencia con los caudales
méximos en Juanchito se debe a que en esta estacién los caudales miximos
se encuentran afectados por los desbordamientos que se pnesentén' aguas
arriba o en la estacién misma; la‘regresién dada por la ecuacién anterior
se obtuvo para valores de caudales en Juanchito no afectados por desborda

mientos.

Ahora, el aporte de los tributarios entre Salvajina y Juanchito sers:

Atributarios = X Juanchito - X Salvajina = 33+0.596 X Salvajina

Si el caudal de salida del embalse, una vez efectuado el transito, se su-
ma el caudal de los tributarios obtenidos segln la ecuacién anterior se
‘obtendrd el caudal en Juanchito esta vez considerado el efecto regulador

del embalse.

Los dafios esperados mensuales son encontrados como el irea bajo la curva’

de la Figura 9 entre dos porcentajes de probabilidad de excedencia.

Con los datos anteriores es posible determinar los dafios por inundaciones
como funcidn del nivel del embalse, o lo que es lo mismo como funcidn del

almacenamiento, S. Los resultados se dan a continuaciér; los dafos se dan
en 103 $y el almacenamiento S en 10%m?;

DENE = 0.027 S - 12.88

DFEB = 0.00325 S - - 1.725
DMAR = 0.014 § - 7.112
DABR = 0.0219 S - 10.967
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DMAY = 0.0187 S - 9.512
DJUN = 0.001 S - 0.537
DOCT = 0.0018 S - 1.040
DNOV = 0.033 S - 17.182
DDIC = 0.0248 s - 2.571

En los meses de Julio, Agosto y Septiembre no se presentan dafios por inunda-

ciones.

Se anota que a la Figura 9 debe entrarse con los caudales obtenidos en el 1i
teral e) pero considerando para cada caudal la probabilidad respectiva de ex
cedencia obtenida de la Figura 11, puesto que el andlisis se hace para perfo-

dos mensuales y no para periodos anuales.

Si a los-beneficios por renta de energia se deducen los dafios por inundacio-
nes darfa la forma de la funcién de retorno mensual a ser utilizada en la op-

timizacidn de la operacidn.
d) Probabilidades de Thansicifn

De acuerdo a la formulacién del problema, se necesitan valores de P(qt/qt+1)
para todos los valores de e Y Qpgq Y Para cada uno de los doce grupos de pa
res de meses. La formulacién del problema implica que los caudales deben ser.
discretizados en fangos de tal forma que haya un ndmero finito de rangos de
caudal en el mes siguiente. Se debe entonces establecer un 1imite superior

al caudal en cada mes.

Por ejemplo, en el mes de Diciembre se fijé un 1imite superior de 1680 x 10°m?
Este valor es aproximadamente 10% mds grande que el mayor valor de caudal re-

"gistrado en ese mes y un 50% del caudal solamente ha sido superado 3 veces en

los 28 afios de registro que se consideraron. De manera similar se fijaron UiS

mites superiores para los restantes 11 meses. Se establecid un 1imite infe-

rior de cero ya que no existe significado alguno para caudales negativos en

t
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una corriente. El tamafio y nimero de Eangos entre esos limites es un compro-
miso que depende del interés en la economia de calculos. Un rango maximo
de 210 x 10°m® se utilizd en el mes de Diciembre, lo cual permitié el uso de
8 incrementos. En los demds meses los incrementos se hicieron mds pequefios
pero tratando de que el nimero de rangos no fuera superior a 8, correspondien

te al maximo adoptado.

Para cada valor de deyq S© calculan todos los valores de P (qt). Inherente
al método basico empleado para representar caudales estd el uso de la distri-

bucidén normal o gaussiana.

La funcidn de densidad de la distribucién normal es:

En su forma usual, la media y la desviacién tipica son empleadas como parame-
tros de la distribucién. La distribucién normal ha sido tabulada ampliamente
en la literatura y el trabajo se simplifica notablemente cuando se tabula Gni

camente la variable tipificada.

X = mX
ox

1

Esta variable tiene media cero y desviacidon tipica 1. La densidad de la va-

riable aleatoria tipificada es N (0, 1) &

La funcidén de densidad deseada seri:

1 -
b = ety B e cxs s
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Las tablas dan valores para la mitad del rango de u, u <o, aprovecﬁando la si

metria de la curva de la distribucién normal.

Para determinar la probabilidad de que una variable aleatoria normal caiga en
cualquier intervalo, debe calcularse la integral fx (x) en el intervalo reque
rido; alternativamente, la diferencia entre los dos valores de la funcién de -

distribucién acumulativa, producird esta informacién. En general:

_ _ X = mxX oy o_ X - mx
Fy (x) = PXsx) = P(U £ =—=—) = F (=)
1 N - l-v2
Fu (u) = S e 2 dv -0 xu g =
v2 I -®

en la cual u = (x - mx)/ox .

La simetrfa de la distribucidn permite encontrar valores para argumentos nega
tivos (Benjamin y Cornell, 1970).

Fy (#u) =1 -F; (u)
En el estudio presente la distribucidn normal para cada valor de Qe4q S€ trun
ca en cero y en el ITmite superior del caudal. De la distribucién truncada
es de donde se calculan las probabilidades actuales. El truncamiento cambia-

rd ligeramente los pardmetros estadisticos tales como la media y la desviacidn
tipica.

Se puede aseverar entonces que:

9 = 9¢,max |
T P(qt/qt+1) = 1,0
qt=0 v
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" Llas probabilidades.condicionalés o de transicién de mes a mes a ser usadas en

1a pperétién. se presentan en ‘las Tablas 37 a L0 para los cuatro primeros me-

 ses. ..los demis meses tiehen probabilidades similares.

" Caudal en tnéro 1O§m3

Las entregas minimas mensuales del embalse en los meses de Julio, Agosto,Sep

tiembre'y-Octubre.fueron’deterﬁinédasfmédiantenun,anéliéis de frecuencia

seg durante esos meses, caudal con el que se logra el aplazamiento en

 afios de la construccién de plantas. de tratamiento.

Tabla 37. Probab}Iidadésicondicionales de.caudales eﬁ Enero, dados

de

mahefa'qUé;Se obtenga én'la“estacién Juanchito.un promedio mensUal de 126 m3/

cinco

los caudales en Diciembre

140 | , . _ _
0.0 0.0 0.0006  0.0029 0.0060 - 0.0145 0254  0.0388
1260 _ v v _
0.0 ~ 0.0002 0.0024 0.0076 0.0211 0.0393 .0605 0.0847.
1080 & _ ' .
0.0 0.0010  0.0085 - 0.0306 0.0624 . 0.0983 1339 - 0.1651
300 - F v :
0.0 0.0066 - 0.0429 0.1029 ~  0.1641  0.2132° 2464 0.2657
720 | : S ' -
| 0.0006 . 0.0514 0.1752 - 6.2767.  0.3265 . 0.3341 3178 0.2895
sho b , : _ : '
|o.ot64 . 0.30u2 o.ks22  6.b2ko 0.3416 0.2595 1932 0. 143k
360 o '
. |o.k6k3 . 0.5943  0.3124 0.1541 0.0780 0.0410 0225 0.0129
o b T S AR
. lo.5180  0.0343 . .0.0057 0.0012 . 0.0002 0.0001 .0 6.0
S Lo , , N L ,
00 210 k20 630 840 1050 1260 1470 1680

. Caudal en Diciembre - 10%m3
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e) Determinacidn de La Regla de Ope)zacidn

Para determinar la reg]avde operacidn del embalse de Salvajina se utilizé la
programacidn estocdstica explicita tal como fue descrita en la seccidn 4.2,
Se utilizaron 8 intervalos de discretizacién para cada mes y las probabilida-
des de transicidn de un caudal dado en un mes a un caudal dado en el mes si-
guiente fueron descritas en la subseccién anterior. La funcién recursiva a

ser solucionada en cada etapa t puede escribirse como:

f: (k,i) = M?x'{Rki]t + ? PEJ f:;:(l,j)}
k,i =1, 2, , 8
 y sujeto a restricciones tales como:
Stee1 = Ske T %e T S T Kee
153 x 10° < Sipsr S 773 x 10°
0 = X
Xeite < ?kt M T T

en donde las diferentes variables fueron ya definidas en la seccién 4.2. La

funcidn de retorno estarfa dada para cada mes como:

en verano:

, » :
Reiqe = 6-6011766x10 inlt(hklt"‘°3°'°) - (at here - bt)

~en invierno: -

= ‘ -4 - - -
Rei1e = 5-7121714 x 10 Xii1e (hyqes 1030.0) (at_hk]t _bt)
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en donde la primera parte corresponde a los beneficios por venta de ehergia y
la segunda parte a los dafios por inundacién. La variable hklt es la altura
media en el embalse durante el mes t y es funcidn del almacenamiento medio

en el embalse durante ese mes, es decir:

y las constantes a vy bt son constantes para cada mes que sirven para evaluar
los dafios por inundacidn durante cada mes. Llos valores de a vy bt’ asi como
la forma de esta funcién de retorno fue discutida en la subseccién (c) sobre

determinacién de una funcidn de retorno.

Las probabilidades de transicién a ser usadas en la funcidn recursiva anterior
se determinaron en la subseccién (d) sobre Probabilidades de Transicidn, Y,
por ejemplo, para pasar de enero a febrero estas probabilidades se presentan
en la Tablia 38.

El‘problema es entonces resuelto etapa por etapa empezando en la Gltima y el

procedimiento recursivo continua hasta que el estado estable se alcance.

 Para darle solucidn a este problema se usd un brograma de computador montado

en el CIDIAT por Amisial y Casas (1976) qué se basa en la publicacién de

Butcher y Fordham (1970). Llos resultados se presentan ya como regla de opera
cién, es decir, como tablas en donde se especifica las cantidades aP*ser en-

tregadas en cada mes como funcién del almacénamiento al inicio del mes y- de
los caudales de entrada al embalse durante el mes anterior. Estos resultados
se presentan en las Tabla 41 a 52. Para ilustrar el uso de las tablas consi-
dere el caso siguiente: se desea determinar la entrega 6ptima en el mes de
febrero, sabiendo que el volumen aportado al embalse durante el mes de Enero
fue de 810 x 10®°m® y que el almacenamiento al comenzar el mes de febrero es
de 380 x 10°m®. Usando la Tabla 42 con los valores aﬁteriores se obtiene

una entrega éptima para el mes de febrero de 458.8 x 10°m®. Para valores in-
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Tabla 41. Politica de entregas &ptimas para Enero, 10

G,m 3

Almac. ini ' CAUDAL EN DICIEMBRE 10°m*
cial -
105 m3 105 315 525 735 945 ' 1.155 1.365 1.575
95 0 0 0 137.5 270.0  480.0  690.0 900.0
190 0 0 0 232.5  365.0 575.0  785.0 995.0
285 0 69.1 327.5 460.0 670.0 = 880.0 1.090.0
380 0 85.2 164 .1 422.5 555.0 765.0 975.0 1.185.0
475 0 155.6  259.1 517.5  650.0 860.0 1.070.0 1.180.0
570 0 250.6 354 .1 612.5 745.0 955.0 - 1.165.0  1.375.0
665 96.9  345.6°  L449.1 707.5 840.0 1.050.0 1.260.0 1.470.0
760 191.8 LLo .6 LL I 802.5 935.0 1.145.0 1.355.0 1.565.0
Tabla 4L2.- Politica de entregas &ptimas para Febrero, 10°m°
- |Almac. ini CAUDAL EN ENERO 10° m?®
cial v
106 m® 90 270 450 630 810 990 1.170 14350
95 0 0 24,7 18.0 173.8  315.0 495.0 675.0
190 0 9.7 7.7 50.0 268.8  410.0 590.0 770.0
285 0 0 0 145.0 - 363.8 505.0 685.0 865.0
380 0 0 64.8 240.0 458.8  600.0 . 780.0 960.0
b7 0 37.2 159.8  335.0 - 553.8 695.0  875.0  1.055.0
665 10 165.0  343.8  525.0 743.7 885.0 1.065.0  1.245.0
760 80 260.0  L44. 8  620.0 838.7 980.0 1.160.0 1.340.0
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6.3

Tabla 43. Politica de entregas Sptimas para Marzo, 10°m°.

Al3c. ini-

CAUDAL EN FEBRERO 10°m

760

3
cial
10% m® 65 . 19 325 455 585 715 845 975
95 0 0 0 0 0 301.6 489.7 590.6
190 0 0 0 0 53.4 396.6 584.7 472.5
285 0 0 0 147.5 1484 491.6 573.1 567.5
380 0 0 59.1 256.9 338.4 681.6 753.4 757.5
570 15.2  153.8  154.1  351.9 4334 776.5 848 .4 852.5
665 108.8  245.0  249.1 k46,9  557.5  871.6  962.8  947.5
760 59.8  340.0  3hh.1  541.9  759.1 966.5 1.057.8 1.042.5
Tabla 44. Politica de entregas Sptimas para Abril, 10°m?
Almac. ini- CAUDAL EN MARZO 10°® m?
cial —
108 m3 70 210 350 490 630 770 910 1.050
95 0 0 101.4  108.7  116.8 153.1 235.0 375.0
190 0 0 24 4 24.8  195.3 248 .1 330.0 470.0
285 12.8 10.8 15.1 295.6  290.3 343.1 425.0 565.0
380 0 0 0 330.6  385.3 438.1 520.0 660.0
475 0 0 93.8 ~ 485.6  480.3  533.1 615.0  755.0
570 76.6  77.8  188.8  580.6  575.3  628.1  710.0  850.0
665 173.7  172.8  283.8  675.6  670.3 723.1 805.0 . 945.0
263.4  267.8  378.8  770.6  765.3 818.1 900.0  1.040.0
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Tabla 45. Politica de entregas Sptimas para Mayo, 10° m?®,

900.

1Almac. ini- CAUDAL EN ABRIL 10° m3
cial - '
106 m? 55 165 275 385 495 605 715 825
i
95 0 0 0 0 27.5 103.1 4o.0 - 285.6
190 0 0 0 53.1 16.7 25.0 135.0 . 390.3
285 0 0 12.8 8.1 10.0 120.0 230.0 475.6
380 0 0 0 0 105.0 215.0 325.0 580.3
475 0 61.3 56.3 90.0 200.0 310.0 420.0 588.1
570 14.8 9.1 152.5 185.0  295.0 405.0 515.0 625 .0
665 0 60.0 247.5 280.0 390.0  500.0 610.0 720.0
760 200.0 155.0 342.5 375.0 485.0 624 .1 763.1 873.1
Tabla 46. Politica de entrégas éptimas para Junio, 10°m®
Almac. ini- CAUDAL EN MAYO 108 m@
cial v
106 m? 70 210 350 490 630 - 770 910 1.050
95 0 0 0 0 0 95.0 235.0 375.0 |
190 0 0 0 0 50.0 - 190.0 330.0  470.0
285 0 0 15.1 9.8 145.0 285.0 425.0 565.0
380 0 0- 0 104.8 240.0 380.0 520.0 660.0
475 0 0 93.8 199.8 335.0 4L75.0 615.0 755.0
665 0 105.0  283.8 389.8 ° 525.0 665.0 805.0 945.0
760 60.0 ~ 200.0 378.7 L84 .8 620.0 760.0 0 1.040.0
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Tabla 47. Politica de entregas 6ptimas para Julio, 10% m?
Almac. ini- “ CAUDAL EN JUN1O 10° m®
cial > y
106 m? 55 165 275 385 495 605 715 825
95 171.4 171.4 171.4 17704 1714 171.4 171.4 171.4
190 1714 171,40 a7t.h 171h 0 171k 171 171k 24500
285 171.4 171.4 171.4 171.4 171.4 1714 230.0 340.0
380 171.4 171.4 1714 1714 171.4 215.0 325.0 435.0
475 171.4 171.4 171.4 171.4 200.0 310.0 420.0 530.0
570 1714 171.4 171.4 185.0 295.0 405.0 515.0 . 625.0
665 17tk 175k 176 .4 280.0 390.0 500.0 610.0  720.0
760 171.4 190.3 269.8 375.0 485.0  595.0 705.0 815.0"
Tabla 48. Politica de entregas 6pt}mas para Agosto, 10°% m?
Almac. ini- CAUDAL EN JULIO 10° m?®
cial
105 m? 40 120 200 280 360 440 520 600
95 200.9  200.9 200.9  200.9  200.9 200.9 200.9  200.9.
190 200.9  200.9  200.9  200.9  200.9  200.9 200.9  200.9
285 200.9  200.9 200.9 200.9 200.9 200.9 200.9 200.9
380 200.9 200.9  200.9 - 200.9 200.9 200.9 200.9 210.0
475 200.9  200.9  200.9 200.9 200.9 200.9 225.0 305.0
570 200.9  200.9  200.9  200.9 200.0 240.0 320.0 400.0
665 200.9 200.9  200.9 200.9 255.0 335.0 415.0 495.0
760 200.9  200.9 200.9 270.0 350.0 430.0° 510.0 - 590.0
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A':?:i ini- CAUDAL EN AGOSTO 10° m?
105 m3 30 90 150 210 270 330 390 . Lsg
95 215.1 2151 215.1  215.1  215.1  215.1  215.1  215.1
190 215.1 215.1  215.1  215.1  215.1 215.1. 242,0  240.9
© 285 215.1  215.1 215,10  215.1  215.1  215.1  215.1  215.1
380 215.1 - 215.1 215.1. 215.1 215.1  215.1 215.1 215.1
475 - 215.1 215.1  215.1  215.1 2151  215.1 215.1 . 215.1
570 215.1 215.1 215.1  241.0 2448  248.5  252.3  250.0
665 225.4  288.2°  285.4  247.0  330.9  225.0  285.0  345.0
760 215, 1 215.1 215.1  215.1  260.0  320.0  380.0  440.0
-Tab]a.SO,_ Politica de entregas Sptimas para Octubre, 10° m3
Almac. ini- CAUDAL EN SEPTIEMBRE 10° m?
cial .
108 m? 30 90 150 . 210 270 330 390 450
95 195.5  195.5  195.5  195.5  195.5  195.5  195.5  195.5
190 195.5  195.5  195.5  195.5  281.k  271.8  268.8  269.1
. 285 195.5 195.5 195.5 195.5 365.7 195.5 360.2 365.9
. 380 219.7.  218.8  26k.7  264.3  461.9  457.5  275.1  346.9
b75 195.5  319.0 361.5  365.3 570.0  310.L 552.6 548.6
570 235.3 byi.7  L64.7 453.5 651.4 . L4o3.k 6&6.8 Los.0
¢. 665 195.5  195.5  562.3  551.3  738.9  554.4  740.3  500.0
760 237.1 195.5  195.5 432.5 841.3 649.4 835.3 595.0
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Tabla 51. Politica de entregas Optimas para Noviembre, 10% m?
Almac. ini- CAUDAL EN OCTUBRE, 10° m?®
cial
105 3 40 120 200 280 360 L4o 520 600
95 0 0 0 0 19.1 9.3 101.8  238.4
190 70.0 70.0 75.0 70.0 50.0 120.0 192.5 330.0
285 1641 167.3  167.5 , 168.6 162.4 287.5 432.2 425 .0
380 216.6 262.5 282.2 - 382.5 239.7 243.8 527.2 520.0 -
475 353.6  361.6 352.7  397.0  336.3 338.7 622.2  615.0
570 402.5 LLk7.2  L4ug 6 L77.2 431.3 433.8 717.2 710.0
665 546.3 547.8 540.6 572.2 526.3 528.8 812.3 805.0
760 640.3 642.8  635.6 667.2 621.3 623.8 907.2 900.0
Tabla 52. Polftica de entregas &ptimas para Diciembre, 10°% m?
Almac. ini- CAUDAL EN NOVIEMBRE, 10°® m?
cial - ’
1085m? 70 210 350 490 630 770 910 1050
95 0 0 0 0 0 172.5 273.8 375.0
190 0 0 0 0 50.0 267.5 368.8 470:0
285 0 43,1 45.5 43.8 145.0 362.5 463.8 565.0
380 0 41.3 135.9 138.8  240.0 457.5 558.8 660.0
475 24.7 125.4 132.5 233.8 335.0 552.5 653.8 755.0
570 114.8. 329.7 227.5 328.8  430.0 570.0 748.8 850.0
665 0 Lok 7 322.5 423.8 525.0 742 .5 843.8 945.0
760 282.8 519.7 417.5 518.8  620.0 760.0 938.8 1040.0
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termedios de aportes y almacenamiento puede hacerse una interpolacidn lineal.
El hecho de que se llega a una politica estable o sea que las entregas perma-
necen constantes a pesar de que se aumenten los perfodos es una confirmacidn

de que el sistema es ''ergddico''. Una evidencia adicional la da el examen de

los doce grupos de probabilidades condicionales de caudales entre meses conse

cutivos que son usadas en el desarrollo de la politica y que aparecen en las
Tablas 37 a 40 para los cuatro primeros meses. N&étese que no hay estados ab-
sorbentes. Uno de estos estados estarfa indicado por una secuencia de valo-
res de probabilidad 1, de tal manera que si el sistema cayese en esa secuen-
cia no tendria salida pos}ble. Tal estado absorbente no se presenta en este

trabajo y de hecho no aparece bajo circunstancias hidroldgicas normales:

Dependiendo del estado con el cual se inician los cédlculos, la polfitica de. en

tregas convergerd mas tarde o mas temprano. Para el embalse de Salvajina,

iniciando el sistema en un punto en que no habfa beneficios futuros, los cdlcu

los requirieron 312 meses para que emergiera la politica optima. En el compu
tador usado, 1BM/360-40 se necesitan aproximadamente 2 minutos para calcular
la politica de un mes. Diez horas se necesitan para desarrollar la polfitica

Gptima.

La convergencia de la politica al Sptimo se indica por la repeticién de las
entregas y por el hecho de que la suma de los beneficios por afio de operacidn

es igualmente constante.

Para investigar el efecto de un cambio en los datos sobre la polftica éptima
y sobre los consecuentes beneficios en primer lugar se hicieron variaciones
en la tasa de interés. En la politica inicial no se reconocid el valor del
dinero en el tiempo. Este desconocimiento se hizo por.simplificacidén y no de
be considerarse como representativo de la realidad. Para analizar como  va-
rfan las polfticas de entrega con el cambio en la tasa de intefés, ésta se in

crementd primero al 10% y posteriormente al 12% anual. Como se muestra en la

Tabla 53, cuando la tasa de interés se cambid de 0 a 10% Ja politica de en-

L
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tregas permanecid casi inalterable. Cuando la tasa de interés se cambid al

12% se produjo un mayor incremento en las entregas.

Tabla 53. Efecto del cambio de la tasa de interés sobre
la politica Gptima.

- | Tasa de interés Cambios en la politica

0% :

10% Incrementos en muy pocas
entregas.

12% Incrementos en pocas en-

tregas. La politica per~-
manece inalterable en un

93%.

En este trabajo fue necesario especificar las condiciones hidrolégicas bajo
las cuales el embalse va a ser operado. Cualquier cambio en ellas debido a -
una mejor comprensién de los procesos o a cambios en los procesos mismos debe

afectar la politica de entregas a seguirse.

Por ejemplo, si es necesario determinar el mérito de un cambio en la escorren
tia debido a una modificacidn en el clima, el método desarrollado permitiria

la evaluacidn del efecto del cambio sobre la politica éptima.

Fuera de estos ejemplos no es probable que los datos hidroldgicos de entrada
cambien a menos que un nuevo embalse se construyera aguas arribavde] embalse
en consideracién. En este caso el problema no serfa el de operar 6ptimamente
el embalse utilizando las salidas del embalse ubicado aguas arriba, sino con-
siderarlos como un sistema de miltiples embalses. Tal situacién presenta pro

blemas que estdn por fuera del rango de consideraciones de este estudio.
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Del andlisis de los resultados se observa que las entregas en los meses de
julio, agosto y septiembre son m3s o menos constantes para cualquier estado
del sistema. Esto se explica porque en dichos meses el embalse debe hacer
descargas para aumentar el caudal del rio y lograr en la Estacién Juanchito
un caudal promedio de 127 m®/seqg. Se observa en algunos casos - vgr: Tabla
Lk que las entregas para el mismo almacenamiento bajan de 12.8 a 10.8 «x
108 m3 a pesar de que el caudal en el mes precedente aumentd de 70 a 210 x
10% m®. se explica lo anterior en el hecho de que, por ser un procésq de de
cisiones secuenciales, esta entrega es la que optimizard las entregas futu

ras.
§)  Discusidn de Resultados

Con respecto a la validez del método, debe aceptarse que los datos y conclu-
siones son tedricamente buenos y computacionalmente practicables. Si se pre-
guntara si el problema resuelto es o no relevante a los casos que necesitan
solucién, puede aducirse que el procedimiento descrito es en mucho superior a
los estudios de predisefio de operacién llevados a cabo por las organizaciones
responsables del manejo de los recursos hidrdulicos y que al mismo tiempo
abre caminos de disefio que antes no estaban disponibles. Este método sustitu

ye las rigidas politicas de operacidon de embalses prevalecientes.

Es importante recalcar que en este trabajo se maximizan los beneficios que re
sultan de la operacién del embalse. Los beneficios netos son funcién de la
generacidn de energia y los dafios producidos por inundaciones, el maximizar
los beneficios puede implicar que se produzcan algunos dafios principalmente
en los meses de caudales altos. El criterio de maximizacién de beneficios no
estd en contraposicidn con el pr0p65it6 principal del proyecto de regqulacién
del rfo Cauca, el control de avenidas, sino que la solucién final viene a ser

un compromiso entre el beneficio de la energfa y los costos de dafos.

El criterio de maximizacidn, de beneficios que se adopte depende de la aversidn

personal al riesgo de quien toma las decisiones.
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En caso de que se quiera dar mayor prioridad al control de avenidas se puede
utilizar otro criterio tal como la minimizacién de los costos de dafios, gene
rando energia solo con las entregas y aln si se quiere no tomando en cuen-

ta el beneficio de la energfa.

Otro criterio aln mds conservador es el de mantener el embalse vacfo durante
los meses criticos ~noviembre, diciembre y enero- y maximizar beneficios . o

minimizar dafios en los nueve meses restantes.

La politica dptima de entregas se puede emplear tanto en estudios tedricos
para disefio de embalses como para la operacidn de sistemas ya construidos o
definidos en cuanto a sus caracterfisticas de operacion como es el caso del
embalse de Salvajina. En ambos casos las dos variables de estado se hallan

disponibles para determinar las entregas antes de que sean hechas.

El uso de la probabilidad de transicién constituye una ventaja. Sin embargo,
requiere el uso de una distribucidn multivariada conocida, o sea, casi obliga
a utilizar la distribucién normal o log-normal, admitiendo que existe la co-
rrelacion serial aunque no se hizo ninguna prueba para determinar su orden.

Debido a que sélo se dispone de 28 valores de caudales mensuales, una mejor
representacidn de la correlacién entre caudales necesitarfa de registros mas
largos y por consiguiente el método adoptado es lo suficientemente bueno para

el embalse de Salvajina.

Durante el tiempo real de la operacién de un embalse no es del todo real es-
tablecer que la entrega para cada mes se define al principio del mes y no se
revisa durante ese lapso. Mas de acuerdo con la realidad es establecer ta dg
cisidn de entregas para perfodos mds cortds tales como una semana o un dfa.
Una versidn diaria del programa serfa 30 veces mayor que 1a version mensual,
la preparacidn de los datos requerird 365 grupos de probabilidades condiciona-
les para describir el regimen de caudal del rfo. Tal procedimiento aunque es

posible, es demasiado costoso debido a flas actuales capacidades de cémputo.
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En relacidn a los datos hldrO]Og!COS la dlscret|2a6|on de cauda]es eh rangos
es una decisidn que, se basa en la economia de cdlé¢ulos. Si los rangoé - dé
caudales se hubleran dupl:Cado con relac:on al nimero adoptadd én el trabajé,
el volumen de cilculos por mes habrla sido 4 veces mayor. Un exémen de 1é§
resultados no indica la nécesidad de mayor nimero de subdnvnsuones n: en 16s
datos hidroldgices ni en los otros intervalos escOgldos como pasos para cam

biar las varnables en los cdlculos.

Convendria efectuar estudios bas3ndose en criterios diferentes al utilizado

en este trabajo.
" Dos criterios se citan a continuacién:

- Minimizar costos de dafios, generando energia sélo con las entregas que
satisfagan el propdsito de control de avenidas y si se quiere no tomando

en cuenta el beneficio de la energfa.

- Mantener el embalse vacio durante los tres meses criticos y maxnmlzar be-

neflcms o minimizar costos de dafios en los restantes nueve meses.

6.2. APLICACION DE LA PROGRAMACION DINAMICA DETERMINISTICA CONTINUA EN LA
OPERACION DEL EMBALSE GUARICO SOBRE EL RI0 GUARICO, VENEZUELA

al Planteo del Problema

El embalse Guirico esta ubicado al Noreste de la poblacién de Calabozo, Dis-
trito Miranda, del Estado.Guérico, y su construccién fue finalizada en,elbaﬁo

1956. Este embalse hace parte de un sistema de dos embalses, los embalses de
Guarico y Camatagua ubicados sobre el mismo rio. E1 embalse de Camatagua es
td destinado al riego de 1200 hectireas y para el abastecimiento de la ciudad
de Caracas. El embalse Guirico cumple con el doble propdsito de abastecimien

to para riego y control de inundacidn.
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Las caracteristicas basicas de la presa y el embalse Gudrico son:

Altura Maxima 30 m

Longitud de Cresta 15000 m

Volumen de Relleno 12.6 x 10°m?®

Area de la Hoya 8000 km?
Capacidad Total 1840 x 10°m?
Area lnundada 23140 hectéareas

El aliviadero estd ubicado sobre el estribo izquierdo de la presa. Sobre su
cresta pasa un puente cuyas bases son pilas que sirven de apoyo a 10 compuer-
tas operadas manual y automdticamente e independientes una de otra. La longi’
tud de vertedero es de 132,50 m, y las compuertas son de 11 m de ancho por

5,40 m - de altura, con una capacidad de descarga total de 4.100 m3/segq.

Las obras de toma consisten en dos torres de concreto sumergidas, unidas a la
presa por un puente en forma de ''Y''. Cada torre estd conectada a un conducto
de 6 m de didmetro y 140 m de longitud, que atraviesa el terraplén y desembo-
ca en un pozo de amortiguamiento. El1 gasto mdximo de disefio de cada una de
las torres es de 72,50 m>/seg para una cota minima de embalse de 110 m. la
altura de la torre-de toma es de 29 m. La red de distribucidn estd formada

por 210.826 km de canales de seccidn trapezoidal, en su mayorfia revestidos.

En el Sistema de Riego Gudrico, la temporada de riego tradicionalmente com-
prende desde el mes de noviembre hasta mediados de mayo. Actualmente existe
la tendencia a comenzarlo antes, a fin de aprovechar las lluvias como comple-

mento del riego.

El principal cultivo sembrado en el sistema ha sido siempre el

arroz. Para la temporada 1972-73 el area de este cultivo ascendid a mis del
| 90% de 1la superficie total regada, reportando un ingreso total de 75 millones
de bolivares aproximadamente, lo que equivale a una produccidn promedio de

3.557,87 Bs/Ha, que ha convertido al sistema en el primer productor de arroz

.
o iy
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del pafs (MOP, 1973). Otros cultivos de la zona son el pasto y los frutales.

Los usuarios del Sistema de Riego Gudrico pueden ser clasificados en: sector

campesino, sector empresarial, sector medianos productores y otros.

Desagregando el 4&rea regada, para cultivos de arroz, por sectores usuarios,

tendriamos para la temporada 1972-73, segln MOP (1973):

Sector campesino : 8036 Ha
Sector empresarial : 8404 Ha
Sector medianos productores: 3174 Ha
Sector otros : 170 Ha
Total 19.784 Ha

Para este sistema se quiere obtener. las descargas mensuales que minimicen el
cuadrado de los déficits con respecto a las demandas de riego mis el cuadrado-
de la diferencia del volumen disponible para control de inundacién con respec
to al volumen deseado. Esta operacidn se hace para cuatro afios de registros

disponibles (1971-1974) y considerando las demandas para riegos correspondien

tes a undarea de 14000 Hectireas.

El perfodo de demandas durante cada afio va de noviembre a marzo y se han esti
mado como (MOP, 1973).

Mes Demanda de Riego

(10°% m?)
Noviembre o 30.75
Diciembre 79.31
Enero 104,39
Febrero 88.20
Marzo 82.55

2 " <



165

Los. volidmenes mensuales necesarios en el embalse para control de inundaciones
se determinaron transitando en el embalse los caudales de disefios, que corres
ponden a un perfodo de retorno de 500 afios, partiendb de un nivel prefijado

en el embalse y teniendo en cuenta que el caudal efluente del embalse debe

ser menor de 400 m3/s.

Los caudales de disefic mensuales Xpypg se determinaron haciendo un andlisis
de frecuencia mensual. Como sélo se tienen 6 afios de registros en la esta-
cidon Los Arrecifes, que corresponde a la eétaci6n de caudales de entrada al
embalse, se hizo una extensidn de los caudales méxfmos mensuales en base a la
estacidon- pluviométrica E1 Sombrero que tiene registrds para el perfodo 1952~
1973. A la distribucidn empirica de los céudales'méximos ménsuafes se le
ajustd uﬁa distribucién Gumbel, y el ajuste fue. chequeado en base a la prueba
de bondad de ‘ajuste Smirnov-Kolmogorov. Los hidrogramas totales correspon-
dientes al caudal de disefio se definieron siguiendo la forma del hidrograma

unitario de la cuenca y considerando'un caudal base de 2.51 m¥/s.

Para-el transito de cada hidrograma de disefio mensual se asumié sélo una com-
puerta abierta con una abertura fija de 5 m, y la informacidn adicional nece-

saria sobre el embalse es:

Curva altura - Capacidad mostrada en la Figura 12
Cota cresta del aliviadero de 112 m

Longitud del aliviadero de 11 m

Caudal efluente inicial de 247.64 m3/s

E1 caudal efluente se calculd con la formula obtenida por Stewart y Pominy
(1961) dada como:

3 3'
X = % /35 cL (W2 - WP

en donde g es la aceleracién de la gravedad, L es la longitud del aliviadero
H; es la altura del agua correspondiente al hidrograma de entrada, H es la

altura del nivel inicial en el embalse, y C es un coeficiente definido como:

T ‘ &
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Figura 12.- Curva de Elevacion - Arec - Capacidades

C = 0.720909 - 0.10909 “%T’
en donde d es la apertura de la compuerta.Esta ecuacidn da el caudal efluen

te en piea/s.

Partiendo de un nivel de embalse arbitrario, por tanteos se determind dénde
debia encontrarse el nivel de embalse para controlar la avenida correspondien
te a cada mes. Se obtuvieron de esta manera doce niveles de embalse que ase-
guran para cada mes el control de la avenida mensual con un per?gdo de retor-
no de 500 afios. Estos niveles con sus correspondientes valores de almacena-

miento se muestran en la Tabla 54,
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Tabla 54. Almacenamientos necesarios para control de inundaciones

)

Mes h (m) s x 10%m®
Enero : 110.07 ' .565309 x 10°
Febrero " 110.07 .565309 x 10°
Marzo - 110.07 .565309 x 10°
Abril 110.07 .565309 x 10°
Mayo 110.07 .565309 x 10°
Junio 108.988 .439953 x 10°
Julio 108.878 , 427286 x 109

| Agosto : 108.726 415567 x 10°
Septiembre ’ 109.189 . 463238 x 10°
Octubre 109.97 ‘ .553722 x 10°
Noviembre 110.07 ~ .565309 x 10°
Diciembre  110.07 .565309 x 10°

Como se anotd anteriormente se quiere determinar la operécién Sptima del em-
balse durante el perfodo 1971-1974. Las entradas al embalse durante un mes
~incluyen los aportes al embalse pof el rio Gudrico mds los volimenes perdidos
o ganados en el embalse por la evaporacidn y'por la lluvia directa sobre la
superficie del lago' del embalse. Para el cdlculo de la precipitécién --evapo
. racién se utilizé la estacién pluvio-evaporimétrica La Misién la cual se con
sidera representativa para el vaso del embalse, y las pérdidas estarfian dadas
para-cada mes como: ’
(Lt, - E.) x 1073

P, = t ¢t A

30 x 86400

t

en ‘donde LLt es la lluvia mensual en mm durante el mes t, Et es la evapora- -
cién en el lago en mm, durante el mes t y que se obtiene a partir de la evapo

racidén en la tina como:
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en donde ETt es la evaporacidn en la tina durante el mes t en mm, -y At es

2

el drea media en el embalse durante el mes t en m® que es funcidn del almace-

namiento medio en el embalse durante ese mes y que se obtiene de la curva 3rea

capacidad.

Los aportes mensuales al embalse son entonces corregidos con estas pérdidas y

serfan:

y en donde Pt puede ser negativo si Et > LLt y el valor de a, seria negativo

cuando los aportes del rio q, sean inferiores alas pérdidas Pt'
bl Solucidn del Problema

Se quiere entonces definir la operacién del sistema que:

Min {
t

(x -V )%

2 N .
e " Dt) + E (s

[ e o

sujeto a las restricciones fisicas del sistema y a la ecuacidn de continuidad.
En donde D, es la demanda de riego durante el mes t, X, es la cantidad de

agua entregada por el embalse durante el mes t, S es la cantidad de agqua

t-1

almacenada en el embalse al final del mes t y V es el almacenamiento desea

t-1
do en el embalse para control de inundaciones al final del mes t-1. Como se
puede observar se estd usando la nomenclatura del algoritmo de programacién

dindmica hacia adelante en donde St—1 indican almacenamientos al final del mes

es decir, siguiendo 1la nomenclatura resefiada en la Figura 2.

E1 problema de optimizacién general puede entonces escribirse como: . -
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N N
Min {Z (x -D)%+ % (s ., -v )%}
=1 ¢ t (=1 £-1 t-1
sujeto a:
St_1 = St + C xt Wt
Xt 2 0

y en donde 9y los aportes al embalse durante el mes t se consideran conocidos °

e incluyen ademds de los aportes del rio Guirico, los aportes por precipitacién:
directa al lago durante el mes t y las pérdidas por evaporaci&ridirante: ese:

mes.

S o

Este problema de operacién va a ser solucionado en forma detérmangﬁfdéiﬂ§§ﬁ*
do los registros de aportes mensuales al embalsé duranhte el periods 1971=1974
y asumiendo que al inicio del primer mes el embalse tiene un almacénamiente de
388,022 x 10°m® que corresponde al nivel normal de las aguas. Los aportes

al embalse para el periodo 1971-1974 se presentan en la Tabla 5k.

El problema es entonces solucionado usando el algoritmo de programacién dind=.

mica hacia adelante y mediante la forma de calculo de la programacién dinami=

ca. La funcidn recursiva para la primera etapa viene dada como:
f1(S1) = Min {(X1- D1)? + (So - Vo)?}

sujeto a: - # ' o g

S¢ = S1+ q1 - X1

f1(s1) = Min {(Xy - D1)? + (Si + q1 - Wg ~ We) 2}
X1 ’
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Tabla 5k4. Entradas de agua al embalse Gudrico.

Afio Mes Lluvia Evapora. Pt 9 9 Pt 9 - Pt
‘ {mm) (mm) (m3/s) (m3/s) (m3/s) (10%x m2)
1971 Enero . 1.5 148.47 -3.54 24.98 2144 57.42
Febrero .0 . 163.03 -4.35 11.47 7.12 17.22
Marzo .0 185.99 -4 48 8.03 3.55 9.51
Abril - 160.8 161.84 -0.03 8.29 8.26 22.12
Mayo - 1544 114,38 0.96 39.87 40.83 109.36
Junio 119.5 113.12 0.16 - 24.45 24,61 63.79
Julio 173.3 117.18 1.35 23.19 24 .54 65.73
Agosto 274.1 112.56 3.89 26.77 30.66 82.12
Septie. 123.4 115.5 0.20 75.59 75.79 196.45
" Octubre 77.4 115.43 -0.92 23.51 . 22.59 60.51
_ Noviem. 34.5 127.96 -2.33 8.34 6.01 15.58
Diciem, .2 147.49 -3.55 7.h4 " 3.89 10.42 -
1972 Enero 10.5 149,38 . -3.34 5.57 2.23 5.97
' " Febrero’ 0 153.09 °~ -4,08 4,69 0.61 1.48
Marzo 4.2 196.58 -4,63 2.81 -1.82 -5.87 .
Abril 99.4 194,46 -2.37 3.32 0.95 z.48
Mayo 75.8 152.25 -1.84 7.40 5.56 14..89
Junio 61.7 145,81 -2.09 19.08 16.99 L& 04
Jutio 114.8 136.78 -0.53 11.64 1.1 . 29.76
Agosto 194.5 146.79 .+ 1.15 22.45 23.6 - 63.21 °
Septiem. 120.5 121.31 -0.02 47.22 47.2 122,34
Octubre - 49,2 132.09 -2.0 36.94 34,94 - 93.58
Noviemb. 45.9 137.55 -2.28 27.12 24,84 64.39
Diciemb. 9.6 178.01 -4.06 18,88 14.82 39.69
1973 Enero 0 207.41 -4.99 12.62 7.63 2044
Febrero 0 195.79 -5.22 12.81 7.59 " 18.36
Marzo 1.5 226.59 -5.42 14.91 9.49 25 .42
Abril 177.2 212.03 -0.87 15.65 14,78 - 38.31
Hayo 7h.2 203.42 -3.11 16.48 ~ 13.37 . 35.81
Junio 136.8 167.13 -0.008 5.49 5.48 1420
Julio 123.5 135.59 -0.29 3.15 2.86 7.66 -
Agostd 265.2 117.88 3.55 4.49 8.06 - - 21.53.
Septiem. 252.2 113.68 3.45 29.01 . 32.h6 84,14
Octubre 155.7 110.53 1.09 50.25 51,34 137.51
Noviemb. ~ 136.1 118.37 0.44. 5.97 6.41 16561
Diciemb. 0.8 145.67 -3.49 1. 48 - -2,0v .., 5.38%8
1974 Enero 0.4 169.82 -5.08- - 5.97 1. 89;' 5,06
Febrero 0 205.52 5,48 32,62 7.1k B ¥ Av¥
Marzo 0 231.91 -5.58 12,81 7.23 - 19.36 .
Bbrit 0 . 206.29 ~5.13 1 9.78 2619
Mayo 106.2 179.83 -1.77 15.65 ©13.88 . 37.18:
Junio 69.2 191.8 -3.05 16.48 13.48- . 3481
Julio 196.9 138.11 1.2 5.49 6.91 . 18.5t
Agosto  236.9 119.91 2.82 3.15 5.97 15.99
Septiemb. 169.0 9415 . 1.86 4,49 6.35 16,46
Octubre -  63.3 115,43 -1.26 20.01 27.75 74.33
Noviemb. .  26.0 125.86 -2.46 50.25°  47.77 123.82
Diciemb. 0.8 162.9 -3.98 5.97 . 199 5.33
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el valor de X; que minimiza f1(S:) se obtiene derivando parcialmente esta ex-

presidén con respecto a X1 e igualando a cero el resultado, es decir:

DS L s = 0 200mD0) - 2051+ @ Xam V) = 0

" lo cual da como resultado:

Xy =

, ,
7 (S + q1 + D1 + Vo)

y reemplazando este resultado en la ecuacidn recursiva anterior puede escri*

birse que:

] —

f1(S1) = (Sy + q1 - Dy - Vo)?

.El problema a ser resuelto en la segunda etapa puede escribirse como:

£2(52) = Min Xo= D2)% (S1- V)2 + f1(51)}

X2
sujeto a:
S1 = Sz +q2 - X2
de donde:
F2(S2) = Min{(X2=D2)% + (S1- V1)% + £1(S2 + q2 - X2)}
X2
oAsea:
£2(S2) = Min {(X2-D2)% + (S1-V1)? + %- (S + q2 = Xo+ qi- Di- Vo)?}

X2

el valor de X» que minimiza f2(S2) se obtiene derivando parcialmente ésta ex-

. presidn con respecto a X, e igualando a cero el resultado, es decir:
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ﬂ§>(<§'—2)= £'S2) = 05 2(X2-D) - 2(Sz+ q2-X2-V1)-(Sa+qa-Xo+q1-D-

- Vo) = 0
lo cual darfia:
Xo = 0.2 (352 + 3g2 + 2Dy + q1 - Dy - 2V; - Vo)

y reemplazando esto en la funcidn recursiva anterior darfa:

f2(S2) = (0.6S, + 0.6g2 - 0.6Dy + 0.2q; - 0.2Dy- 0.4V,-0.2V,) +

(0.4S, + 0.4qy - 0.4D, + 0.2q; + 0.2D;"~ 0.6V + 0.2Vo)*+ 0.5(0.4So+

0.4qs - 0.4Dy + 0.8q; - 0.8D; + 0.4V; - 0.8V,)?
El problema a ser resuelto en la tercera etapa serfa:

f3(Ss) = min [(X3- D3)2 + (Sz- V2)2 + f5(S,)]
Ds
S2 = S3 + q3 - X3

y el valor Sptimo de X3 se obtiene como:
fy (S3) =0

2@2;‘ {(X3-D3)% + (S5 + q3 -X3 ~V2)? + (0.6S3 + 0.6X3 + 0.6qz -

0.6D, +-0.2q; - 0.201

0.4V1 - 0.2Vo)2 + (0.4S5 + 0.hqs - 0.4Xs +

+

0.hqy - 0.4D5 - 0.2q; + 0.2D;, = D.6V; + 0.2Ve)2 + 0.5(0.4Ss+ 0.kqs-

Q.AX3 + O.qu - 5.“02

+

0.8q1 - 0.801 + O‘AVI- 0.8V0)2} =0
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2(Xs- Ds) - 2(S5 + q3 - X3 - Vz) - 1.2(0.655 + 0.6q5 - 0.6Xs +
0.6q2 - 0.6D, + 0.2q; - o.zoll- 0.4V; - 0.2Vy) - 0.8 (0.4S; +
o.hqa_-Ao.hxa + 0.bgy - 0.4D2 - 0.2q; + 0.2D; -~ 0.6V + 0.2V,) -
O:h(O.h53 + 0.hqs - 0.4Xx; + O.hqz‘— 0.4D, +-6.8q1 - 0.8D; + 0.h4v;-

_o.évo) -0

2X3 - 2D3 = 253 - 2q3 + 2X3 + 2Vp -~ 0.72S3 - 0.72q3 + 0.72X3 -

0.72‘q2 + 0.72D, - O.Zl{ql + 0.2L§Dl + O..l{8V1 + O.ZLIVQ 0.3253 -

0.32q3 + 0.32X3 - 0.32q2 + 0.32D, + 0.16q; - 0.16D; + 0.48v, -

0.16Vy - 0.16S3 - 0.16qs + 0.16X3 - 0.16q> + 0.16D> - 0.32q; +

0.32D; - 0.16V;

+
[
o

0.32Vo =

5.2X3 - 2D3 - 3.2S3 - 3.2q3 + 2Vy - 1.2q2 + 1.2D2 - 0.4qy +
0.4D) + 0.8V, + 0.4V = 0

de donde:
X3 = 0.385D3 + 0.61553 + 0.615q3 - 0.385V> + 0.231q, - 0.231D,+
0.077q1 - 0.077D; - 0.154y; - 0.077V,

y reemplazando este valor 6ptimo de X3 en la ecuacidn recursiva anterior para

f1(S3) darfa:
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f3($3) = (061553 "0.61503 + 0.615q3 - 0385V2 + 0.231q2 - 0.231‘024'

0.077q1 - 0.077D, - 0.154V; - 0.077Vo)? + (0.385S; + 0.385q; -

Q.

615V, - 0.385D3 + 0.231g2 + 0.231D; - 0.077q1 + 0.077D; + 0.154Vy+

0.077Vo)? + (0.231S3 + 0.231qs + 0.467q, - 0.461D, + 0.154kq;, -

0.154D; - 0.30SV; - o.1shv° - 0.231D3 + 0.231V,)2 + (0.1545; +
0.154q; + 0.308q, - 0.308D, - 0.231q; + 0.231D; - 0.53891 + 0.231V,-
0.154D; + 0{15hv2)2 + 0.5(0.15453 + oﬁlsqu + 0.308q2 - 0.308D, +
0.769q1 - 0.769D1 + 0.462V; - 0.769Vq - 0.154D3 + 0.154V,)?

El problema a ser resuelto en la cuarta etapa puede escribirse como:

fu(Sy) = Min {(Xy -Dy)? + (S3- V3)2 + £3(S3)}
Xy

sujeto a:
S3 = Sy + qu - Xy
o sea:

Fu(Sy) = Min {(X4-Dy)? + (Su+ as = Xu= V3)% + f3(Su+ qu- Xu)}
. X N : :

y el valor de Xy que minimiza fq(S“) se obtiene de la siguiente forma:

9 fu(Sy)

o9 Xe = fl(s“).= 0

"0 sea:



2Xy - 2Dy

0.756D3

0.189v; +
0.296D; +
0.107qy +
0.142v, +
0.047q3 -
0.047D3 -
0.047q, +

0.024y, =

254 - 2qu

.756q3
.095Vy
.178q2
107Xy
.07V,
.095q2
.047V,

.047D,

5.23Xy - 2Dy - 3.23S,4

0.461D, - 0.154q; + 0.

de donde se obtiene que:
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+ 2Xy, + 2V3 - 0.

474y, - 0.
.29684 - 0.
.059q1 - 0.
.107qs - O.
.107D;5 - 0.
.095D; + 0.
.024s, - 0.
.118q; + 0.
= 3.23qut:
154D; + 0.

284q,
296qu
059D,
213q2
107V2
071q1
02hqu

118D,

2V3 +

3070,

7505, -0.756qy + 0.756Xy +

+ 0.284D, - 0.095q; + 0.095D; +
+ 0.296Xy - 0.296q3 + 0.474v, +
- 0.119V; - 0.059Vy - 0.107Sy -
+ 0.213D, - 0.071q; + 0.071D; +
- 0.047Sy - 0.047qu + 0.047Xy -
+ 0.071D; - 0.166V, - 0.071Vo +
+ 0.024Xy - 0.024X3 - 0.02k4qz -

- 0.071V; + 0.118V, + 0.024D; -

1.23D3 + 0.77V, - 0.461q, +

+

0.307V; + 0.154vy - 1.23q3= 0

Xy = 0;38Zbu + 0.618S4 + 0.382qy - 6.382V3 - 0.235D3 + 0.235q; -

0.147v, + 0.088q, - 0.088D, + 0,029q; ~ 0,029D; - 0.059V; - 0.029V,

y reemplazando este valor en la funcidn recursiva anterior se puede escribir

que:

fu (S4) = (0.6185, - 0.618D, + 0.618qy - 0.382V; - 0.235D3+ 0.235q3-

0.1h7V2 + 0.088qZ"' 0.08802 + 0.029q; - O.OZQDI

0.059V,~ 0.029V,)%+

(0.3825, + 0.382qs - 0.382D,~ 0.618V; + 0.235D; - 0.235qs + 0.147V, -

0.088q, + 0.088D, + 0.029q; + 0.029D,+ 0.059V; + 0.029Vy)?2 +

(6.235S4 + 0.235qy - 0:235D, + 0.235V3; - 0.47D; + 0.47q3 - 0.475v, +

0.177q, - 0.177D, + 0.059q; - 0.059D; - 0.118V; - 0.059V¢)% (0.1475,+



0

0

C1h7qy
.265D;
.088qu
hp,
.059q,
.294D,
.059qy

.294D;

+

0

0.

REYHN
.088q,
. 088D,
LY
.059Dy
.235q1

.059D4

294D,

+

+

+

0

0

CTh7V,
.088D;
.088v3
147D,
.059V3
L2310,
.059V3

.235q,
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+

(0.059S, + 0.059qy - 0.059Dy+

0.29Liq1 - 0.29LFD1 + 0.765q1 -

-29505

177V
.177D3
.294v,
. 118D
.529v,
.118D3
.231D,
. 059V

. 765D,

‘De la misma manefa se obtuvieron los valores de

X12 para las demds etapas y estos resultados se

.529V,
.118D4

L71v

-295qs -
.088V,)?
177q3 +
J1h7ve) 2
.118q3s +.
.235V,)?

.118q3 +

+

+

1

XG’ X7)

o

.672V, - 0.265q, +
+ (0.088s, +
0.197V2 + 0.4h41qo-
+ (0.059Su +
0.131V2 + 0.29%kq2-
+ 0.5 (0.059S5, +
0.131V+ 0.29%4q, -
0.235Ve)% + 0.5
0.118qs + 0.131V,+

0.765V,)?

Xe, X10, X11, Y

a continuacidn:

Xs = 0.382Ds + 0.618Ss + 0.618qs - 0.382v, ~ 0.236Dy + 0.236qy -

0.14755 - 0.09D; + 0.09qs - 0.056V, + 0.03kq, - 0.034D, + 0.011q; -

0.011D, - 0.022V; - 0.011V,

Xeg = 0.38205 + 0.61856 + 0.618(]6 - 0.382V5 - 0.236D5 + 0.236Q5 -

0.146Vy - 0.09Dy, + 0.09qs - 0.056V3; -~ 0.034D3 + 0.034qs - 0.022V, +

0.013g2> - 0.013D,. - 0.009v,; + 0.00qu- 0.004D, - 0.004v,

X7 = 0.38207 + 0.61857 + 0.61BQ7 - 0'382\/6 "-0.236D6 + 0-236QG -

0.146Vs ~ 0.09Ds + 0.09gs - 0.56V, - 0.34D, + 0.034q, - 0.022V,; +

0.013q3 - 0.013D; - 0.008V, + 0.005q, - -0.005D; - 0.003Vi+ 0.002q; -

0.022D; - 0.002V,
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Xg = 0.38208 + 0.61858 + 0.618q3 - 0.382V7 - 0.23607 + 0.236q7 -
0.146Ve - 0.09D¢ + 0.09q¢ - 0.056Vs - 0.034Ds + 0.034qs - 0.021V, -
0.013D, + 0.013qy - 0.008V3 - 0.005D; + 0.005q; - 0.003V,- 0.002Dy+

0.002q, ~ 0.0006D; + 0.0006qg; - 0.001V, - 0.006V,

Xo = 0.382Dg + 0.61855 + 0.618qs - 0.382Ve - 0.236Dg + 0.236qes -
0.146V; - 0.09D; + 0.09q7 - 0.056Vs - 0.034Ds + 0.03kqe - 0.021Vs -
0.013Ds + 0.013qs - 0.008V, - 0.005D, + 0.005qs - 0.003V3-0.002D; +
0.002q3 - 0.001V, - 0.0007D, + 0.0007qs - 0.0005V, - 0.0002D; +

0.0002q1 - 0.0002v,

X10= 0.382D15+ 0.618S10+ 0.618qye - 0.382Vs - 0.236Ds + 0.236qs -
0.146Vs - 0.09Dg + 0.09qs - 0.056V; - 0.034D, + 0.03kq, - 0.021Ve -
0.013D + 0.013qs - 0.008Vs - 0.005Ds + 0.005gs - 0.003Vy -0.002D4+
o.oofqu - 0.001V5 - 0.0007Ds+ 0.0007qs - 0.0004V,-0.0003D,+0.0003qs -

0.0002V; - 0.00009D; + 0.00009q; - 0.00009V,

X1 = 0.382Dy + 0;618$n + 0.618qy - 0.382Vy - 0.236010; 0.236qy0 -
0.146Vg - 0.09Ds + 0.09qs - 0.056Vs - 0.034Dg + 0.03kge- 0.021V; -
0.013D; + 0.013q7 - 0.008Vg - 0.005D¢ + 0.005q¢ - 0.003Vs-0. 002Ds+
0.002gs - 0.001V, - 0.0007D, + 0.0007qy - 0.0004V; - 0.0003D; +
0.0003q3; - 0.0002V, - 0.0001D, + 0.0001q, - 0.00007V, - 0.00004D; +

-0.0000kq; - 0.00003V,
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(.3

X12= 0.61851,+ 0.618q12+ 0.382D1,~ 0.382Vy; - 0.236Dy + 0.236qy -
0.146Vio - 0.09D10+ 0.09q10 - 0.056Vs - 0.034Dg + 0.03k4qy - 0.021Vg -
0.013Dg + 0.013qs - 0.008V; - 0.005D; + 0.005q7 - 0.003Ve-0.002D¢ +
0.002q¢ - 0.001Vs - 0.0007Ds + 0.0007qs - 0.0005V, - d.OOO3Du +
0.0003q, - 0.0002V, - 0.0001D3 + 0.0001q; - 0.00007V, - 0.00004D, +

0.00004q, -~ 0.00003V; .+ 0.00001D; + 0.00001q; - 0.00002V,

Al observar las ecuaciones anteriores se pudo determinar que para un mes cual

quiera t, los coeficientes de todas las variables pqdrfan ser descritas en

funcidn del coeficiente de la variable de almacenamiento C(t). De este modo

bastarfa con encontrar la ley de variacién de este coeficiente para todos los

meses y su relacién con los otros coeficientes. De esta manera se puede es- *

cribir que:

2 + 2¢(t-1)
L + 2¢(t-1)

c(t) =

y esta férmula es vdlida para el caso en que C(0) = 0.

Se pudo observar que este coeficiente varfa desde t = 1 hasta t = 12 a par-

tir del cual permanece constante.

Por otro lado se determinaron las siguientes propiedadeé entre los coeficien

tes de las variables:'
1. C(t) = ¢ (¢t
(t) q( )

donde Cq es el coeficiente de las entradas de agua al embalse.

2. cylt) = - (t-1) =c1-c(t)  pars t=1
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en donde CD(t) es el coeficiente de la demanda de riego en el mes t vy Cv(t)

es el coeficiente de almacenamiento para control de avenidas en el mes t.

3. —cD(t) = Cq(i) " para todo t # i
Para t # i desde t = i=1 hasta t =i = 11
- Cb(t-1) = Cq(t—l) =2 C(t)-1

- ¢ (e-1) = 2-3 c(t)

- CD(t-Z) = Cq(t-1) - ¢y (t-2)

- Cpyl-2) = Cq(t-1) = 5C(t)-3

De una manera similar se obtuvo:

- Cy(e-3) =(2-3¢c(t)-(5C(t)-3) = 5-8C(t)
- (E3)=C (£-3)= (50 (1)) - (5-8¢ (1)) =13¢(¢) -8
e ~(5-8C(t))-(13¢(2)-8) = 13-21c(¢)

- CD(t-4)=cq(t—h)=(13C(t)-8)-(13-21c(t) = 35C(t)-21

- Cy(t-5)  =(13-216(1) - (34C (1) -21) = 34-55(t)
- Cple-5)=C_(t-5)=(3hC(t)-21)-(34-55C(t)) = 89(¢t)-55
- ¢ (t-6) =(34-55C(t))-(89C(t)-55) = 89-1h4kC(t)

- *CD(t—6)=cq(t—6)=(89c(t)-55)-(89—14h6(t)) = 233(t)-14k4

- o (t=7)  =(89-Thhc(e)- (233C(c)-1hh) = 233-377C(¢)

cb(t¥7)=cq(t—7)%(233c(t)—1Au)—(233—377c(t)) - 610C(t)-377
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- Cv(t-8) =(233-377¢(t))-610C(t)-377) = 610-987C(t)

- CD(tf8)=Cq(t-8)=(610C(t)-377)“(610-987C(t))=1597C(t)‘987
- gy (t-9) - (610-387C (¢))- (1597¢ (£)-987) =1597-2584c )

- CD(t-9)=Cq(t;9)=(1597C(t)-987)-(1597-258bc(t)) =4181C(t)~2584

- Cv(t;10) :(1597-258&c(t)-(u181c(t)-2584) =4181-6765C (t)

- cD(t—10)=gq(t-1@=(4181c(t)—2584)-(u181-6765c(t) =10946 (t)-5765

- ¢, (e-11) =(4181-6765C(t))-(10946C(t)-6765) =10946-17711C(t)

- CD(t—11)=Cq(t-11)=(1O9A6C(t)-6765)—(10946-17711C(t)) =28657C(t)-17711

- C (t-12) =(10946-17711¢C(t))-(28657¢(t)-17711) =28657-46368C(t)

)

A partir de aqui, los coeficientes se hacen igual a cero lo que indica que en

la determi

nacién de la descarga Sptima de un mes, la incidencia de los meses

siguientes llega hasta los 12 meses .siguientes, o sea que el modelo tiene me-

moria de 1 afo.

De esta forma podemos generar la ecuacién general para cualquier mes t, que

viene dada por:

con t21

X(£)=C(t)s(t)+c(t)qt)+(1-c( )-[1-c(t)Jv(t-1)-[2¢(£)-1]D(t-1)+
[2C(t)-1]q(t-1)-[2-3C(t]]V(t-2) Bc ﬂo(bq)+Bchﬁ-ﬂq(pa))-
[5 8c( JJv(t-3)-[13c(t)-8]p(t-3)+[13¢(t)-8]q(t-3)-[13-21¢(t)]
b)-[34c(t)-27]D(t-1) +[34c )-21]q(t-4)-[34-55¢(t)] v(¢-5) -
[89c(t)—5sjo(t—5)+[89c )-55]q(t-5)-[89-14kc(t)]v(t-6)- [233¢(t) -
144]D(c-6)+[233C (t) -144] q(£-6) - [233-377¢ (£)] v (t-7)- [160c(t)-377]
D(t-7)+[610C(t)-377]q(t~7)-[610-987¢(t)]v(t-8)-[1597¢ (t)-987] D(£-8)+
[t-8)+]1597C(t)-987 [q(t-8) -] 1597-258kc (t) [V (i 9)-]14181C(t)-2584]
D(t-9)+[4181cC(¢t 2584]q t-9)-[4181-6765¢C (t) ]v(t 10)-[T0946C (t) -6765]
D(t-10)+[10946C (t)-6765]q(t-10)-[10946- 17711¢(e)]p(t-11 +[28657c(t)
17711]q(t-11) - [28657-46368¢ (¢ ]v t-12)
para Dy q y t20 para V.

»)
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Aplicando esta ecuatidn general se obtienen las descargas 6ptimas correspon-
" dientes a los cuatro afos de registros las cuales se presentan en la Tabla

55. -

Comentarios Finales sobre Los Resultados

Analizando los resultados de la operacidn Sptima del embalse Gudrico durante

el perfodo 1971-1974 se pueden hacer los siguientes comentarios.

Observe que el considerar en la funcidén objetivo la minimizacién de cua-

drado de las desviaciones del almacenamiento en el mes t con respecto al

-almacenamiento deseado, la solucién final va a tratar de estar alrededor

de estos almacenamientos deseados. El modelo de optimizacidn tenderd en-
tonces a mantener un determinado nivel en el embalse y posiblemente en de
terimiento del otro uso que en este caso es riego. Se debe entonces tra-
tar ‘de modificar esta funcidn objetivo para obtener resultados mas | de

acuerdo con lo buscado.

El modelo de optimizacidn 1ogra mejores resultados cuando. la demanda de

agua para riego es diferente de cero.

E! registro disponible de aportes al embalse de 1971 a 1974 corresponde a
una época de extrema sequia en la zona y es por esto que para algunos me-
ses los aportes totales al embalse son negativos. Esto puede resultar en
que para algunos meses las descargas Sptimas sean negativas en cuyo caso
se tomaron iguales a cero.

El modelo de optimizaciéﬁ usado acd es completamente deterministico, o]
sea, no tuvo en cuenta el cardcter probabilistico de los aportes hidrolé~
gicos. Podrfa llegar a considerarse un modelo estocdstico usando una dis
tribucidén probabilistica para los aportes al sistema y determinando las

distribuciones de las entregasvéptimas y de los almacenamientos 6ptimos.
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Tabla 55.’ Descargaé Optimas para el perfodo 1971-1974,

a

Ao Mes Descarga Afo Mes Descarga Mes Descarga
1974 Dic. 0.343214x10°® Feb. 0.116190x10° Mayo 0.654766x10°
’ Nov. 0.0 Ene. 0.113943x10° Abr. 0.711054x10°
~ Oct. 0.0 1972 Dic. 0.846181x10°8 Mar. 0.125722x10°
Sept. 0.0 Nov. 0.459911x10° Feb. . 0.181651x10°
' Agos. 0.0 Oct. 0.677287x107 Ene. 0.167668x10°
Jul. 0.0 Sept. 0.0 ‘
“Jun. . 0.0 ) Agos. 0.0
May. 0.217774x10° Jut. 0.0
CAbr.  0.539076x10° Jun, 0.0
Mar.  0.113756x10° May. 0.106339x10°®
Feb.  0.102898x10° Abr. 0.369502x10°
Ene.  0.838193x10°8 Mar. 0.977590x10°
1973 Dic. - 0.229253x10°8 Feb. 0.960980x10°
Nov. 0.0 Ene. 0.952061x10% -
' oct. 0.0 1971 Dic. 0.629704x10°
- Sep. 0.0 Nov. 0.290642x10°
Ago. 0.0 Oct. 0.264213x10°
Jul. 0.0 Sep. 0.511939x10°8
“Jun. 0.0 Ago. 0.100355x108
May. 0.209162x10° Jul. 0.117708x10°8
Abr.  0.605476x10° Jun. 0.159647x107
Mar. 0.122419x10° Jun. 0.159647x10°8
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5. La respuesta del modelo &s. que se pueden regar 14000 hectireas dejando
‘como almacenamientos pafa el control de avenidas lo siguiente,

S 0.388022 x 10%m?

MAX

S 0.845081 x 10%m®

MIN

6. El hecho de que el almacenamiento inicial en el embalse es arbitrario lle
va a que los resultados varfan de acuerdo con é1, por lo que -habifa que
tantear con distintos almacenamientos iniciales y no asumirlo fijo tal co

mo se hizo en éeste caso.

7. En el cdlculo de la evaporacién en el embalse se asumié un almacenamiento
medio para todos los meses igual al almacenamiento medio del ‘embalse. En
realidad la solucién en este caso debe hacerse de una forma iterativa -tal

como se discutid en la seccidén 2.4,
VII. PROBLEMAS

1. En un embalse se quiere mantener un volumen constante de 10 x 10%h34y una
' descarga constante de 15 x 10°m® por perfodo. La-capacidad total del em-
balse es de 15 x 10°m> y los flujos de entrada durante tres perfodos con

3 respectivamente. Se quiere

secutivos son de 15, 20 vy 10 millones de m
~definir cuil es la operaciéh del embalse durante esos tres perfodos de
tiempo, de tal forma que se minimice el cuadrado de las desviacionés con
respecto al volumen y a la descarga deseada, .
2. Un embalse tiene una capacidad Gtil de 100 X 10 m® de agua, y en cualquier
momento 'la cantidad de agua almacenada puede ser de 0, 50. & 100 millones
de m®. El agua es derivada de} embalse para satisfacer una cierta demén-

da,que para los préximos 5 periodos de tiempo estd dada como:
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Periodo de Demanda
Tiempo (10%m?)
1 50
2 100
3 150
L 100
5 50

No es deseable descargar agua por el aliviadero sino s6lo en caso de emergen
cia. Los parametros de las aportaciones del rio al embalse durante los préxi

mos 5 perfodos son los siguientes:

Periodo de Aportaciones
Tiempo , . (103m?®)
i _ 50
2 100
3 100
b 50
5 50

Al principio del primer perfodo el embalse estd lleno y en la operacidn no se
puede pasar el embalse de lleno a vacio o viceversa. Se quiere definir la

operacion 6ptima'del embalse que minimice los déficits durante los 5 periodos

de tiempo.
3. Un embalse tiene una capacidad Gtil de 6 unidades de agua y en cualquier
momento la cantidad de agua almacenada puede ser 0, 2, 4, 6 6 unidades.

El agda disponible en el embalse puede ser vendida con los siguientes be-

neficios:
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Agua Entregada Beneficio Obtenido
0 0
2 4000
b 7000
6 -5500

La capacidad de entrega del embalse es de 6 unidades por mes. - El agua

descargada por el aliviadero por encima de 4 unidades produce dafios aguas
abajo del embalse y esta situacidén debe tratar de evitarse bajo cualquier
circunstancia. Los aportes al embalse durante los préximos cuatro perio-

dos de tiempo son los siguientes:

Periodo Aportes al Embalse

EowN
N O NF

Al principio del primer perfodo se tiene en el embalse un almacenamiento
igual a 2 unidades y al final del Gltimo periodo se quiere tener en el
embalse un volumen igual a 4 unidades. Se quiere definir la operacién

del embalse durante estos cuatro periodos de tiempo de tal forma que se

maximicen los beneficios.

Resolver el problema anterior si no se tiene ninguna restriccidn con res
pecto al volumen almacenado al final del {ltimo periodo. Se quiere en-
tonces definir la operacidn del embalse durante los cuatro perfiodos de

tiempo que maximice los beneficios por venta de agua.

Resolver el problema 3 si no se tiene ninguna condicién con respecto al

volumen inicial en el primer periodo y con respecto al voiumen final en
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I

el Gitimo perfodo. Se quiere entonces definir la trayectoria de almace- &
namientos en los cuatro periodos de tiempo que maximice los beneficios

por venta de agua.

Se tiene un embalse con una capacidad total de 1400 x 10%m? y con las si-

guientes caracteristicas:

Volumen almacenamiento Maximo = 1580 X 106m3

Volumen almacenamiento Mfaimo = 180 x 10°m?

Descargas Minimas Permitidas = 15.0 m3/s

Evaporacidn en el embalse = 83 mm/mes.

Cabeza hidraulica mixima = 261.2 m.

Cabeza hidrdulica minima = 247.00 m.

Eficiencia de la turbina = 88% -
Factor de carga de la turbina = 100%

Pérdidas hidraulicas del sistema = 5.0 m. .v
Altura de la turbina sobre el ni '

vel del mar. = 337.0 m.

La elevacién media del agua por encima del nivel del mar puede ser deter-
minado como funcién del almacenamiento medio en el embalse por medio de

la siguiente ecuacién polinomial:

H, = 580.82 + 1.9267 x 10-*§ -8.235 x 107° §i + 1.8893 x 10~° §z

La demanda por energia y los aportes al embalse durante los préximos cua-

tro meses estdn dadas por:
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Mes Demanda Aportes al Embalse
(eqv. MW) . ‘ (10° m®).
1 _ 200 1000
2 300 800
3 400 600
4 200 200

Si se asume que el embalse al principio del primer mes tiene un almace~-
namiento igual a 600 x 10°m®, determine la operacidn del embalse que mi-

nimice el cuadrado de los déficits durante los cuatro meses.

Se tiene un embalse cuyas caracteristicas fisicas se describen a conti-

nuacidén:

Volumen de almacenamiento mdximo = 180.0 x 10°m® ,
Volumen de almacenamiento minimo = 20.0 * 10°m°

Descargas minimas permitidas = 6.0 m*/s

Cabeza hidriulica méxima ' = 755.4

Cabeza hidriulica minima = 729.8

Eficiencia de la turbina = 88%

Factor de carga de la turbina = 100%

Pérd}das hidrdulicas del sisfema = 30.0 m

Altura de la turbina sobre el ni

vel del mar. = " 90.7

La elevacién media del agua por encima del nivel del mar puede ser deter-
minada por medio de la siguiente ecuacidén que relaciona esa elevacidn con

el volumen medio almacenado durante el periodo de tiempo respectivo,

H, = 806.14 + 9.1297 x 107} §_ - 1.1452 x 1072 §§ + 6.646 x

5
t

b

- 1.3575 x 107’ §t

10°° §
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La evaporacidn en el sistema durante un mes es funcién del espejo de agua

G

medio durante ese mes y se puede escribir como:

e, = 0.035 At
en donde eé es la evaporacidén durante el mes t y At es el area del espejo
medio de agua durante el mes t. El &rea del espejo medio de agua es a su
vez funcién de la altura media del agua en el embalse sobre el nivel del
mar y se puede calcular por la ecuacidn:

A, = -3.546 x 107% + 4.35 x 107" H,
en donde At ésté dada en kildmetros cuadrados. ]

La demanda por energfa y los aportes al embalse durante los préximos tres

meses .dados por:

Mes Demanda Aportes al Embalse.

' (eqv. MW) «(10% m?)
1 150 - 80
2 200 60

3 : 1300 40

Aunque la prioridad es la venta de energfa existen beneficios adicionales
si el embalse puede ser usado para recreacidn y se quisiera entonces man-
tener el embalse alrededor de un almacenamiento de 100 x 10°%m3. Si © se
~ asume que el emba]se_a] principio del primer mes tiene un_almaéenaﬁiento

igual a 60 x 10°m®, determine la operacién del embalse que minimice el
cuadrado de los déficits y el cuadrado de las diferencias con respecto al

volumen deseado.



i

&

10.

11.

189

En el problema anterior se advirtié que los beneficios obtenidos por la
recreacidén eran secundarios con respecto a las necesidades de satisfacer
las demandas de energia, sin embargo, el problema se planteo dandole la
misma importancia a ambos objetivos. Plantee una funcién objetivo para
el problema anterior que reconozca esta prioridad y solucione el proble-

ma de nuevo.

Un embalse tiene una capacidad Gtil de 6 unidades. El agua del embalse
puede ser vendida a una zona industrial y los beneficios obtenidbs de
vender una cantidad Xt durante el periodo de tiempo t se pueden escribir

como

R, = - 175.0 + 3037.50 X - 343.75 xi

La capacidad total de entregas del embalse durante cualquier perfodo es
de 6 unidades y el agua descargada por el aliviadero no genera ni benefi-
cios ni dafios. Los prondsticos de las aportaciones al embalse en los pré
ximos cuatro perfodos de tiempo son las mismas que las del problema 3. Al
principio del primer perfodo se tiene en el embalse un almacenamiento

igual a 2 unidades y al final de Gltimo perfodo se quiere tener en el em
balse un volumen igual a &4 unidades. Se quiere definir la operacién &pti
ma del embalse durante estos cuatro periodos de tiempo de tal forma que

se maximicen los beneficios y usando el método de cilculo de la programa-

cidén dindmica continua.

Resolver el problema anterior si no se tiene ninguna restriccién con res-

pecto al volumen almacenado al final del Gltimo periodo.

Dos embalses en paralelo han sido construidos para satisfacer las deman-
das de agua de una poblacidn cercana que estdn dadas para los préximos

tres meses como:



12.

190 o N

Mes Demanda de Agua
' (10° m*)

1 | 100

2 : 50

3 - 25

La capacidad de uno de los embalses, el embalse A, es de 75 x 10°m® vy

del otro embafse, el embalse B, es de 25 x 10%m®. Se ésume que al ini-
cio del primer mes el embalse A tiene almacenados 50 x 10%m? % el em-
balse B se encuentra Qacfo. Los aportes a cada uno de los embalses du-

rante los préximos tres meses han sido predichos 'y son:

Mes Aportes Embalse A Aportes Embalse B

(105 m®) (105 m?)
1 _ 50 50
2 50 ' 25

3 25 0

Si la operacidn del sistema débé ser tal que al final del tercer mes el
embalse A se encuentre lleno, y el embalse B tenga 25 x 10°m® de agua,
se quiere determinar la operacidn Sptima de los dos embalses durante los

proxxmos tres meses.

Para el problema 1 asuma que los flujos de entrada el embalse durante

los tres perfodos no son conocidos pero que para cada perfodo pueden to-

mar los siguientes valores:
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Discretizacidén

t

20

2 3
5 10
25 30
10 15

Se asume también que los flujos de entrada estdn correlacionados y las

probabilidades de transicién de un valor en un perfodo a un valor en el

periodo siguiente se muestran en la Tabla siguiente:

Tiempo Caudales Probabilidad
Pt.

t Q¢ 95 ¢+1 '

0 10 0 0.0
0 10 5 0.4
0 10 10. 0.6
1 0 20 0.8
1 0 - 25 0.2
1 0 30 0.0
1 5 20 0.7
1 5 25 0.2
1 5 30 0.1
1 10 20 0.5
1 10 25 0.3
1 10 30 0.2
2 20 5 0.2
2 20 10 0.3
2 20 15 0.5
2 25 5 0.1
2 25 10 0.4
2 25 15 0.5
2 30 5 0.0
2 30 10 0.4
2 30 lsi 0.6

L

al-
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Se sabe que los aportes al embalse durante el periodo anterior al primero

3

fueron de 10 x 10%m® y que el almacenamiento al inicio del primer perfodo

~es de 10 x 10°m®. Se quiere determinar la regla de operacidn que minimi-

ce el valor esperado de las desviaciones con respecto al volumen y a la

descarga deseada.

Resolver el problema anterior si todas las probabilidades de transicidn

son iguales a 1/3.

Se quiere definir la regla de operacidn de un embalse de tal manera que
se minimice el valor esperado de la suma del cuadrado de los déficits en
cada perfodo de tiempo. Se consideran sélo dos perfodos de tiempo por
afio y los posibles valores de almacenamientos y aportes al embalse duran-

te estos perfodos son:

Tiempo Discretizacion Caudal Discretizacion Volumen
t del caudal i it del volumen K Skt
1 1 5 1 10
1 2 10 2 15
2 1 15 1 5
2 2 20 2 10

Las demandas por agua en ambos perfodos es de 30 unidades. La evapora-
cidén en cada periodo es funcidn del almacenamiento medio en el perfodo vy
estd dada como:
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Tiempo Almacenamiento Evaporacion
t Medio Sklt ' Eklt
1 7.5 0
N 10 0.5
i : 12.5 1
2 7.5
2 10
2 12.5 ' 0.5

La probabilidad de transicidn ng de los flujos de entrada al embalse

estan dadas como:

Tiempo - Caudales Probabilidad
t 9t 9541 pt.
)
L 5 15 0.8
1 B 5 20 0.2
1 10 15 0.6
1 10 20 0.4
2 15 5 0.3
2 15 10 0.7
2 20 5 0.0
2 1.0

2010

Se quiere definir la regla de operacién de un embalse de tal manera que
se maximice el valor esperado de la suma de los beneficios obtenidos en
cada periodo de tiempo. Se considera sélo dos perfodos de tiempo por
afio y los posibles valores de almacenamiento y aportes al embalse para

cada uno de estos perfodos son los siguientes:
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