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* I. INTFODUCCIOH AL USO DE LA PROGRAMACIOU DINAMICA EM OPERACION DE EMBALSES
1.1. DESCRIPCI ON DEL PROBLENA

recurso

a
o em--1

es

pero*

q ■

Un embalse que sea construido para satisfacer ciertas necesidades y 
operado Fndependientemente de cualquier otro embalse recibe el nombre 
si sterna de un embalse.
c i ertas neces i dades rec i ben 
do un si sterna de embalses 
bastecimiento de 
quier otro uso,

Embalses que son operados en
el nombre de si sterna de multiples embalses. Cuan 

es construido para satisfacer un solo proposito, a- 
agua o generacion de energfa o control de inundaciones o cual 

se dice que el sistema es de un solo proposito, pero cuando

que 
de un

conjunto para satisfacer

cantidades de agua correspondientes 
disminuyendo danos aguas abajo de!

La vida Humana se ha desarrollado alrededor de areas en donde podfa encontrar 
de forma confiable los recursos suficientes para su subsistencia. Sin embar­
go, con el aumento de la poblacion, estos recursos que antes eran abundantes 
ahora son escasos. Uno de los recursos mas importantes para el desarroldo de 
la vida humana es el agua, que es usada no solo para su consumo sino tambien 
para usos industriales, generacion de energfa, preservacidn del ambiente, y 
otros multiples usos. Si para abastecer las necesidades de agua que tiene 
la comunidad esta se toma directamente del rfo, la variabilidad de las canti- 
dades de agua tran^sportadas por el rfo a lo largo del ano harfan del 
agua un recurs© poco confiable. Durante los perfodos humedos o de invierno 
las necesidades de agua pueden ser satisfechas tomando esta directamente del 
rfo, pero durante los perfodos secos o de sequfa el a§ua en el rfo no es suf^ 
clente para satisfacer las necesidades.

Para hacer e1 agua del rfo un recurso mas confiable se construyen embalses de 
almacenamiento. Los embalses pueden guardar las cantidades de agua sobrantes 
durante los perfodos de invierno para luego usarlas durante los perfodos de 
sequfa. Tambien pueden almacenarse las 
crecidas o avenidas del rfo evitando 
ba I s e.
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La regia.deoper action de un embalse represents entonces el cr iter io con que 
se debe user el agua del embalse. Este criterio puede definirse usando la ex 
periencia que se tiene con embalses que se encuentran bajo circunstancias si- 
mi lares o usando metodos de optimizacion y simulacion o utilizando una combina 
cion de ambos. Los metodos de optimizacion son usados eficientemente para de^ 
finir la regia de operacidn de un embalse en la medida en que ilustren el com 
portamiento optimo del embalse bajo diversas circunstancias. El comportamien 
to u operacidn optima de un embalse durante el Horizonte de plan ificacion de 
T perfodos de tiempo se define como aquellos estados del sistema para esos “T 
perfodos de tiempo que minimizan o maximizan cierta funcidn objetivo. La ope 
racidn optima de un embalse es pues una herramienta que sirve para def inir de 
una forma mas racional la regia de operacidn del mismo.

El hecho de que embalses son construidos no sign!flea que las demandas de 
agua van a ser siempre satisfechas. Algunos perfodos pueden ser tan secos 
que pueden dejar el embalse completamente vacto sin posibi 1idades de satisfa- 
cer ningun t'ipo de demanda. Esta situacidn podrfa empeorarse si la demanda 
se satisface tot-almente. hasta el momento en que el perfodo ext rema damente 
seco se presenta pues esto no dejar fa suficiente agua en el embalse como para 
satisfacer las necesidades futuras. Si la ocurrencia de estos perfodos secos 
pudiera predecirse de al gun modo los beneficiarios del agua en el embalse pee^ 
tarfan 4tp^o^ientos de *9*8 ahora Para terter al9° de a9ua d«ran* 
te esos perfodos. El criterio que define como usar el agua en el embalse 
traves de) tiempo recibe el nombre de regia de operacion del embalse. 
ta regia es baslcamente una gufa para operar el embalse a 
la ocurrCncia; de largos perfodos de deficit y de deficits de gran magnjtud.

es’ construido para satisfacer varios propdsitos al mismo tiempo se dice que 
el sistema es de multiples propdsitos.
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La esencia de la aplicacion de analisis de 
es el desarrollo de model os matematicos 
las mejores polfticas de operacion del 
muchas polfticas a 1ternativas. 
tro de dos contextos:

Eri general un embalse dado debe tratar de 
cir, debe tratar de usarse para satisfacer tantos usuarios 
Todos estos usos estaran condicionados 
da modificar la distribucion espacial 
cion del embalse es un 
segui r para tener el 
cunstanc i a.

sistemas en operacion de embalses 
que pueden ser usados para encontrar 

embalse, la regia de operacion, entre 
Estas polfticas pueden ser desarrolladas den- 

diseno y operacion.

: £
J
*

rme a ser suministrado por el em- 
contexto de disefio afecta grandemente las decisiones dentro 

pues muchos de los problemas deficitarios dentro de 

a que se especifica un rendimiento firme muy alto 

el rendimiento firme debe definirse dentro 

forma que exista una probabilidad aceptable 

Este es un problema interesante pues si la p roba 

ceroel embalse estara comp let amente subutilizado

Usadas dentro del contexto de diseno 

dad, alcances y limitaciones de las obras 

operacion pueden 

sea posible, es decir, que las demandas 

scan satisfechas tanto como sea posible. 

clave es confiabi1idad, es decir, por ejemplo, 

atractivo cuando e1 la esta disponible, 

sistente. Esta situacion da lugar 

max i mo

sirven qomo base para defintr la capaci- 

en estudio. Dentro del contexto de 

usarse para asegurar que lo prometido se cumpla tanto 

que se supone el embalse debe satisfa 

En el primer caso la 

el valor de la energfa es 

cuando es confiable, y cuan’do es 

a la definicion del termino caudal seguro 

o rendimiento firme que teoricamente corresponde al caudal maximo que 

puede ser entregado siempre y de mane ra confiable y contfnua.

(bserve que la definicion del rendimiento fi 

ba Ise dentro del 

del contexto de operacion, 

la operacion se pueden deber 

para el embalse. Debido a esto, 

del contexto de diseno de tai 

que puedan ocurrir deficits, 

bi 1 idad de fa I la aceptable es

usarse tanto como se pueda, es de- 

como sea posible.

a la habilidad con que el embalse pue- 

y temporal del agua< La regia de opera 

compendio de esta habilidad y representa el camino a 

mayor beneficio posible del embalse bajo cualquier
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durante la mayor parte del tiempo, pero si esta prdbabilidad es alta el em- 
balse reportara mayores beneflcios pero ocurriran deficits con respecto a la 
demanda con una frecuencia tolerable.

r'

?•

Dentro del analisis de sistemas una de las tecnicas de optimizacion mas utilL 
zadas para solucionar problemas de operacion y diseno de embalses es la pro- 
gramacion dinamica.

La programacion dinamica es una tecnica de optimizacion que permite resolver 
problemas en donde las decisiones se toman en forma secuencial . En la mayo- 
rfa de los problemas de recursos hidraulicos que incluyen algun procedimiento 
de optimizacion, se trata de determinar los valores optimos de las variables 
de decision, es decir, de aquellas variables que pueden ser controiadas*o cam’ 
biadas. .En algunos casos estos problemas de decision pueden ser descompues_ 
tos en componentes menores o subproblemas o etapas, con una estructura secuen 
cial, en.donde la decision para un subproblema o etapa afecta las decisiones 
en todos los subproblemas o etapas restantes. Los problemas de optimizacion 
en recursos hidraulicos que pueden ser descompuestos en una secuencia de sub­
prob lemas o etapas reciben el nombre de procesos de decision de multiples eta­
pas. La programacion dinamica es una tecnica muy conveniente para solucionar 
esta clase de problemas.

El uso de la programacion dinamica no esta restringido a ningun requisite de 
linearidad o convexidad, ni siquiera a requisites de continuidad. Sin embar­
go, esta restringida a formas especfficas de la funcion objetivo, la cual de- 
be ser separable, permitiendo asT descomponer el probl ema de interes en sub­
problemas de decisiones secuenciales .

Existe un consenso entre los escritores mas famosos del area de programacion 
dinamica, de que la mejor forma de aprender esta tecnica es a traves -de su 
uso para solucionar una gran variedad de problemas particulares. Sin embargo, 
se presenta ahora una formulacion general de la tecnica de programacion dina­
mica antes de su aplicacion a casos especfficos. '
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NOTACION Y FORMULACION1.2.

una porcion del problems para la que una decision

estatus re-

%

ETAPA ■>

de

Estado de 
Entrada

La combinacion de estas funciones de retorno define la furi
Se puede decir entonces que la

Estado de 
Salida

FUNCI ON OBJETIVO:
cion objetivo del prbblema original o global.

<

Es aquella cuyos valores pueden ser directamente mani-
o regia

Para facilitar la presentacion, seran definidos algunos terminos de uso comun 
en programacion dinamica.

Variable de
Decision .

ETAPA: Es un subproblema o 
separada puede ser tomada.

Ecuacion de Estado .

VARIABLE DE ESTADO: Es la variable o parametro de enlace que transmite infor_ 
macibn entre las etapas. En cualquier etapa, la variable de estado resume el 

actual del sistema, evitando la tediosa labor de investigar los 
sultados de las etapas anterlores.

VARIABLE DE DECISION: 
pulados en cada etapa, y estan gobernados por algun tipo de ecuacion 
11amada ecuacion de transformacion o de estado, que relaciona esta variable 
con los estados de entrada y salida de la etapa. Esto se puede ver grafica- 
mente como:

FUNC10N DE RETORNO: En cada etapa se toma una decision, la cual tiene un va­
lor o beneficio relative representado por una funcion 1lamada la funcion 
retorno. .
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EJEMPLO 1.
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de

ini-

s

*

Para un mejor entendimiento de los terminos definidos y del procedimiento 
forma paralela ejemplos i1ustrativos a medida que

en
es de-

ser explicado se presenta en 
se procede con la explicacion teorica.

otro
Las variables de deci s ioni son las entrega-s 

mes, pues es la unica variable manipulableo control a.- 
que relaciona la variablede deci­

para este problema esta dada por la ecuacipn

La variable de estado es el volumen de agua almacenada en el embalse al 
cio del mes pues es la variable que transmite informacion de un mes al 
o sea de un subproblema al otro. I 
del embalse durante el 
ble. La ecuacion de trans formaci on 
sion con las variables de estado | 
del balance de masa,que en forma muy general,sepuede escribjr para cada eta-

La definicion de la operacion mensual de un embalse para abastecimiento 
agua a un distrito de riego de tai forma que se minimicen las diferencias 
tre el agua demandada o solicitada y el agua entregada por el embalse 
cir, que se minimicen los deficits a traves del tiempo, constituye un proble­
ma con una estructura de decisiones secuenciales tai como se, puecie visual izar 

la figura slguiente. " ’ ' • ‘ ‘
■A

En este problema las etapas son los subproblemas definidos para cada uno 
los meses o perfodos en los cuales se toma una decision.

funcion objetivo del problema global debe ser separable, 0 Sea, debe 6staf 
compuesta de funciones objetivos individuales (funcidhes de feLorrio) para ca. 
da etapa quo depend© solamente de la variable de estado y/d de la variable 
de decision. En cada etapa, las funciones de retorno deben cbm
binarse de tai forma que permita la separabi1idad de la funcionjobjetivo glo­
bal . Formas conocidas de separabi1idad son la sumatoria de las funciones de 
retorno de todas las etapas, el product© de las funciones de retorno de todas 
las etapas, el maximo (o el mfnimo) del mTnimo (o del maximb) valor de las 
funciones de retorno de todas las etapas. La forma mas comun de combinacion 
encontrada en problemas de recursos hidraulicos es la sumatoria.
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pa como:

(1.1)Vo lumen Final = Vo lumen Inicial + Entradas - Ent regas

VARIABLE OE ESTAOOVOLUMEN INICIAL

1
funci6n de retorno DEFICITS

VOLUMEN FINAL ENERO = VOLUMEN INICIAL FEBRERO

DEFICITS’*

VOLUMEN FINAL FEBRERO - VOLUMEN INICIAL MARZO

VOLUMEN INICIAL DICIEMBRE

DEFICITS'6-

VOLUMEN FINAL DICIEMBRE = VOLUMEN INICIAL ENERO

d i cese

de sol u-
la ecua-

Entregas - Volumen Inicial - Volumen Final + Entradas (1.2)

La funcidn objetivo del probl ema de los deficits traves del tiempo puedea*
escr ib1rse Como:

Observe que en el ejemplo planteado 
cion de estado es invertible pues puede escribirse como:

-------- s»ENTREGA«s~—-VARIABLE DE DECISION
— ENT RADA

ENTREGA
ENTRADA.

ENTREGA
ENTRAOA

ETAPA
Enero

ETAPA 2 Febrero

'4

!

ETAPA 12 
Diciembre

En general los problemas de optimi- 
zacidn a ser resueltos usando programacion dinamica son mas fact les 
cionar cuando son invertibles.

Cuando la ecuacidn de estado tiene tai forma que permite expresar la variable 
de decision como una funcion explfcita de las variables de estado, 
que la ecuacion de estado es invertible.
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(1.3)= MinF r

t
va-
es

(S+) Xj (1.4)t t

s

es

*pu-

£
F Min (1.5)

deci - 
global

TE 
t=1

TE 
t=1

es 
proxlma etapa) y

t+T 
la funcion de retorno.B'

- xt>

%

en don d e Rt

Rt

(Dt

Xt

Rt(St’ Xt>

= Dt

s ion Xt

es el estado de entrada, Xt es la decision, S* 
, el estado de entrada para la

la funcion de retorno para el mes t que en general de^ 
y/o de la variable de decision

Esto se puede ver graficamente como:

en donde es la demanda de agua para el mes o perfodo t, y X 
dad de agua entregada por el embalse durante el mes t 
riable de decision del probl ema.
separable pues permite def inir funciones de retorno individuales para 
etapa como:

en donde t es la etapa, 
el estado de salida (en general igual a S

Rt

t es la decision.

(St, X ) es t I
pende de la variable de estado de la etapa S
de la misma X^.

Observe que la funcion de retorno depende sol amente de la variable de 
como se puede ver en la ecuacion (1.4), La funcion objetivo 

es una-combinacion sumatorial de las funciones de retorno de cada etapa 
diendo expresarse como:

es la canti- t
que representa la

Como se puede ver esta funcion objetivo
cada
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En resumen,

et£ 

las 

la

a.

b.
Definir las etapas

Definir las variables de estado y de decision

R2

xM

rn

SM

rn*i

SN-2

cuestion puede ser solucionado 
mediante el uso de esta tecnica. El formato de un proceso de multiples 
pas consiste en identificar para el problema las variables y formular 
ecuaciones que forman la columna vertebral de la tecnica. 
formulaeion del proceso consiste en:

En este se puede determinar si el problema en
El formato de

El estado de salida de una etapa representa el estado de entrada de la ~ si- 
guiente etapa, graficamente un problema de optimizacion con N etapas se puede 
ver como:

XN-1

La funcion objetivo del problema original consiste en maximizar o minimizar 

una combinacidn separable de los retornos para cada etapa. La programacion 

dinamica resuelve esta optimizacion multivariada secuencialmente, es decir, 

etapa por etapa. Es necesario entonces mantener un.registro de los retornos 

acumulados en el proceso de decision a medida de que este pasa de etapa a e- 
tapa.

SN-1

El primer paso para resolver el problema de optimizacion mediante la aplica- 

cion delalgoritmo de la programacion dinamica es identificar para el proble 

ma en cuestion los diferentes terminos definidos anteriormente y plantear el 

problema dentro del formato de un proceso de multiples etapas.

2
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e.

Una vez ha

EJEMPLO 2: t

segun el formato de

se

A

y que se pue-

+ q (1.6)t

mes t. es
ya que puede escribi

(1.7)

El retorno,
*El

ra cada etapa,
pa-

ser res triceio-

c.

d.

Xt

S t

Plantear el problema del Ejemplo 1 
pies etapas.

St+1

Xt

Definir la ecuacidn de transformaci on
Definir la funcion de retorno para cada etapa
Definir las restricciones asociadas con cada etapa

un proceso de multi-

en donde y ya fueron definidos 
al embalse durante el mes t. Observe 
invertible

+ %

st

st+i

El primer paso es definir las etapas secuenciales, 
etapas son los subproblemas planteados, 
gundo paso es identificar las variables de decision 
ejemplo en consideracion la variable de decision X 
embalse durante el mes t, y la variable de estado S 
el embalse al inicio del mes t. El tercer

y para este problema esas 
uno para cada mes de operacion. El

i y de estado. Para el 
es la entrega de agua del 

t es el volumen de agua en 
paso es definir la ecuacion de 

que en este caso esta dada por la ecuacion (l.l)

Y qt es el volumen de agua que entra 

que esta ecuacion de transformaci on 

rse como:

euarto paso es definir la ecuacion de retorno, que para este ejemplo esta 
dada por la ecuacion (l.i,). El quinto paso es definir las restricciones 

que para el ejemplo bajo consideracion pueden

que el problema original ha si do ajustado al formato de un proceso 
de decision de multiples etapas, la aplicacion de la programacion dinamica pa 

ra resolver el problema se facilita bastante.

mes t, 
inicio del

t rans formaci on 
de escr i bi r como:
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(1.8a)

(1.8b)< <

mo:

ETAPA •3»-

+ qt

<: <

<<

w

st

xt

nes de aImacenamiento del embalse y de capacidad de los conductos de descarga 

esto se puede escribir como:

,St+1

Aquellos problemas de optimizacion que pueden ser ajustados al formato gene_ 
ral se dice que tienen una estructura separable, es decir, tanto la funcion 
de retorno, las restricciones y la eduacion de transformaci on de una etapa d£ 
penden de variables de otras etapas solamente a traves del estado de salida

YMIN

SMIN

Y SMIN

S MIN

Xt

Xt

v MAX

Y MAX

S MAX

st

Rt(Xt. St) -

s MAX

Xt

St

St

Xt

Dt

St+1

XMIN

en donde y son el a Imacenami ento maxi mo y mfnimo del embalse res­
pect ivamente (1+mites de la variable de estado) y XUAV y XU1M son la maxima MAA MIN
y nunima capacidad de los conductos de descarga (1(mites de la variable de de 
cis ion). EV formato general para este ejemplo se puede poner graficamente co



12

■ M

1.3.

+

mientras que para el algoritmo hacia

+

caleular los estados optimos para cada etapa en

estado de sal Ida

GENERALI DADES SOBRE LA FORMULAC I ON DEL PROBLEMA DE PROGRAMAC ION DINAM I- 
CA

qt

de la etapa inmediantamente anterior. Este tipo de problemas puede ser re­

sue Ito median tee 1 uso del algoritmo de programacion dinamica que se presen- 

ta con al gun deta lie a continuacion.

St-1 St

StSt+1

Xt

Xt

adelante estarTa dado como,

indicando una preferenda a

el primer caso para cada posible valor del estado de entrada y en el segundo 
caso para cada posible valor del estado de salida. Observe que esto es solo 
una preferencia y no una norma pues una manipulacion de la ecuacion de trans- 
formacion permitiria la definicion de los estados optimos para cada valor del 

en el primer caso y del estado de entrada en el segundo caso.

Existen dos algoritmos de programacion dinamica y ambos son extensivamente u- 
sados en problemas de optlmizacion en Recursos Hidraulicos. Ambos algoritmos 
rec1 ben su nombre de acuerdo a como solucionan el problema con respecto al 
flujo de in formaci on. Si lo solucionan en el mismo sentido del flujo de in- 
formacion, es decir, empezando en el primer perfodo de tiempo y movtendose ha 
cia el ultimo perfodo recibe el nombre de algoritmo de programacion dinamica 
haciacade lante. Si; solucicsia el problema en sentido cont rar io al flujo de in- 
formaclon, es decir, empezando eh el ultimo perfodo de tiempo y moviendose ha 
cia el primer periodo recibe el nombre de algoritmo de programacion dinamica 
hacia atras. En el caso del algoritmo hacia atras las etapas crecen en senti 
do contrario a los perfodos de tiempo tai como se ilustra graficamente en la 
Figura 1, pero en e1 caso del algoritmo hacia adelante ambos crecen en el mis 
mo sentido como se ilustra en la Figura 2. Para cualquier perfodo de tiempo 
t la ecuacion de transformacion para el algoritmo hacia atras estarfa dado co 
mo,
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S,

RN( XN, SN)r2(x2,s2)RjXpSj

.V

que

del

pre-

etapas se puede notar lo

1. etapas en cada una de las cuales una decision de be
■»

2. la etapa N,
*

En 
a 1 
e 1

Hay exactamente N 

ser tomada.

ETAPA 1
PERIODO 1

ETAPA 2
PERIODO 2

ETAPA N
PERIODO N

' Figuro 2 - Carocteristica Secuenciol del Problema de Operacion de un Embalse 

(algoritmo hacia adelante)

a-
deci -

XN

SNSo

en esta etapa es solo 
esa etapa y por la

q2

S2 Sn- i

Si se empieza en la etapa N, la decision optima 
fectada por el estado de entrada al sistema en 
si on tomada en e1 la.

Si el problema de optimizacion a ser resuelto puede ser ajustado al formato 
general de un proceso de decision de multiples etapas se puede notar lo si- 
guiente:

realidad ambos algoritmos de programacion dinamica dan la misma respuesta 
mismo problema de optimizacion, pero en el caso de operacion de embalses 
uso del algoritmo hacia atras no solo ha sido mucho mas popular sino

r>r'ro.ce ajustarse mejor al desarrollo fisico de este problema y es por esto que 
este algoritmo se presenta con mas detalle aca. Sin embargo, cuando sea 
caso se resaltaran las diferencias entre los dos algoritmos y cuando se 
sente eV primer ejemplo practice este sera resuelto por ambos.
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3.
esta

"S

4.

5. Lo mlsmo se puede escribir para las etapas restantes hasta la etapa 1.

Min (o Max) (1.9)

(sM5 XKI)} (1.10)N N

La etapa N-1 solo afecta el estado de entrada a la etapa N, y la decision 
esta etapa es solo gobernada por el estado del sistema en

N
E 

t=1

decision optima 
cion de estado.

opt ima en
etapa y por la decision tomada en el la.

y salida) S,

N

= Min (o Max) {R^

(sf xt7Rt

Una vez resuelto el problema para la etapa N se pasa a plantear y resolver el 
problema para las dos ultimas etapas. En este caso se trata de definir el va-

Se supone por simplicidad que la funcion objetivo del problema original busca 
minimizar o maximizar la suma de las funciones de retorno para todas las eta­
pas, o sea:

La decision optima en 
en esta etapa y de la decision

Si se empieza primero por plantear el problema solamente para la ultima etapa, 
este se puede escribir como:

f (S ) w
sujeto a la ecuacion de trans formaci on y las restricciones inherentes a esta 
etapa. Se trata entonces de definir el valor optimo de las variables de est£ 
do y decision, es decir, el valor de S^ y que minimice (o maximice) la 
funcion de retorno RM. Observe que el estado del sistema esta relacionado con 

Si los estados opti- 
la

La etapa N-2 solo afecta el estado de entrada a la etapa N-1 que a su vez 
afecta la decision en la etapa N. La decision optima en la etapa N-2 so­
lo depende del estado del sistema en esta etapa y de la decision tomada 
en el la.

i uuv i vii t c; u ui iiu

la decision por medio de la ecuacion de transformaci on. 
mos (de entrada y salida) S^ y S^+^ se pueden determinar de alguna manera, 

para esta etapa se determina simplemente usando la ecua-
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N)*N-1

>W+ RN(SN’ xn)}

6

6
)}

de la etapa N-1 .N-1

N-2

) = Min(o Max){R )N-2

6

) = Min (o Max) {Ft )}N-2

6

) = Min(o Max) {R )} (1.11)N-2

se

resol ver
En este caso se debe def inir

>XN-1

,XN-1

,XN-2

’ * W1

A esta ultima ec.uacion 
tre SN-1’ SN-2 y X 
ind i ca entonces 
s i on' X,. o N-2

+ %-1+

’ XN-1) = Min (o Max) {Rkl -N- I

,XN-1) = Min (o Max)

) = Min (o Max)

)+RN-l

(SN-1

fN-2

fN-1

(SN-1

(SN-1

’XN-2

+ rn(sn’xn)}

)+fN-1

(SN-2

(SN-1

(SN-1

(SN-1

(SN-1

(SN-2

(SN-2

>+ fN(SN-1fN-l

>XN-2,XN-2

} + fN-1

(SN-2 (SN-2

(SN-1

fN-2

fN-2

fN-1

(SN-2

(SN-2

llega teniendo en cuenta la relacion que existe en- 
N_2 por medio de la ecuacion de estado. La ecuacion (1.11) 

que se debe encontrar el valor optimo de la variable de deci- 
y de estado S., ..N-2

Una vez resuelto el problema para las dos ultimas etapas se pasa a 
el problema para las tres ultimas etapas. En este caso se debe definir el 
valor optimo de las variables de estado y de decision que minimicen (o maxi- 
micen) el retorno de las tres ultimas etapas (R.,  + R., , + R..) . La funcion 
objetivo en este caso se puede escribir como:

lor optimo de las variables de estado y de decision que minimicen (o maximi- 
cen) el retorno para las dos ultimas etapas (R|j_i + RM). La funcion objeti­
vo se puede escribir entonces como:

que indica que solo se debe optimizar con respecto a la variable de festado
S.. , ya la variable de decision X N-1
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que el problems a resolver en la etapa t estadec i r

)} (1.12)

la

< <

_< <:

MIN MAX

y se puede escribir como:

fi(Si) (Si, Xi) + f2(s2) } (1.13)

esta

cion de estado.

•?

El problems originsl plsntesdo en la ecuacion (1.9) 
la ecuacion (1.12) se considera t = 1,

son los Ifmites inferior y superior para la variable 
son los limites inferior y superior para la varia.

Si el valor de la variable de estado S 
etapa solo tiene que ser solucionado una

En general, se puede 
dado por:

= Min (o Max) {Ri

S MAX

es solucionado cuando en

V MAX

S MIN

Y MIN Xt

en donde X,,... y X MIN
de decision, y S
ble de estado.

St

(St+1ft(St) = Min(o Max) {Rt(S ,X ) + ft+1

sujeto a las restricciones inherentes a la etapa t, que en general son de 
forma:

i es conocida, el problema para 
vez. Para el valor de Si hay que d£ 

terminar el valor de S2 que minimice la funcion objetivo de la ecuacion (1.12) 
y el valor optimo de la variable de decision Xi se determina usando la ecua_ 

Una vez que el valor optimo de la variable S2 ha sido defin_i_ 
do, el valor optimo de los estados para todas las demas etapas se determina 
automaticamente pues ya se conocen de los resultados anteriores.

Si el valor de la variable de estado Si no es conocido, el problema se puede 
resolver paraK todos los posibles valores de esta variable. Cada valor de Si 
tendra su trayeqtoria optima de estados y un valor asociado de la funcion ob­
jetivo. De esta manera, se podrfa, si es del caso, escoger cual es el ’’MejoA.’’

MAX
y s
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de

)} (1.14)

£

Se ha presentado en forma general 
cion dinamica hacia atras, el cual 
del principio de optimalidad propuesto por Richard Bellman:

"El conjunto optimo de decisiones en un proceso de multiples 
etapas tiene la propiedad de que no importa cual es la etapa, 
el estado y las decisiones iniciales, las decisiones restan- 
tes deben constituir una secuencia de decisiones optimas pa­
ra el resto del problema"

entre el
en deta11e aquf) y 

resuelven el pro- 
uno de los dos a Igor it

ft(st) ~ Min (o Max) {Rt(St,Xt) + f (St-1

en que consiste el algoritmo de programa- 
se puede resumir con el concepto basico

Como se anoto en la formulaci on la unica diferencia 
algoritmo de programacion dinamica hacia atras (presentado 
el algoritmo hacia adelante es la direccion en que 
blema. Sin embargo, existen algunos casos en donde solo 
mos puede ser usado. En el caso de problemas de p1 anificacion en recursos hi- 
draulicos, problemas de seleccion e itinerario de proyectos, solo el algoritmo

La ecuacion (1.12) representa una ecuacion general para cualquier etapa t, y 
plantea el problema a ser resuelto en cada etapa teniendo en cuenta la so- 
lucion encontrada en etapas anteriores. Esta ecuacion tiene una forma gene­
ral no solo para el problema planteado sino para cualquier problema cuya fun 
cion objetivo global tenga la forma de sumatoria de las funciones de retorno 
de cada etapa. Para los algoritmos de programacion dinamica dicha ecuacion 
recibe el nombre de ecuacion o funcion recursiva pues su solucion en forma 
recursiva da eventualmente la solucion al problema global tai como se ha mos 
trado aca. La ecuacion (1.12) es la ecuacion recursiva cuando se usa el al 
goritmo de programacion dinamica hacia atras. En el caso de usarse el al­
gor i tmo. hacia adelante dicha funcion o ecuacion recursiva podrfa escribirse 
como:

i-estado inicial Si, que serfa el valor de Si que produzca el mmimp valor 
la funcion objetivo.
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1.

2. toman

3. med iopor

A. Con cada decision
tener

5.

Se ha presentado brevemente 
mo de programacidn dinamica. 
mo dentro del contexto de operacion de embalses.

Los estados y las decisiones 
de la ecuacion de

para las etapas restantes es indepen 
las etapas anteriores.

pero se
un mejor entendi-

La programacion dinamica tiene que ver con problemas en donde se 
decisiones en cada etapa.

en cada etapa estan relacionados 
t ransformaci on.

de programacion dinamica hacia adelante puede ser usado. En el caso en que 
la ecuacion de trans formaci on no sea invertible el algoritmo de programacion 
dinamica hacia atras debe ser usado.

en cada etapa hay una funcion de retorno que evalua la 
bondad de esa decision, y la contribucion que esa decision puede 
sobre el objetivo general.

Dado un estado, una polftica optima 
diente de la polftica adoptada en

en este capFtulo de una forma general el algorit-
En el- proximo capFtulo se presenta este algorit

Las caracteristicas basicas de la programacion dinamica se pueden resumir en 
tonces como:

Observe que en la discusion presentada del algoritmo de programacion dinamica 
se asumio que la ecuacion de transformacion es invertible y que solo se pre 
senta un estado por etapa. La programacion dinamica es un algoritmo que permi 
te solucionar problemas no invertibles y de multiples estados, pero se cree 
que' para efectos introductorios estas suposiciones permiten 
miento del algoritmo.

El problema original debe ser separable: la funcion objetivo puede ser 
optimizada en etapas subsecuentes en lugar de hacerse simultaneamente.
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ALG0RITM0 DE PROGRAMACION DINAMICA EN OPERACION DE EMBALSESII.

2.1. 'EL ALGORITMO GENERAL

S

if

La programacion dinamica ha sido utilizada con cierto exitoen la determina- 
cion de la polftica de operacion de uno o varies embalses.

El almacenamiento al principio del perfodo S^_, es entonces transformado al va­
lor S la cantidad de agua en el embalse al final del perfodo. El valor de 
p sirve ahora de almacenamiento inicial para el siguiente perfodo y cons- 

truye el elemento de enlace de un perfodo al siguiente. Este caracter se- 
cuencia! fue resaltado graficamente en la Figura 1. La formulacion matemati- 
ca del problema de operacion optima de un embalse, asumiendo que los aportes 

, al embalse en todos los perfodos son conocidos, es la siguiente? '

Al principio de un perfodo cualquiera t, el embalse contiene una cierta cant_f 
dad de agua almacenada S^. Durante este perfodo los rfos aportan abembal.se 
una cierta cantidad de agua q^, mientras que del embalse sale la entrega; X^.- 
Tambien. se pueden considerar otras variables como la cantidad de agua evapora 
da durante el perfodo y la cantidad de agua percolada en el embalse durante 
el mismo perfodo, pero para efectos de simplicidad en la explicacion estas'’p^i 
cL<c^a6', no se tendran (en cuenta aquf.

El problema de operacion de un embalse puede ser visto como un proceso de de- 
cisiones secuenciales en el tiempo, donde el resultado de una decision debe 
ser considerado en las decisiones futuras. En efecto, la operacion siempre 
se realiza para un Horizonte de tiempo relativamente corto, el cual puede ser 
dividido en varies perfodos de tiempo. El problema consiste en determinar la 
cantidad de agua a ser entregada en cada uno de los perfodos con el fin de op_ 
timizar. una funcion objetivo que depende de esa cantidad y, a veces, de la can_ 
tidad.de agua que queda almacenada en el embalse.

abembal.se
tidad.de


(J. (2.1)

sujeto a las siguientfes restricciones:
1

a)

(2.2a)Vt

Restriccion de maxima descarga posible:b)

(2.2b)Vt

Restriccion de aimacenamiento:c)

(2.2c)Vt

d) Restriccion de descarga:

(2 .2 d)Vt

MAX',

Restricciones de balance de masas:.

St

1 representa la funcion objetivo 
y S1MAV son

21 "

Maximizar {F..} N

-<st

- XMAXMIN -

S MIN

S MIN - SMAX

Xt

XtSt + 1 + qtSt

+ qtXt

o < x

en donde 'representa la funcion objetivo en todo el Horizonte de operacion 
de N perfodos de tiempo, y son ^os almacenamientos mTnimos y maxj_
mos permitidos en el embalse respectivamente, y y son las des­
cargas mfnima y maxima permitidas respectivamente.
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t’

a

(2.3)

t i po
r

en

t

su

N
7T R 

t = 1

operacion optima de un embalse puede ser solucio 

el siguiente procedimiento:

’ St)

El problenia planteado de la 
nado usando programacion dinamica mediante

la cual sigue garantizando la separabi1idad del problema y por lo tanto 
solucion mediante el uso de la programacion dinamica.

FN

fn <Xt

Como se-anoto anteriormente la funcion objetivo a ser optimizada depende en 
general de las cantidades de agua entregadas por el embalse, X^, y del agua 
almacenada en el embalse, S^, en cada perfodo de tiempo t. La funcion obje­
tivo del problema esta entonces definida por una combinacion de la contribu- 
cion que cada perfodo de tiempo hace a esa funcion objetivo. Esta combina­
cion debe ser de tai forma que garantice la separabi1idad del problema de tai 

ser solucionado mediante el algoritmo de programacion 
es, en gene- 

es la funcion de retorno que mide 
la funcion objetivo general esta

en el caso de que la combinacion de las funciones de retorno fuera de 
sumator ia1.

manera que este pueda
dinamica. En el caso de operacion de embalses esta combinacion 
ral, de forma sumatorial, y si Rt(Xt, S^.) 
la contribucion de cada perfodo de tiempo 
ultima se podrfa escribir como:

N
z Rt(x s J

t=i

Como 'se dijo en el parrafo anterior, en general las funciones objetivos, 
el caso.de operacion de embalse, son de tipo sumatorial; sin embargo, se pue 
den presentar casos en que estas funciones tengan otra forma y aun se pueda 
seguir usando el algoritmo de programacion dinamica para solucionar el pro­
blema. En aligunos casos de h i droel ect r i c idad y de operacion de sistemas de 
riego la funcion objetivo puede ser de forma mu 11 ipl icativa y se podrfa escri 
b i r como:

caso.de
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1.

a

2.

)} (2.4a)

sujeto a:
<

< <:

0

)} (2.4b)

3.

Se identifican primero las etapas, las variables de estado y las variables 
de decision.

Xt

En este problema cada subproblema planteado para 
presenta una etapa, la cantidad de agua almacenada en el embalse al 
cio del perfodo representa la variable de estado (es la variable que trans_ 
mite informacion de una etapa a la otra), y la cantidad de agua entregada 
durante el perfodo representa la variable de decision.

= Max{Rt(Xt) +

ft(St) =

+ qt

un perfodo de tiempo re- 
ini -

s MAX
Xt

S MIN

S MIN

St

Max {Rt.(Xt) + ft+1

ft-l (St-1

St

(St+1

en e) caso que se use el algorftmo hacia adelante la funcion recursiva estarfa 
dada como:

La ecuacion de estado o transformacion esta dada por la ecuacion de balan^ 
ce de masas o continuidad que para el caso del algorftmo hacia atras se 
escribe como:

La funcion objetivo se formula como una ecuacion de recurrencia para cada 
etapa. Esta ecuacion debe representar la solucion optima para cualquier 
etapa y las etapas restantes hasta la ultima etapa (el principio de opti- 
malidad) y puede ser planteada como:
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(2.5a)+

y para el caso del algorftmo hacia adelante como:

(2.5b)+

4. Se empieza a
En el caso

se como:

(2.6a)

sujeto a:

0 < < S +N

En el caso del algorftmo hacia adelante se calcula

fi(Si) = (2.6b)(X,)}

sujeto a:

0 < So +< qi
< <

5- la
Metapa ser fa:

i.

Se resuelve ahora la funcion 
hasta 1 a etapa 1.

recursiva etapa por etapa, empezando en 
En el caso del algorftmo hacia afras

Xt

Max{Ri

Si

qt

qt

f i (S i) como:

Xi s MIN

S MIN

fN^SN^

S MIN

S MIN SN

S MAX

< S" MAX

XN

St-1

St

St

St + 1

Xt

solucionar el problema etapa por etapa, empezando en la ulti 
ma o en la primera etapa de acuerdo al algorftmo usado. En el caso del 
algorftmo hacia atras se calcula ^(Sn)

= Max{RN(XN)}
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«
(2.7a)

para t = N-1,

la etapa 1 y se

(2.7b)

para t =

6.

esta

la ultima etapa,
-t

7. las demas etapas se procede como si-

Para el caso del algorftmo hacia atras se calcula:a

+ qi

*se

(2.8a)+

) y el valoridentifica el valor de f* t+1

En el caso del algorftmo hacia adelante 
solucionara hasta la etapa N, es decir:

Xi

t+1 
de

*
St

*
Xt

*
S2

AS1

identifica el valor de f2(Sz) y el correspon 
En cualquier etapa a partir de*

Xt

Para determinar la entrega optima en 
gue:

qt

se empezara en

- xtD

8

*
st+i

Max{Rt(Xt) +ft(St) =

(St

(St

con este valor de S 

correspondiente

+ qt

ft-1

/ *(St+1

+ Xt

ft (St) = Max{Rt(Xt) + ft+1

N-2, . .. , 2, 1.

se
A

Xt+T

1, 3, 4, .... N

JU

con este valor de S2
diente valor de la entrega optima X2.
S y X,. conocidos se calcula:

qt»

Una vez que se ha solucionado el problema para la primera o la ultima eta 
pa se escoge el valor maximo de fj o de y se identifica el correspon­
diente valor de la entrega, que representara la entrega optima para 
etapa. En el caso del algoritmo hacia atras se identifica X* la entre­
ga optima en la primera etapa y en el caso del algoritmo hacia adelante 
XN, la entrega optima en la ultima etapa, el primer perfodo de tiempo.
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b) Para el caso del algorFtmo hacia adelante se calcula:

se co-

y

(2.8b)

elt-1

de
en

una

* 
t-1 *

t-1 •

*
Xt

con este valor de S j se identifica el valor de f 
valor cor respond lente de X

esco^ 
muy grande puede encontrar una solucion

es muy pequena el encontrar la solucion puede

identifica el valor de fsCS 
J- 

N-T 
conocidos se calcula:

*
SN

contexto comp 1etamente determinFsti- 
los di

*
+ Xt

qN

*
St

*
SN-1

*
St-1 qt

La solucion del problema de operacidn de un embalse se ha planteado usando el 
algorFtmo de programacion dinamica. El problema de operacion se ha planteado 
en esta etapa introductoria dentro de un 
co, es decir, se ha asumido que los caudales de entrada al embalse en 
ferentes perFodos de tiempo qt son conocidos. La solucion del problema 
operacion de un embalse dentro de un contexto estocastico sera planteado 

seccidn posterior al desarrollo de ejemplos dentro del caso determinFstico.

) y(st-i

N-P y e1 
En cualquier etapa

con este valor de S., , N-l
rrespondiente valor de la entrega optima X 
a partir de S

+ XN

El problema de operacion de embalse planteado dentro del esquema de programa­
cion dinamica puede ser solucionado usando la programacion dinamica discreta 
o la programacion dinamica continua. En el primer caso la variable de estado 
(los almacenamientos) es discretizada en un numero razonable de valores que 
garanticen una solucion adecuada al problema, y en el segundo caso se resuel- 
ve para cada etapa el problema de optimizacion usando metodos de calculo mate 
matico o algun metodo de busqueda. La gran ventaja de la programacion dinami 
ca discreta es que su uso esta generalizado para solucionar problemas de ope­
racion de embalses y presenta los resultados de una forma tabular facil de 
entender. La desventaja de esta metodologFa es que si la discretizacion 
gida para la variable de estado es 
muy alejada del dptimo y si esta
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&

2.2. LA PROGRAMACION DtNAM IGA DISCRETA

V

1 .

9

eta- 
donde Sft (i)

el final
i = 1.

Se describe brevemente ahora el metodo de calculo de la programacion dinamica 
discreta dentro del contexto de la operacion de un embalse.

tomar un tiempo interminable. La gran ventaja de la programacion dinamica 
continue es que para ciertas formas de.la funcidn de retorno y de la ecua- 
cion de estado garantiza el optlmo global. La desventaja de esta tecnica es 
que para funciones de retorno y ecuaciones de estado complejas no garantiza 
encontrar este optimo. Se presenta ahora una breve descripcidn de estos dos 
metodos de calculo de la programacion dinamica dentro del contexto de opera­
cion de embalses y usando el algorftmo hacia atras, pues como se dijo antes 
es el algorftmo mas utilizado en este caso.

(SN. xN>)= Min (o Max) {R..N

Discretizair el volumen inicial y 
pa o sea, se definen Sn (i) y Sn+1(i), 
es el valor discrete i

Se empieza primero por plantear el problema solamente para la ultima etapa, 
este se puede escribir como:

sujeto a la ecuacion de estado y las restricciones inherentes a esta etapa.
Se trata de definir,para el ultimo perfodo de tiempo (la ultima etapa) y pa­
ra cada valor posible del volumen de agua en el embalse al inicio del perfodo, 
cua1 es el volumen de agua optimp al final del perfodo. Es decir, para cada 
valor del Volumen de agua al inicio del perfodo, se calcula la descarga corres 
pondiente a cada valor del volumen de agua al final del perfodo, y se escoge 
como optimo el volumen de agua al final del perfodo que produzca la descarga 
queminimiza el deficit para el ultimo perfodo de tiempo. El procedimiento se 
puede sistematizar como sigue:

SN+1, para la ultima
2, ..., M, en 

para el volumen inicial y Sn+](i), es el valor dis 
creto i para el volumen final, y M es el numero de valores discretes.
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para cada S^+i(j)2.

Para cada 5^(1),

Se calcula:

i n i ci a 1

3.

(j)

(j)
y

4. (i) para cada valor discrete

+

6

) = «•

r£ 
puede

*
N+1

N+1(j)»'j = I,---. M

xN(‘»j) =

La funcidn objetivo se

Para cada (i)

xN('»j) =

qN

■fr'

(j) de tai forma que:

N,XN)}

y de XN(i,j) se de-

rn(s

sN(i) +

sN(i) ♦ Vs

Se almacenan o se guardan los valores de S 
de SN(i), i = 1,. . . , M.

i = 1 , . . . , M

) - fN(sN)lfN-1

Para cada 5^(1) y para cada S^+i (j) se calcula la descarga Xjj (i ,j) corre£ 

pondiente usando la ecuacion de t ran s f ormac i on, e.s decir:

Min (o Max) {R.. .
N-1

Min (o Max) ,XN-1

se escoqe Sklli3 N+1

<SN-1

s N+1

^N-1

fN-l

en donde X^(i,j) es la descarga cor respondiente a un volumen 
S..(i) y a un volumen f inal S.. , (j).N N+1

^SN-1

produzca el mTnimo deficit. Estos valores de Skl .N+1 
signan como S*+1(i) y X”(i).

Una vez resuelto el problema para la etapa N se pasa a resolver el problema 
para las dos ultimas etapas. En este caso se trata de definir el valor opti- 
mo de las variables de estado y de decision que minimicen (o maximicen) el 
torno para las dos ultimas etapas (Rn_1 + RN). 
escribir entonces como:
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d
)}

re-
E1 probl ema se re-

encont rar

N N

pa ra&

t i ene

se

El procedimiento sera entonces como sigue:

1 .
el

2.

■f'

9

Debi do a que no se
a la variable de estado

Min (o Max) {R.. .N-1

Min (o Max) {R|q_i

Para cada valor de S.. ,N-1

>XN-1

que indica que solo se debe optimizar con respecto
S^j Debido a que no se conoce el valor dptimo de el problema es 
suelto para todos los posibles valores discretes de S^-i. 
duce entonces a:

(SN-1

(SN-1 ’ XN-1

Se trata entonces de encontrar el valor optimo de la variable de decision pa­
ra la etapa N-1, para cada valor de la variable de estado . Esto se re-
suelve de una manera similar a lo planteado para el estado N, es decir, 

y el valor correspon- 
Observe que cada valor de

la etapa N que ya ha sido resuelta 
valor

fN-1 (SN-1 ’ + fNiSN->

N-1, es decir, se define
Sn-i (i ) es el valor discrete i para 

N-1, y M es el numero de valores discretes.

cada valor de Sn-1 se determina el valor optimo de Sf.i 
diente de la variable de decision 
asociado un optimo estado S^+i definido en
o sea, una vez que se defina el optimo valor de Sn, el cor respondiente 
optimo de Sn+i se obtiene de los resultados de la ultima etapa.

Discretizar el volumen para la etapa 
Sn-1 ('), i = 1 M, en donde 
volumen inicial en la etapa

Para cada 5^-1 (i) y para cada S^Cj) se calcula la descarga X|q_i(i,j) co^ 
rrespondiente usando la ecuacion de estado, es decir, para cada Sn-i(i), 
i = 1,..., M se calcula;
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(i,j) = j = 1 , • • • , M

?de tai formaPara cada S3. se

sea mfnima.
en

* a ca

En este caso se debe def inir el va
♦

) = Min (6 Max) {R. ) + Ru N-2

6

) = Min(6 Max) {R ) + )}f N-2

6

) = Mi n(6 Max){R )}f N-2

la etapa

y

- sN(j),

’XN-1

.correspond i en tes 

2,..., M.

N-1li)

que la suma de:

’XN-2

a esta ultima ecuacion se 1 lega teniendo en cuenta la relacion que existe en-

tre S„ Stl ~ v X.. „ por medi o de la ecuacion de t ransformaci on. La ecuacion N-1 N-2 N-2 r
anterior indica entonces que se debe encontrar el valor optimo de la variable

(SN-1v N-l

+ RN-1 +

N,XN^)+rn(s

(SN-1

(i.j)) + fN(SN(j))RN-1

(SN-2

(XM 1N-1

(i) + qN-1XN-1

Y ’ N-2

fN-2

X ’N-2

(XN-1

5 + fN-1 (SN-2

SN-1

%-2

fN-1

^SN-2

(SN-2 ’ XN-2

etapa 
las etapas si 

es SN(j).

escoge el valor de (j), j = 1,..., M

(SN-2k N-2

N-2^SN-2

En donde RN_1 (X^ (i,j)) representa los deficits ocurridos 
N-1 si las entregas del embalse durante esa etapa son

X^-i (i, j), y representa el mi'nimo deficit para
guientes si el volumen inicial para esas etapas

Una vez resuelto el problema para las dos ultimas etapas se pasa a resolver 
el problema para las tres ultimas etapas, 
lor optimo de las variables de estado y de decision que minimicen (o maximi- 
cen) el retorno de las tres ultimas etapas (R., o + R., , + R..) . La funcion ob 
jetivo en este caso se puede escribir como:

Se almacenan o se guardan los valores de (i)
da valor discrete de S.. , Ci), i = 1,N-1
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Como el valor optimo de la variable de es -

N-2

encont rar

)}

esta

= Min(6 Max) {R (S ,X ) + f )}t+1t t t

■4r

1 .

2. (j)

t

S»

<1

1, . . . ,M, 

c i a 1 en

t has^ 

El procedi-

Para cada S (i) y para cada S 

rrespondiantes usando la 

i = 1  M se calcula :

xt(i >j ) =

’XN-2

ft(st)

en la etapa t

Min (6 Max) {R.. 
N-2 1 + fN-1

Para cada valor de S., nN-2

(st+1

(SN-2(SN-2

En general, se puede escribir que el problema a resolver 
dado por:

j = I,-.., MSt(i) + qt

N_2(i), i = 1, M
El procedimiento en este caso es completamente analog© al de la etapa anterior 
y define para cada valor discrete 2(i), i = 1,..., M el cor respondiente 
valor optimo de (i).

t+pj t se calcula las entregas X (i,j) co- 
ecuacion de estado, es decir, para cada S (i),

el cual es resuelto para cada valor discrete de la variable de estado , de 
la misma forma como se ha indicado antes. Cada valor de S tendra asociado 
una serie de valores optimos para la variable de estado desde la etapa 
ta la ultima etapa N, que han sido determinados en esas etapas, 
miento general para esta etapa sera:

de decision y de estado
tado no se conoce, el problema es resuelto para todos los valores posibles de 
Skl „ y se puede escribir como:

Discretizar el volumen $t para la etapa t, es decir, se define S (i), 
i = 1,...,M, en donde S (i) es el valor discrete i para el volumen ini- 

la etapa t, y M es el numero de valores discretes.
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3.

(J))

(i) a4.

va

= Min (6 Max) {Ri(Si, Xi) + fztSzHfi(Si)

*

LA PROGRAMACION DINAMICA CONTINUA2.3.
*

el valor de la variable de estado Si es conocida, el problema para 
solucionado una vez.

puede
de

Para cada 5^(1) se escoge el valor de St(j), j = 1,..., M de tai forma 
que la suma,

esta
Para el valor de Si hay que de_ 

la funcion objetivo anterior y el valor 
de la variable de decision Xi se determina usando la ecuacion de esta- 

que el valor optimo de la variable Sz ha sido definido, el valor

Se describe ahora brevemente el metodo de calculo de la programacion dinamica 
continua dentro del context© de operacion de embalses.

Se almacenan o se guardan los valores de $t+^(i) correspondiente 
cada valor discreto de S(i), M.

sea mTnima.

Si 
etapa solo tiene que ser 
terminar el valor de Sz que minimice 
optimo 
do. Una vez 
optimo de los estados para todas las demas etapas se determina automaticamen- 
te pues ya se conocen de los resultados anteriores.

Si el valor de la variable de estado Si no es conocido, el problema se 
resolver para cada valor djscreto de esta variable. Cada valor discreto 
Si tendra su trayectoria optima de estados y un valor asociado de la funcion 
objetivo. De esta manera, se podrfa, si es del caso, usar esta informacion 
general para definir la reqla de operacion del embalse.

solucionado cuando se resuelve la funcion recursj_ 
como:

(st+1Rt <Xt(i ,J)) <• fttl

El problema original es
para la primera etapa, y se puede escribir
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da
■(»

en donde
como las perdidas que ocurren en el

a
* almacenamientos prefijados. como:

- x J

y

- xj

t

*

es
e 1

XtSt

’ St) =

pues en estos ca- 

un mTnimo (o maxj_ 

En cuanto a la ecuacion de transformaci on se puede 

los problemas de operacion de embalses esta es siempre lineal y

Rt(xt’ st>

Se presenta ahora el metodo de calculo de la programacion dinamica continua 
para solucionar un problema de operacion de embalse usando una funcion de re- 
torno dada por el cuadrado de los deficits. El problema se plantea inicial- 
mente para la ultima etapa como:

t>2 + <Gt

(Dt

• en donde, D

(Dt

St+1

es la cantidad de agua deseada del embalse, 
la cantidad de agua que se desea quede almacenada en el embalse, durante 
perfodo de tiempo t.

at

1 a demanda, y G

+ at

Rt(xt

Las funciones de retorno no son siempre de forma cuadratica, sin embargo, co­
mo una primera aproximacion se asume que estas son cuadraticas. Funciones de 
retorno cuadraticas de uso comun en operacion de embalses son el cuadrado de 
los deficits, y el cuadrado de los deficits con respecto a una entrega prefi- 
jada mas el cuadrado de la diferencia de los almacenamientos con respecto 

Estas funciones de retorno pueden escribir

representa un termino constante (caso determinfstico) que inclu- 
ye tanto los aportes al embalse como las perdidas que ocurren en el durante 
el perfodo de tiempo t.

- st>2

Este metodo de calculo es bastante aceptable cuando se tiene una ecuacion 

transformacion lineal y una funcion ^de retorno cuadratica, 
sos existe una garantfa de que los metodos de calculo daran 
mo) global y no relative, 

deci r que, en 

de la forma,
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-*)
sujeto a:

+ a N

+ a N

es-

aN

- en donde

El problema a ser resuelto cuando

2

sujeto a:

)}

= Min{(D )2}

el valor de X laN-1
e igualando a cero el, resultado,N-1 ■«

) = 0

que minimiza esta funcion recursiva se obtiene derivando 
funcion con respecto a X,^., e igualando a cero el, resultado. es decir:

se consideran las dos ultimas etapas es:

)2

= (bN

o sea:

o sea:

+XN-1

- XN>21

-V N-1 N-1

SN-1

= Min{(DN

+ fN(SN)}

bN

= 4XN-1

)2 N'

) = Min <(Dn_1

fN^SN^

SN

XN

DN

(dn - SN

-XN-1) = Min{(DN1

aN

= 2(xn-i

SN-1

SN

XN

’XN-1fN-1

fN-1

XN-1

+ SN+1

S N+1

en la funcion recursiva anterior se puede

+ SN+1

+ XN-1

aN-1

y reemplazando esta expresion 

cr i b i r que:

XN-1

8fN-1

3xn-i

(SN-1

-dn-i

SN

+aN-1

SN+1

aN-1

%-!

+ aN-1

“aN-l

+ 2(bN-DN-1

+ 2(bN-SN-1

- S )2

+ (bN"SN-1

> +fN^SN-1

fN(SN) ~
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lo cual da: + D N-1
2

la segunda derivada de
mo. en

+ D
2

+ N-l +
2

+DN
?-

- SN-1-4

+ b = bN N

se

)}

) = Min {(D )}+ f» N-1

= Min {(D aN-2 N-1

)2]}N-1

*
N-1

)2

)2

)2

+ (c,

+ U(b

(b -S v N

o sea:

*
XN-1

N-1~a’SN-1

(SN-1

1 2 N-2'

N-1
2

+ °N-1

+ SN-1

+ (CN-1

" i[(2DN+bN

‘bN

-XN-2

-bN

(SN-1

) = Min{(DN_2

= 2Dn

+ XN-2

+ SN-1

+ DN-1

S
N-2

DN-1

fN-2

(SN-2

“Vi

SN-1

■XN-2

fN-1

)2N-2'

El problema a ser resuelto cuando se consideran las tres ultimas etapas 
puede escribir como:

y CN-1

+ fN-1

aN-1

en donde bk. -N-1

+ SN-1

+ XN-2

XN-2

SN-2

XN-2

sujeto a:
SN-1

(SN-2

bN

SN-2

fN-2

+ aN-1

+ aN-1

+ aN-2

+ aN-1

+ aN-2

aN-2

aN-1

la funcion recursiva da 4>0, lo cual garantiza un mfnj- 
Reemplazando el valor de 1 en la funcion recursiva anterior se puede 

escr i b i r que:

(SN-2

~aN-l

aN-1

N-2’X

)2+(bN-SN-1

} = (DN’

)2 N-U

)2~i N-1 ’ J
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El valor de XN-2
N-2

)

N-1

= 0

lo cual da:

N-1
3

que
en

(d+

son constantes funcioh de D c N-1

similar al presentado anterior

= g(Si)

y
f i (Si) = h (S i)

y h( ) son funciones a ser determinadas. estas

11+ ¥

*
Xi

(c,

*
N-2

)2

N-1>

lo cual garantiza 
Reemplazando X"

Una vez queen donde g( )

*
XN-2

+ c

-2[,n-2

= 2(Xn.2

N-2+S

+CN-1

2DN-2

3XN-2

3fN-2
9XN-2

■DN-2 -SN-2

en donde bN_2> cN_2 
a ser determinadas.

fN-2

‘ SN-2

+ SN-2

+ XN-2

+ XN-2

la segunda derivada de la ecuacion recursiva da 3>0, 
XN-2 es e’ va'or A116 minimiza la funcion de retorno. 
la funcion recursiva anterior se obtendra un resultado de la forma:

En general el procedimiento para cada etapa es 
mente para las tres ultimas etapas. El problema original se resuelve cuando 
se resuelve la etapa 1 en donde se obtendra una expresion de la forma:

3fN-2

3XN-2

s N-2

-SN-2(SN-2

+ aN-2

y dN-2

aN-2

aN-2

} + f (bN-1

y bN-1

'N-2'

’ aN-2

9 ^bN-2 )21N-2' -1

-pb

N-2’ aN-2’

que minimiza esta funcion recursiva se obtiene derivando la 
funcion con respecto a XN 9 e igualando a cero el resultado, es decir:
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y conun
como:

Si ai

estos dos valores sey con

cua-
es-£

%
= h(Sj)f1(Si)

que da la respuesta al problema original.

En el caso

en-

de

Observe que la solu- 
los

*
Si X2 + 82*

S3

Incluso si las expre- 
no

funciones han sido determinadas por el procedimiento de calculo de programa- 
cion dinamica continua, la solucion optima 

valor para Si y con este valor se define X
formacion se define S2

que
un maxtmo) global y no lo_

Con este valor de S* 
encuentra S3 como:

S2 X’i +

se obtiene definiendo o asumiendo
* y con la ecuacion de trans-

J- 

y Xn-
del valor final S^+j,

El mi’nimo valor de la funcion obje’tivo

J-
y se continua de esta forma hasta determinar S^
cion depende tanto del valor inicial Si como 
les pueden ser dados o asumidos.
tara dado por:

Se ha presentado aquf el procedimiento de calculo de la programacion dinamica 
continua cuando se asume que la funcion de retorno es cuadratica. 
de que tanto la ecuacion de estado como la funcion de retorno sean complejas 
el procedimiento de solucion es similar al presentado. 
siones en cada etapa son tan complejas que metodos de calculo convencional 
pueden def inir expresiones optimas para la variable de decision, podrfa 
tonces usarse algun metodo de busqueda para definfr el valor de dicha varia­
ble. El problema que Se tiene con expresiones complejas para la funcion 
retorno y/o para la ecuacion de estado es que no hay forma de garantizar 
la solucion encontrada corresponda a un mfnimo (o a 
ca 1.

se encuentra el valor de X2
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2.4. COMENTARIOS FINALES SOBRE EL ALGORITMO DE PROGRAMACION DINAMICA

e)

a

cada

S

es
es

*7

Se presentan ahora unos comentarios finales sobre la aplicacion del algorftmo 
de programacion dinamica para resolver el problema de operacion de embalses.

de
la

MAX, t
AS

existen 
el numero de discretizaciones a considerar y aun ob-

en donde AS es el intervalo de discretizacion. Esta forma de usar el metodo 
de calculo de programacion dinamica discreta recibe el nombre de programacion 
dinamica diferencial discreta.

del problema. Si 
la optima pero si 
solucion.
grande, como es el 
varias formas de reducir

una solucion alejada

SMIN,t’ AS’ SMAX,tS MIN,t

SM IN, t

El numero total de intervalos de discretizacion a ser considerados en 
etapa esta dado como:

Mt

y la definicion de este numero depende de la exactitud buscada en la solucion 
muy pequeno se puede encontrar 
grande el computador puede tomar mucho tiempo en dar 

Cuando el numero de intervalos de discretizacion es inevitablemente 
caso cuando se tiene un embalse de gran capacidad,

Cuando se presento el metodo de calculo de la programacion dinamica discreta 
aparentemente todos los valores de la variable de estado para cada 
etapa debian ser especificados. Este trabajo es tedioso y no justificado y 
lo que se hace en estos casos es que una vez conocidos los Hmites de la va­
riable de estado se especifica un intervalo de discretizacion (de acuerdo 
la exactitud que se desee), y el problema es resuelto para cada etapa para 
todos los valores discretes de la variable de estado especificados por ese 
intervalo. Por ejemplo, si y son los Ifmites maximo y mTnimo
para la variable de estado en el perfodo de tiempo t, el problema de optimi- 
zacion para la etapa t es resuelto para los valores de S especificados por:

+ AS’ SMIN,t + 2AS)•'•’ SMAX,t
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*

en-
la-

no
pro_

El a

en

9
se pone

(2.9)= Min {R^(X )}t -t

sujeto a:
(2.10)+

es
el

»
conocen

que
Los

-t
es

El problema de aplicacion de programacion dinamica multidimensional discreta 
es el exceso de combinacion de estados a ser consideradas

St *t-St

,st) +

-St + 1

ft(st)

a ia del 
es dec i r:

Igorftmo de programacion dinamica presentado en esta seccion considera so 
lo una variable de estado y una variable de decision por etapa.

problemas de operacion conjunta de multiples embalses se tendran mas 
una variable de estado por etapa, 
programacion dinamica multidimensional, 
cion recursiva es similar 
ahora en forma vectorial,

Sin embargo, 
de 

y en este caso se debe usar el algorftmo de 
Para el caso multidimensional la fun 

caso unidimensional pero esta

y St

tener una solucion dentro de la exactitud buscada. Tai vez la forma mas po­
pular de solucionar este problema es con el uso de la tecnica llamada progra 
macion dinamica incremental la cual parte de definir una trayectoria inicial 
en base al conocimiento que se tiene del problema. Se define entonces un co 
rredor de ancho D a ambos lados de la trayectoria inicial y se restringen 
las posibles soluciones a este corredor. Se resuelve el problema y se 
cuentra una nueva trayectoria, se define el corredor de ancho D a ambos 
dos de la nueva trayectoria y se vuelve a solucionar el problema. El proce- 
dimiento continua de esta forma hasta que la trayectoria optima encontrada 
toque ningun Ifmite del corredor artificial. Esta forma de calculo de la 
gramacion dinamica es bastante eficiente.

en donde St es el vector de estados al inicio del perfodo de tiempo t, X 
el vector de entregas del embalse durante el perfodo de tiempo t, 
vector de aportaciones al embalse durante el perfodo de tiempo t.

en cada etapa, 
hacen que muchas veces estos problemas scan practicamente insolubles, 
programas de programacion dinamica multidimensional discreta que se

ft+l(§t+1



i+o

*

simp 1ificacion, y agrega-

se

Se

em

En el

ecua-

ese perio

a
s i sterna.

11egan a solucionar problemas de 100 etapas con cinco estados 
intervales de discretizacion para cada etapa, 
255 combinaciones en cada etapa.
embalses pasa de tres embalses

por etapa y 25 
lo cual equivale a considerar 

Cuando el problema de operacion conjunta de 
se recomienda mejor recurrir a tecnicas simpli 

ficadoras del problema tales como descomposicion, 
cion.

son
proceso iterativo que volvera

Con la descomposicion, el problema original se divide en sus componentes 
principales o embalses los cuales son ahora operados individualmente, 1uego 
se sigue un proceso iterativo que volvera a recomponer el sistema original a- 
segurando una solucion para este sistema. Con. la simp 1ificacion el proble 
ma original de multiples embalses es reducido de acuerdo al conocimiento 
que se tiene del sistema, hasta unas dimensiones qUe permiten su solucion. 
debe tener mucho cuidado con las simplificaciones que se hacen del sistema 
pues puede llegarse a resolver un problema que no tiene nada que ver con el 
problema que se querfa resolver. Con la agregacion el sistema de multiples 
balses es representado por un sistema equivalente de menores dimensiones al 
cual se.le encuentra solucion. Sigue luego un proceso interativo que define 
a partir de la operacion optima del sistema equivalente la operacion del sis­
tema original de multiples embalses.

algoritmo de programacion dinamica presentado en esta seccion no se asu 
mieron perdidas dentro de la ecuacion de transformacion. En ciertos lugares 
del mundo y de Venezuela existen algunas de estas perdidas que son tan impor- 
tantes como para ser incluidas en la ecuacion de balance de masas. En Venezue 
la, por ejemplo, en el embalse Guarico sobre el 
medias anuales de 1.5 x 109m3 por evaporacion, y de 0.8 x 109m 

Una de las perdidas mas 
entonces la evaporacion.

es funcion del area media del espejo de agua 
su vez es funcion del aImacenamiento medio durante

r que:

cion o infi1tracion.
cion de estado es 
durante el perFodo t 
ese perFodo que a 
do. Se podrFa entonces escribi

la ecuacion de balance de
rio Guarico ocurren perdidas 

por percola- 
comunes a incluir en la

Pero la evaporacion en el embalse 
durante
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<
(2.11)g

nar

t +
2

al inicio y al final de la etapa.
se estas variables de estado no se

su valor optimo.
Se asume un valor inicial 
tiempo, con estos valores de la variable de estado se 
durante cada perfodo de tiempo y se resuelve el problema de operacion optima 

f,del embalse, se compara los valores obtenidos para la variable de estado con 
los asumidos inicialmente, si son diferentes el problema se soluciona de nue- 
vo calculando la evaporacion con los nuevos valores de la variable de estado 
y si son iguales se ha encontrado la solucion al problema. Este procedimien- 
to iterative puede usarse con cualquier otra ’’perdida" que se quiera conside- 
rar en la ecuacion de trans formaci on y que sea funcion del almacenamiento me­
dio en el embalse. En la practica se ha encontrado que este procedimiento con_ 
verge en solo 2 6 3 i teraci ones.

S 
(—et

St + 1

en donde e^ es la evaporacion durante el perfodo de tiempo t. Como se ve en_ 
tonces la evaporacion es funcion del almacenamiento inicial y del almacena­
miento final durante el perfodo de tiempo t, o sea, de la variable de estado

Pero en el problema de operacion del embaj_ 
conocen, el problema consiste en determi- 

El problema debe entonces resolverse en forma iterativa: 
para la variable de estado en todos los perfodos de 

calcula la evaporacion

Para definir la operacion optima de un sistema de embalses se han usado mu- 
chas formas de la funcion objetivo la cual representa el problema que se quie 
re resolver. Siempre que sea posible se debe tratar de usar funciones objeti 
vo que tengan cierto contenido social, es decir, que reaccionenfavorablemente 
a los intereses de los usuarios sin llegar a perjudicar la operacion del em­
balse. Por ejemplo, una funcion objetivo que minimice el cuadrado de los de­
ficits a traves del tiempo es una funcion que tiende a castigar mas los de­
ficits de gran magnitud que los de pequena magnitud, produciendo una distribu 
cion mas suave de los deficits a traves del tiempo. En general las cantida- 
des totales de deficits producidos por una funcion objetivo que no tenga con­
tenido social y por una que Si lo tenga son los mismos, pero los usuarios del 
sisterna-estaran en mejores condiciones si los deficits van ocurriendo gradual 
mente quesi ocurren todos al mismo tiempo. Debe entonces tratar de usarse
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*

solo

restricciones adicionales a estas dos y la

♦

El agua vert Ida por el ali-

s i

si0 <:

et

solo ocurriran vertimi^ntos si el a 1macenamiento en el embalse esta 
Si ocurren vertimientos puede ocurrir 

ese caso la firn 
puede escribi r

es decir,
por encima del nivel maxi mo del nismo.
que estos esten por debajo del nivel que produce danos b y en 
cion recursiva es identica a la planteada anteriormente y se
como:

se han considerado

social, y funciones de este tipo de uso co- 
a minimizacion del cuadrado de los deficits

Wt

En el algorftmo presentado de projramacion dinamica 
restricciones en la variable de ejtado (los almacenamientos ) y en la variable 
de decision (las entregas del embalse). Puede ocurrir en algunos problenjas de 
operacion de embalses que existan 
forma de considerar estas restricciones en el caso de la progfamacion dinami­
ca es por medio de funciones de castigo, que es una funcidn que aparece en la 
funcion objetivo solo cuando la restriccion de interes hasido violada. 
so comun en operacion de embalses 
el aliviadero no pase de cierta cantidad pues producirfa danos aguas 
del embalse. El balance de masas

Wt

S MAX

S MAX

SMAX

una funcidn objetivo de contenido 
mun en operacion de embalses son 
y la minimizacion de los costos de operacion del sistema cuando se incluye en 
ellos costos por racionamiento.

St+1 St Xt

St + 1

+ qt

St+1

St+1

en donde todos los terminos ya fieron definidos.
viadero durante el perTodo de tiempo t, W^, puede calcularse como:

Un ca_ 
es que se quisiera que el agua vertida por 

abajo 
o ecuacidn de estado puede escribirse como:
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)}

) + c}

El efecto de este ter

com-

s i guen

asume que los
se
f 1 ujos

d i ce

t 
valor tan desfavorable que la solucion final

las 
im- 

el uso de la

pero puede ocurrir que los vertimientos esten- por encima del nivel que produ­
ce danos b y en este caso la funcion recursiva debe incluir un termino de cas_ 
tigo y se puede escribir como:

i

Min

si V/^.> b

si W < b tft(st) -

caudales de lo’s rfos o cualquier otra variable del 
dice que se esta usando programacion di- 

en

Cuando se consideran los 
problema como variables aleatorias se 
namica estocastica. Hay dos formas de considerar la variable aleatoria 
cualquier problema cuando se usa el algorftmo de programacion dinamica. Una es 
induyendo su distribucion de probab i 1 i dades directamente en la funcion objet_i_

(St + 1

La programacion dinamica puede considerar restricciones adicionales a 
variables de estado y de decision de la forma antes planteada, es decir, 
plTcitamente. Este hecho es uno de los principales problemas en 
programacion dinamica pues cuando las restricciones adicionales son muy 
plejas el definir los terminos de castigo no es facil. Tambien puede ocurrir 
que a pesar de usarse el termino de castigo, como este solo castiga y no oblj_ 
ga, la solucion optima final sea de la forma en donde varies estados 
violando la restriccion adicional.

ft(St) - + fttl 'Stt1

en donde C es un numero muy alto (podrfa sen C = 106).
mino de castigo es que siempre que la restriccion b sea violada va a dar- 
le a la-funcion recursiva un valor tan desfavorable que la solucion final va 
a tratar de no violar esta restriccion.

• xt> + ft+1

En el algorftmo de programacion dinamica presentado se 
de entrada al embalse son conocidos. Cuando se hace esta suposicion 
que se esta usando programacion dinamica determinfstica, y el algorTtmo de 
programacion dinamica ha sido presentado haciendo esta suposicion para efectos 
introductorios y de mejor entendimiento.
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conoce con el nombre

&

los

III. EJEMPLOS DE PROGRAMACION DINAMICA DETERMINISTICA

tres
cuar

la

3.1 . EJEMPLO DE ABASTECIM IENTO DE AGUA USANDO PROGRAMACION DINAMICA DISCRETA

agua
*

Muchos autores coinciden en anotar que la mejor forma de aprender la programa 
cion dinamica es a traves de su uso para solucionar diferentes tipos de pro- 
blemas. Es por esto que en el proximo caprtulose presentan ejemplos de opera_ 
cion optima de embalses usando la programacion dinamica determinfstica.

vo (que tendra.la forma de valor esperado) en lo que se
de programacion dinamica estocastica explfcita. La otra es mediante la gene- 
racion de trazas de la variable aleatoria y solucionando el problema determ_i_ 
nfsticamente para cada traza en lo que se conoce con el nombre de programacion 
dinamica estocastica implfcita. Luego se da un tratamiento estadFstico a 
resultados obtenidos.
En el capFtulo IV se presentara en detalle los algorftmos de programacion din£ 
mica estocastica dentro del contexto de operacion de embalses.

En este capFtulo se presenta el uso de la programacion dinamica para solucio­
nar problemas de operacion de embalses dentro de un contexto determinFstico. 
El primer ejemplo es sobre abastecimiento de agua y el segundo es sobre gene- 
racion de energFa, y ambos son solucionados usando el metodo de calculo de la 
programacion dinamica discreta. El tercer ejemplo es un ejemplo de abasteci- 
miento y es solucionado usando la programacion dinamica continua. Los 
ejemplos anteriores son sobre la operacion optima de un solo embalse. El 
to y ultimo ejemplo es un ejemplo de la operacion optima de dos embalses para 
el abastecimiento de agua y es solucionado usando el metodo de calculo de 
programacion dinamica discreta.

Un embalse tiene una capacidad util de 1 unidad de agua, y en cualquier momen 
to la cantidad de agua almacenada puede ser de 0,1/3, 2/3 6 1 unidad de 
es decir:
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<l,o
S'

t

0 0
1/3 2500
2/3 4000

1 3500
©

Mes Aportaciones
t

1 (Enero)

1/3

3 (Marzo) 0

a

ef

Cantidad de Agua 
ent regada

2 (Febrero

(xt)

qt
2/3

mes
a las dos terceras partes de la

Xt

Al principio del primer mes se tiene en el embalse un almacenamiento igual 
la tercera parte de su capacidad util, y al final del tercer mes se quiere te 
ner en el embalse un volumen de agua igual a las dos terceras partes de la ca 
paci dad util.

0 < st

Beneficio obtenido al vender 
Unidades de agua

en donde , es la cantidad de agua almacenada durante el perfodo de tiempo t. 
El agua es derivada del embalse para ser vendida a una zona industrial y a un 
distrito de riego, con los siguientes beneficios o retornos:

La capacidad de las obras de derivacion es 1 unidad de agua por mes, y el 
agua descargada del embalse mediante el aliviadero no es utilizada y tampoco 
genera beneficios ni danos. Los pronosticos de las aportaciones del rfo al 
embalse durante los proximos 3 meses son los siguientes:
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Maximizar {

sujeto a:

t = 1, 2, 3+ q t

2,1, 3t =+ q t

30 < 1 t = 1, 2,< <3

10 t = 1, 2, 3<
*

> 0 1, 2, 3t =

en donde W ,t

presenta ahora usando el alg£

1. 4s

mes,
en-

■»

en

3 E t=1

St

S t

Este problema se puede plantear como 
te manera:

es la cantidad de agua vertida por el aliviadero durante el mes 
t, y las demas variables ya fueron definidas.

+ W t

r 
algorftmo hacia adelante. 
procedimiento planteado en 
d i screta.

Esta solucion se

un problema de optimizacion de la siguien_

ut

Rttxt)}

Se identifica como primera etapa el subproblema planteado para el primer 
la segunda como el del segundo mes, y la tercera como el del tercer 

mes. La variable de decision para cada etapa.es la cantidad de agua 
tregada en el mes X^, y la variable de estado es la cantidad de agua 
el embalse al inicio del mes, S .

Se quiere definir la operacion optima del embalse durante estos tres meses, 
es decir, definir las entregas a hacer en cada mes de tai forma que se maximj_ 
cen los beneficios por la venta del agua.

Xt

Wt

Xt

St

XtSt+1

La solucion de este problema de optimizacion se 
ftmo de programacion dinamica hacia atras y posteriormente se Kara usando el 

presenta siguiendo paso a paso el
el capFtulo anterior para la programacion dinamica

etapa.es
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Para la ultima . eta-la ecuacion de recursion para cada etapa.Se define2.
i pa:

{Ra (X3)}f3(S3) = Max

Sujeto a:

0 < . X3 < 1

10 <

W3

Para la segunda etapa:

= Max {R2(Xz) + f3(Sf2(S2)

Sujeto a:

0 < X2 < 1

X2 + W2 £S2+ qz

s3 - w2X2 = S2 + q2 -

0 < S2 < 1

W2 < 1

Para la primera etapa:

Max {Ri(Xi) + f2(Si+fi(Si) =

*

qs

Su

^3

q2 - X2)}

S3 < 

x3 + w3< s3 + 
X3=S3+q3 - 

> 0

2 +

qi - Xj}
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Sujeto a:
0 < Xi< 1

£
Xi + W1 < Si + qi
Xi = Si + qi - S2 - Wi

0 < Si< 1
W1< 1

3.

fsCSs) = {R3(X3)}Max

Sujeto a:
0 < X3£ 1

0 - 2/3 - w3X3 = S3 +
W3 > 0

y

- w3 - sj If3 (1,0) = Max < Max

%
= Max < >= Max<

= Max > 2500
1 valor correspondiente de X3 es 1/3.

R3(X3) _
Ra(X3)f ’

Jr d/3)V (0)

+ q3-
+ q3 - W3 - S4)

r3(s3
]R (S3

R (1,0 + 0 - 0 - 2/3) I 
R (1,0 + 0 - 1/3 - 2/3) |

Se calcula f3(S3), para todos los valores posibles de S3(0 < S3<1) como:

Recuerde que los aportes al embalse durante la ultima etapa son q3 = 0 
que se quiere tener un volumen de agua al final de esta etapa de 2/3.

2500 I _ 0 J'
es decir, f3(l,0) = 2500 y e

Los calculos correspondientes a esta etapa se presentan en la Tabla 1, y 
en la cual el asterisco indica el valor de f3(X3) para cada valor posible 
de S3. Note que solo son posibles valores de S3 de 2/3 y 1 para poder ga 
rantizar un valor de Si* de 2/3, en vista de que no hay aportes durante es 
ta etapa. Los calculos por ejemplo para S3 de 1,0 son:
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Calculo de f3(S3) para la ultima etapa.Tabla 1.
%

f3(S3)R3(X3)x3 w3s3

0o* 02/3 00

1/32500* 25001/3 01
1/3 00

4.

+ f 3 ( S 3 ) }= Max { R2(X2)f2(S2)

Sujeto a:
0 < X2 _< 1

1/3 W2X2 < $2 +

S2 - S 3 + 1/3 “ W2x2 =
0 < S2 < 1

w2 > 0
s3 > 2/3

cua 1la el asterisco in­
Note que solo son

©
I

X*

Se resuelve la ecuacion recursiva para la segunda etapa y para cada valor 
posible de $2(0 <: S2 1), es decir:

Estos calculos se presentan en la Tabla 2, en 
dica el valor de f2(S2) para cada valor posible de S2. 
posibles valores de S2 de 1/3, 2/3 y 1, para poder garantizar S3^ 2/3, 
ya que los aportes durante esta etapa fueron de 1/3- Los calculos por 
ejemplo para S2 de 2/3 son:
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i

f

+
= Max - = Max 2500

es decir, f2(2/3) = 2500 y el valor correspond lente de X2 es 1/3 6 0.

Tabla 2. e
f2(s2)r2 (x2)+f3(s3)$2 f3(S3)x2 R2(X2)W2 S3

1/3 0 0 2/3 0 0*0 0

2/3 2500 ' 1

1

5000

&

<

0
0
1/3
1/3
2/3

0 
0
1/3

1 
2/3 

1 
2/3 
2/3

1
2/3
2/3

2500 
0

2500
0
0

2500 
0 
0

0
0

2500

1/3
2/3
0
1/3 
0

0 
1/3 
0

0
0

■ 2500
2500
4000

2500* 
0

2500* i
!2500 

0 
5000* 
2500 
4000

R 2 (S 2 + 
= Max’ Rz(S2 + 

R2(S2 +

2500
0
0

- W2 - S3) + f3(S3)’
’ S3) + f3(S3) . 

w2 - S3) + f3(S3)

2500
. 0

2500

*

R2(o) + f3(l)
Max < R2(0) + f3(2/3) •

R2(1/3)+ f3(2/3)

Calculo de f2(S2) para la segunda etapa.

0
0 +
2500+

rR2(X2) + f3(S3)‘
f2(2/3) = MaxJR2(X2) + f 3(S3)>

[MX*) + f3(S3)
[>2(2/3 + 1/3 - 0 - 1) + f3(l)

= MaxH2(2/3 + 1/3 - 1/3 - 2/3)+f3(2/3)
[_R2(2/3 + 1/3 - 0 - 2/3) + f3(2/3)

qz
q2 - W2

qz
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la primera etapa y para Sj = 1/35.

%

Max {Ri(Xi) + f2 (S2)}f i (Si) =

Sujeto a:

< 1

<2/3 + 1/3 - Wj

2/3 + 1/3 -• SXi =

S2 > 1/3

> 0

= 1/3

la Tabla 3,

&
Calculo de f i (Si) para la primera etapa.Tabla 3.

fi(Si)Ri(Xi)+ f2(X2)f2(S2) Ri(Xi)Xi Wi S2

1/3 0 0 0 0
0
0

0
5000

0

41

Se resuelve la ecuacion recursiva para 
es dec i r :

2/3
1/3
0
1/3 
0

1/3
1/3
2/3
2/3

1

2500
2500
5000

2500
4000

2500
0

2500
4000

0
1/3
2/3
0
1/3
0

2500
500 )*
5003*

en esta tabla el asterisco ir^ 
= 1/3.

0 < Xi

Si

Wi

X1

Si

Estos calculos se presentan en
dica el valor de f i (Si) para el valor de Si

2 - W2
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Se escoge el valor maximo de fi(Si)6. que es:

5000

que corresponde a:

1/3, 1/3 0y

o
0= 0 y

*7. que puede tener los valores de,
= 2/3 6

a) = 2/3 corresponde:
<»

*f2(s2) (Ver Tabla 2) a lo cual corresponde:

= 0 » o,y
6

= 1/3 y
* * *tiene que f2 (S2) = 5000 a lo que corresponde X2 = 1/3se

0.

* *8. 6= 1

a) = 1 (Ver Tabla 1) y

&
b)

= 0, = 0 = 0y

st

Xx2

*w2

Xw?
X x'l X w'l'

*X3 *W3

*x2

*Si

*Si

AX1

y xt = 173APara S3
AW3 = 0.

XPara S3

APara S2

ASe calcula S2
As2

A= Si
As2

1/3,

® 2/3 (Ver Tabla l) se tiene que:

= 2500

fi(S?) =

f3(st)

Xse tiene que f3(S*3) = 2500

XSe calcula S3 = S2 
» 2/3.

+ qi - Xi - Wi 
= 1.

X X+ qz - X2 - W2 que puede tener valores de S3

b) Para S2 = 1, 
A W2 =

AW2 = 0
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Las polfticas optimas son entonces las siguientes:

= 1/3, = 1/3
6

= 1/3, = 0
6

= 0, = 1/3,

mismo beneficio neto total para los tres meses de

a

1. lasson-

6s 2.

ft(S ) = Max {R (X.) + f )}t t t-1t t

Sujeto a:

3.

fi(Si) = Max {Ri(Xi)}

Si se usa el algorftmo de programacion dinamica hacia adelante la solucion 
este probl ema de operacion optima es como sigue.

Se define la ecuacion de recursion para cada etapa, que en forma general 
esta dada como:

Las etapas, las variables de estado y las variables de decision 
mismas que para el caso del algorftmo hacia atras.

Xx;

*X1
AX'a

y-,todas repercutiran en el 
5000 Bs.

X 
xi

*x3

*x2

wt

&X3 = 1/3

< 1
Wt

0 < Xt
<s

(St-!

Xt
Xt
o < s. t

t-1+
- st-1-

< 1
+ qt

qt
st

Se calcula fi(Si), para todos los valores posibles de Si como:

£x2 = 1/3,

x* = o,
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Sujeto a:
0 .< Xi 1 *

X1 < 1/3 + 2/3 - Wi

X1 = 1/3 - Si + 2/3 - Wi

0 £ Si £ 1

f(2/3) = Max< Max
I

t'-'
= Max< Max s

= Max* 2500

es. decir fi (2/3) = 2500 y el valor cor respond i ente de Xi = 1/3.

Ri (1/3 + 2/3 - 0 - 2/3) 
Ri (1/3 + 2/3 - 1/3 - 2/3) f

- Wi - Si)"l
- Wi - Si)f

Ri (1/3)1
Ri (0) [

= 2/3 y 

Los calculos pa^ 

en la cual el^asterisco ind_i_ 

Note que S2 > 273 para garantj_ 

que

2500 
0 r

J Ri(So + q 1 
|_Ri (^0 + qi

Ri(Xi) , _
Ri(Xi)| ’

zar que S3 = 2/3 ya que q3 = 0 
S2 > 2/3 ya que q2 = 1/3.

Recuerde que los aportes al embalse durante la primera etapa son q 
el volumen almacenado al inicio del primer mes es So = 1/3. 
ra la primera etapa se presentan en la Tabla 4 
ca el valor de fi(Si) para cada valor de Si. I

y por lo tanto Si >1/3 para garantizar 
Los calculos por ejemplo para Si = 2/3 son:
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Tabla A. Calculo de fi(Si) para la primera etapa.

' Ri(Xi) f1(Si)Si X1 Wi

1 0 0 o* 0 0

2/3 1/3 0 2500* 1/32500

1/30 0

1/3 4000*2/3 40000 2/3

2/30 0

1/3 1/3 2500

Se resuelve la ecuacion recursiva para la segunda etapa, es decir:

fa(S2) = {Ra <X2) fi(Si)}Max +

&fl

Sujeto a:

0 <. X2< 1

X2 = Si + q2 - W2 - S2

4

*

Los calculos para esta etapa se presentan en la Tabla 5, en donde el 

terisco indica el valor de f2(S2) para cada valor de S2. Note

2/3 .< S2 < 1
W2 > 0

x*

as- 
que solo 

son posibles valores de S2 de 2/3 y 1 para garahtizar que S3 = 2/3 ya que 
qs = 0. Los resultados por ejemplo para S2 = 1 son:
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- Wz - S2)+ f1(Si)
If 2 (1) = Max >

+ q 2

- = Max= Max

fzU) = Max 25000 Max
0 + 2500

Aes decir €2(1) = 2500 y X2 puede ser 1/3 6 0.
e

Calculo de fzCSz) para la segunda etapa.Tabla 5.

■fi(Si)+R2(X2) fz(S2)R2(X2)fl(Si)S2 X2 w2 Si

25001/3 2500*25001 01 0

1/3 00 0 01

2500*2/3 2500 0«00

i|000 40002/32/3 010
«■

2/3 1 0 0 00

1/3 1/3 2500 25001 0

1/3 2/3 2500 2500 5000* 5000 .0

, 1/3 2/3 2500 0 25000

4000 40001/30 0 0
<«

R2(X2) + fl(S1)
R2(X2) + fl(S1)
R2(X2) + fi(Si)

2500 
0

2500

p.:.
4 R2(o) 
|_r2(0)

R2(1 + 1/3 - 0 - 1) + fid) 

R2(1 + 1/3 -1/3- 1) + fid) 

R2(2/3+1/3 - 0 - 1) + fi(2/3)

R2(Si +

Max’1 R2(Si

R2 (Si

R2(l/3) + fi(1) 

+ fid) 

+ fi(2/3)

2500 + 0

+ 0

Q2

+ q2 - -W2 - Sz)+ f 1 (Si)

- W2 - Sz)+ fi(Si)
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«
5.

1
+ f z(Sa)}fsUa) = {R3(X3)Max

Sujeto a:

la Tabla 6.Los calculos para esta etapa se presentan en

Calculo de fa (S3) para la tercera y ultima etapa.Tabla 6.

f2(S2) Rs (X3) f 2($2) + R3(x 3) f3(S3)S3 X3 W3 S2

* 2/3 0 0 0 5000
0

1/3 1

Se escoge el valor de f3(S3)6. que es:

f3(S3) = 5000

que corresponde a:

= 1/3, = 1 = 0y
6

= 2/30, = 0y

♦
la Tabla 5 y se obtiene que:7. se entra en

Se resuelve la ecuacion recursiva para la tercera y ultima etapa, es de­

ci r :

2/3
1

5000

2500

2500

2500

0

5000*

5000*

2500
1/3 

0

0 < X3 < 1

X3 = Sa + qs - W3 - S3

S3 = 2/3

W3 > 0

-,'c w3A s2A 
x3

A
S2

A
W3

Con estos valores de S2

X3
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puede ser:a
I

= 1/3, y
6

b) = 2/3 se obtiene:

y

A8. Con estos valores de Si se entra en la Tabla 4 y se obtiene que:

= 0Para 1 = 0 y

b) Para = 1/3 = 0y

las polfticas optimas son entonces las siguientes: %

= 1/3 = 1/3

6 .
= 1/3 0

6

0 = 1/3

con ,un beneficio neto total de 5000 Bs.

i*

* 
X2 = 0

A
Si = 1

A
S1 =

A
X1

A
Wi

Ax3

*
S1 = 2/3 ,

A
X2

Ax2

A
X3

A
X3

Ax2

X* = 1/3

A
X2

a) A
Wi

A
W2 = 0

A
Xi = 0

A
W2 = 0

A
W2 = 0

X1 = 1/3,

☆
X1 = 1/3,

A
X1

s? = 2/3 y

A
Para S2 = 1

Para S2

para solu­

se us a pa_

S1 = 2/3

Como se puede observar la aplicacion del algoritmo de programacion dinamica 

hacia adelante produce los mismos resultados que el algoritmo hacia atras. 

Sin embargo, dada la popularidad del uso del algoritmo hacia atras 

cionar problemas de operacion de embalses, es este el algoritmo que 

ra solucionar los siguientes problemas.
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€ 3.2. EJEMPLO DE HIDROELECTRICI DAD USANDO PROGRAMACION DINAMICA DISCRETA

(KW)= KXhP (3.1)

Si

%

K (3.2)

(3.3)

en

las

P t

+ S

2

btP

S 
h (-^

+ St+1

Xt

energfa

Pt

Ini cia Imente se definen algunos terminos de uso comun en el caso de operacion 

de un embalse con fines de generacion de energfa hidroelectrica, y se plantea 

tambien el problema general de optimizacion dentro de un contexto de diseno y 

dentro de uno de operacion, aunque el ejemplo numerico solucionado es para la 

operacion optima de un embalse. Una cantidad de agua X (volumen por unidad 

de tiempo) cayendo una altura efectiva h sobre las turbinas dan una potencia 

de :

Se puede tambien asumir que se conocen coeficientes de distribucion mensual de 

los cuales permiten determinar la energfa firme mensual a partir de 

la energia firme total para el ano, es decir, si P es la energfa flrme total 

para el ano se puede escribir que:

^-) At

en donde h (St + 5^2) esta indicando que la altura neta sobre las turbinas 

es una funcion del aImacenamiento medio en el embalse durante el mes, At es el 

numero de Horas pico en el mes t, y P es la energfa firme total para el mes.

se tiene informacion sobre la relacion entre aImacenamientos y alturas 

el embalse se puede decir que la energfa firme total en KW-horas durante 

Horas picos (Horas en que ocurre la demanda pico) de cualquier mes t es una 

funcion del caudal promedio a traves de las turbinas y del aImacenamiento me­

dio en el embalse durante el mes t, multiplicado por el numero total de Horas 

pico en el mes, es decir:
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»
como:

Max | {P}

masas,

Vt

en donde
ese mes,

©
b) Limites en los almacenamiento,

%
< S< VtMAX

Lfm i tesc) las descargas del embalse,en

Vt

d) Lfmites en la produccion de energfa,

P _< < VtMIN

en donde:
£

■) At Vt

representa los- flujos de entrada al embalse durante el 
la evaporation durante

Pt

KXt

Pt

St

S t Xt

t +
2

e t

a)

mes
y las demas variables ya fueron de-

las iiguientes restricciones:
I

s
h (-

btP

qt

x MAXv MIN

S MIN

P MAX

Pt

et 
f in idas .

St + 1

-<Xt

Dentro de un contexto de diseno lo que interesa es definir el nivel 
de P que maximiza los beneficios obtenidos del embalse. Este problema de.op- 
timizacion puede escribirse

La ecuacion de bdlance de

...A + qt

y esta sujeto a
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*

Este problems de optimizaclon puede entonces es

(3.MMin

es el Horizonte de operaci on y R de-t

si

(3.5)= 0 si

la demands por energTa dursnte el perfodo de tiempo t.en donde

Este problems ests sujeto s las siguientes restricciones:

De balance de masas,

en donde N 
f ini da como:

Ests ultima restriccion es necesaria para evitar danos en las turbinas y pa­
ra no exceder la capacidad generadora de las mismas.

%

St e t '

a)

El problems de optimizacion anterior sirve para determinar el rendimiento 
firme de generacion de energfa del embalse y se plantea dentro de un contex-

Dentro del contexto de operacion interesa determinar la cantj_

Dt es

Xt

N
t=Z1

t>2Rt

to de di seno.
dad de energfa a ser generada por el embalse de tai forma que se minimice 

cierta funcion de retorno.

cri bi rse como:

St+1

Dt

es la funcion de retorno

Dt(Dt

Pt

Pt

+ qt
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b) Llmites en los almacenamientos,

V t

c) Llmites en las descargas del embalse,

Vt

d) Llmites en la generacion de energla,

Vt

en donde:

•) At Vt
aS'

«.■

Se tiene un embalse con las caracterlsticas que se presentan a continuacion:

6

*

m

por 
o funciones de castigo que indiquen lo 
Ambos problemas de optimtzacion plantea­

se

S
Pt

La funcion objetivo anterior puede tambien 
venta de energla secundaria generada 
que se quiere hacer con el sistema. 
dos pueden ser resueltos usando el algorltmo de programacion dinamica y 
presenta ahora un problema practico de operacion para generacion de energla.

incluir formas de beneficios 
funciones de castigo que indiquen

S MAX
S MINv MIN
et

KXth

-<St

< P* MAX

yMIN

-< SMAX

P MIN

-<Xt < X" MAX

H —MAX
H ~MIN
PRO 

E
F

<Pt

SMln

Volumen de Almacenamiento Maximo, 
Volumen de Almacenamiento Mini mo, 
Descargas Mlnimas Permitidas, 
Evaporacion en el Embalse, 
Tipo de Turbinas,
Cabeza Hidraulica Maxima, 
Cabeza Hidraulica Minima, 
Cabeza Hidraulica Promedio, 
Eficiencia de la Turbina, 
Factor de carga de la Turbina,

= 1270.0 x 10 
= 830.0 x 10 
= 0.0 m3/s
= 6? mm/mes

Turbinas a reaccion 
95.0 m 
73.0 m 
83.9 

= 85? 
= 100?

s t + t+1
2

m3
6 m3



63

e
1 m

C
de

Hf = 325.0 m

mar puede ser determina
ecua

2= 3.66 x 10

+
2

la elevacion media, la

2.7242 E MW-hora

6

en donde h E (H -H£-H ) es

r't

s i -

*

Asumiendo una demanda 
guientes meses dados

mes cualquiera se ha determinado 
energfa generada estara dada para

■ t 
mes t,

Hp =
= 1050. MW

XtP t

St

Perdidas Hidraulicas en el Sistema, 
Capacidad Total del Sistema, 
Altura sobre el Nivel del Mar 
la turbina,

y unos flujos de entrada al embalse para los tres 
como: . ■

mar para el pe­
es el volumen medio almacenado en el embalse durante

en donde H es 
rfodo de tiempo t 
ese

+ 3.391 x 10-2St

t = 2.7242 
el embalse durante el

durante el mes t

Una vez que para un

f Up/ en el factor de conversion de energfa 

es decir, en este embalse

genera una energfa correspond iente a h X.

para 

un volumen de descarga 

MW-hora.

Xr(H -H,-H ) 
t t f p

§t

st+1

ese mes como:

- 7.503 x IO’6

Xt

Ht

Pt

la elevacion media del agua sobre el nivel del 
y

perfodo de tiempo y calculado como:

ht

La elevacion media del agua por encima del nivel del
do como funcion del aImacenamiento medio en el embalse por medio de una 
cion poligonal dada como:



/

64

V

88.21 100.0

2

3

func ion

< D t

0 D t

0

la variable de estado es
son

Vt

son:

830.0 1270.0<: £ Vt

y para la variable de decision son:

0.0 _< Vt

150.0
100.0

173.03
88.2

228.5
448.5
228.5

Demanda 
(Eqv. MW)

Mes 
t

Xt

X t

Pt

e t

Flujo de Entrada 
(m3/s) (106

Rt

St

St + 1

y ademas asumiendo que el embalse se encuentra lleno al inicio del primer mes 
se desea determinar la operacion optima del embalse que minimice la 
de retorno para los tres meses dado como:

Este problema puede ser resuelto mediante el uso de la programacion dinamica 
en donde el numero de etapas es el numero de meses,

y la variable de decision son las descargas 
La ecuacion de estado esta dada

Pt

La funcion de retorno esta dada por la ecuacion anterior, y las restricciones 
sobre la variable de estado

St + qt

m3/mes)

el numero de etapas es
el aImacenamiento del embalse S t’
a traves de las turbinas durante el mes X^,. 

por la ecuacion del balance de masas como:

(vpp2
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La funcion recursiva del

)}Min

m

La ecuacion recursiva para la ultima etapa

{r3}f3(S3) = Min

sujeto a:

830.0 <: 1270.0

0.0

Los resultados para esta etapa se presentan la Tabla 7■en

La ecuacion recursiva para la segunda etapa se puede escribir como:

- X2 + qz - e2)f2(S2) = Mi n

sujeto a:

embalse
6

{R2

m por mes.
de 8 boras. El problema es 
dinamica etapa por etapa empezando

asume
6 „3

algorltmo de programacion dinamica esta dada como:

< X3

se puede escribir como:

+ f3(S2

(St) .

-< S3

{Rt (st+1

como
Se asumio tambien para este problema 
El problema es resuelto ahora con el 

en la ultima.

+ ft+1ft

Antes de resolver este problema de optimizacion con el algorftmo de programa­
cion dinamica vale la pena anotar lo siguiente. Debido a que este es un ejem 
plo ilustrativo se asume un intervalo de discretizacion para la variable de 
estado de 220.0 x 106 m3 dando como resultado que los almacenamientos solo 
pueden tomar valores de 830.0, 1050 y 1270 x 106 m3. Aunque la evaporacion
varfa de mes a mes de acuerdo al area media del espejo de agua en el 
esta se va a asumir como constante para todos los meses e igual a 8.50 x 10

3 ~a i- <- a r- k i a m (j n p e r To do de demanda pico
algorFtmo de programacion

830.0 < S2 < 1270.0
0.0 < X2
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los resultados para esta etapa se presentan en la Tabla 8.
■ ♦

La ecuacion recursiva para la primera etapa puede escribirse como:

fi(Si) - Xi + qi - Si)}

sujeto a:
Si 1270.0

0.0>

los resultados para esta etapa se presentan en la Tabla 9.

Los calculos para cualquier estado S t

T. y s como:t+1

*
+ q t

6que tendra unidades de 10

2. Con S t

+ 2.291 x 10

3- Con la altura neta y el caudal X t

2.7242 (MW-h)

4.

e

st

Conocido S

H
P

= Min {Ri + f 2 ( S 1

X1

7.503 x IO'6

Pt

■^t

et St + 1

y St+1

x 0.85 X

se calcula la energfa generada como:

en cualquier etapa son Ips siguientes:

el mes para obte-

Xt

= 3t66 x 102

Altura Neta^

Altura ne_tat

m3

La energfa anterior se divide por el numero de boras en 
ner esta energfa en Mega-watts equiva1entes, es decir:

se calcula la altura neta media sobre la turbina como:

se calcula X
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(Eqv.MW)

I-
5.

si0

s i

mejor paso para cada estado de la variable6.

Calculo de fi(Sy)Tabla 9.

R j+f 2:f2Ri

1062.81062.867.4 0.0» 220.0 95.21270.01270.0
*4A0.0967.2 967.2967.289.4 126.5440.0 0.01050.0

0.0 4457.3 4457.3. 178.3830.0 84.0660.0

es­se

(Tabla 9)440.0

1050.0 se obt i ene:con $2 =

(Tabla 8)440.0

1050.0 se obtiene:con S3 =
•e

= 44o.o (Tabla 7)

Se calcula la funcion de retorno como:
I

puede obtener de los resultados de la Tabla 9 y
I

pt

Altura 
Neta 
(m)

AX2

*Xi
Pi 

(Eqv.MW)

Xi

La solucion al probl ema 

tos son:

3)3) fl

X*

$2

3) (l06m
Si 

(106m

Pt/720.0

Xi 

(l06m

Se procede con la seleccion del 
Sf

Rt Dt

Rt

Pt

DtPt
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3.3. EJEMPLO DE ABASTECIMIENTODE AGUA USANDO PROGRAMACION DINAMICA CONTINUA

como:

unidades de agua du-t

1 uni dad de agua por mes,

1
2
3

a

es

Un embalse tiene una capacidad util de 1 unidad de agua. 
del embalse para ser vendida a una zona industrial 
y los beneficios obtenidos por esta venta estan dados

estas descargas dan como resultado un deficit de energfa sobre los tres meses 
de 967.2.

es el beneficio obtenido por la venta de X 
rante el periodo de tiempo t.

2/3
1/3
0

El agua es derivada 
distrito de riego,

Mes 
t

Apo rtac i ones
‘’t

en donde R

Rt

y a un

- 682*+.i»0 X*= -49.07 + 10420.38 X

Al principio del primer mes se tiene en el embalse un a 1macenamiento igual 
la tercera parte de su capacidad util, y al final del tercer mes se quiere te 
ner en el embalse un volumen de agua igual a las dos terceras partes de la ca 

/ —”

pacidad ut,i 1 .

Se quiere definir la operacion optima del embalse durante esos tres meses, 
decir, definir las entregas a hacer en cada mes de tai manera que se maximi- 
cen los beneficios por la venta del agua.

La capacidad de las obras de desviacion es 1 unidad de agua por mes, y el 
agua descargada del embalse mediante el aliviadero no genera beneficios ni da_ 
nos. Los pronosticos de las aportaciones del rfo al embalse durante los pro- 
ximos 3 meses son los siguientes:
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problems de optimizacion como:Este problems se puede plantear como un

SujetO a:
2, 3= 1 ,t

= 1, 2, 310 X tt

2, 3= 1,0 < S < 1 tt

este problema de optimizacion se presenta ahora usando el algo-

E1 problema es entonces resuelto etapa por eta-

0
El problema a ser solucionado en la ultima etapa se puede escribir como:

&

f3(S3) = Max {R3(X3)}

es dec i r:

sujeto a:
S4 = S3 + q3 - X3

2/3pero se sabe que Su = es decir:0,y qa =

(3.6)

*■

St Xt

y reemplazando esta expresion en la funcion recursiva anterior se puede escri 
bi r que:

X3

SHIP

0- 6824.40 X3}

(xt)}Rt

f3(S3) = Max'{-49.07 + 10420.38X3

La solucion a
rltmo de programacion dinamica hacia atras con el metodo de calculo de la pro^ 
gramacion dinamica continua.
pa empezando en la ultima.

St+1

3
Maxi mi zar { E 

t=1

+ qt

S3 - 2/3
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f 3 (S3) =

El problems a ser solucionado en la segunda etapa se puede escribir como:

f2(S2) = {R2(X2)Max

sujeto a:
S2 + X2Q2

2/3

1/3,pero se sabe que q2 = es dec i r:

S2 + 1/3 - X2S3 = (3.7)

f2(S2) = + 1/3 - X2)} '

10029.05

<1

y usando las respectivas expresiones para R2 y 

que:

Max {R2(X2) + f3(S2

f2(82) = Max {-1<9.O7 + 10A20.38X2

f3(83) = -49.07 +■10420.38(S 3

y reemplazando esta expresion 
bir que:

S3

S3

f3

- 10029.05 + 19519.58 S3

+ 19519.58(52 + 1/3 - X2) - 6824.40(52 + 1/3 - X2)2}

2- 6824.40X2

2- 6824.40 S3

en esta ecuacion darFa

+ f 3 (8 3) 1

o sea:

- 2/3) - 6824.40(S3- 2/3)2

en la funcion recursiva anterior se puede escr_i_

el valor de X2 que maximiza esta funcion recursiva esta dado por la derivada 
parcial de la funcion con respecto a X2 e igualando el resultado a cero, es 
dec i r:
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- 19519.58 + 13648.80(52 + 1/3 - X2)
»

=-452<9.6l - 27297.60 X2 + 13648.80 S2=0

o sea:

(3.8)

Observe que con

= - 27297.60 < 0

f2(S2).
<*en

f2(S2) =

$2 1\21
~ + & }- 6824.40 (S2 +

2f2(S2) = - 3950.73 + 12695.18 S2 - 3412.20 S2

El problems a ser solucionado

f1(Si) = Max {R1(Xi) f2(S2)}+
*sujeto a: S2 = + qi

la segunda derivada parcial de la funcion recursiva anterior 
respecto a X2 darfa:

3

1

1
■ S’

*
X2 — 13648.80 S2 - 4549-61

27297.60
$2 
2

9 2(S2)
9X2

= 10420.38 - 13648.80X2

Si Xi

-49.07 + 10420.38 (—

9 f 2(S2) 
. 3 X2

- 6824.40

o sea :

en la primera etapa se puede escribir como:

- 10029.05 + 19519.58 (S2

4>2
. 1 _ Il + h + 3 2 + r

lo cual garantiza que el valor de X2 definido por la ecuacion (3.8) maximiza 
la funcion recursiva f2(S2) . Reemplazando el resultado de la ecuacion(3.8)

la-funcion recursiva f2(S2) se puede escribir que:
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*
2/3,1/3pero se sabe que qi =y

(3.9)1S? = X1

I

fi($ i) = Max {Ri(Xi)

fa en esta ecuacion darfa que:y usando las respectivas expresiones para Ri y

-3950.73 + 12695.18 (1- Xi) - 3^12.20 (1-Xi)2}

= 10420.38 - 13648.80X1-12695.18 + 6824.40 (1 - Xi)

= 4549.60 - 20473.20 X

da r fa:lo cual

2/9

*reemplazando este valor de XT

7/91 - 2/9 =1

la ecuacion (3.8) se obtiene:Usando en

parcial 
dec i r:

2
9

*S2 *Xi

317

4549.60
20473.20

4TK

3Xi

en’la ecuacion (3.9) se obtiene que:

Si

X2

y reemplazando esta expresion 
bir que:

7 
" TB- ‘

2fi(Si) = Max {-49.07 + 10420.38X1 - 6824.40Xi

X?

es dec i r:

+ f2(l - Xj)}

el valor de Xi que maximize esta funcion recursiva esta dada por la derivada 
de la funcion con respecto a Xi e igualando el resultado a cero, es

en la funcion recursiva anterior se puede escr_i_

1 = 0

este valor de S2
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*
reemplazando este valor de X2 eny

+

la ecuacion (3.6) se obtiene que:

y las polfticas optimas son entonces:

y

&

2
9

79

2
3

8
9

2
9 ’

2
9 ’

2
9

2
9

X3

■;<

S2

*
S3

<-
S3

*
X3

*X! *x2

 8 29 _ 3

El 
de 

aumehta el numero de esta

39

Como ultima ilustracion de la aplicacion de la programacion dinamica para de- 
finir la operacion de sistemas de embalses dentro de un contexto determinfsti 
co se presenta ahora un ejemplo de la operacion optima de dos embalses. 
lector podra darse cuenta con este ejemplo lo explosive que es el metodo 
calculo de la programacion dinamica discreta cuando 
dos por etapa.

Para encontrar la solucion al problema se usa el algorftmo de programacion di 
namica hacia atras, dejando al lector interesado el planteo y solucion del 
problema usando el algorftmo hacia adelante, y mediante el metodo de calculo 
de la programacion dinamica discreta.

3.4. EJEMPLO DE OPERACION CONJUNTA DE DOS EMBALSES USANDO PROGRAMACION DINAM I 
CA DISCRETA.

y usando este resultado en

la ecuacion (3-7) da que:

que repercute en un beneficio total de 5788.6g unidades, el cual se obtiene 
de reemplazar la solucion optima en la funcion recursiva fi(Si) o en reempla 
zar la solucion optima en la funcion objetivo general.
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sistema de dos embalses en paralelo duran_
ft,

3

de nr .

1001
ft 2

503
4*

mes.

Para la tercera etapa:

)}
a: ■'

100
100 50

0

Mes 
t

Se asume que en cualquier perfodo de tiempo el embalse puede contener 0, 50, 
6 100 millones de m3.

nes de m
3'

Las etapas para este problema son los subp roblemas planteados para los perfo- 
dos de tiempo o meses, las variables de estado, que seran dos por etapa, son 
los aImacenamientos en cada embalse al inicio de cada mes, y las variables de 
decision, que tambien son dos por etapa, son las cantidades de agua entregada 
por cada embalse durante el mes. La ecuacion recursiva puede escribirse para 
cada etapa como,

(106

f3(sp) J2), b3 , X 3) = Min {R3(Xp)

Aportes Embalse 2 
q* (l06m3)

Aportes Embalse 1 
qj (106 m3)

Se desea definir la operacion de un 
te los proximos tres meses de tai manera que se minimice la suma del cuadrado 
de la diferencia entre el agua necesitada y el agua entregada por el sistema 
durante los tres meses. La demanda en cada uno de los meses es de 100 millo- 

y las capacidades de los dos embalses son de tambien 100 millones 
Se asume que al inicio del primer mes el embalse 1 tiene almacenados 

50 millones de m3 y el embalse 2 se encuentra vacfo. La operacion del siste­
ma debe ser tai que al final del tercer periodo el embalse 1 se encuentre 11£ 
no y el embalse 2 tenga 50 millones de m3. Los aportes a cada uno de los em­
balses durante estos tres meses serlan los siguientes:
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e

sujeto a:
*0 <:

(i)

> 0 > 0

Para la segunda etapa:

) = Mi n )}

sujeto a:

0 100at

£ 0 0

Para la primera etapa:

(2)
) = Min {R (X, Si' )}

Sujeto a:
0 < 100£

<

+

-

> o > 0

(1) 
1

100
(i) 

93

0 •

x<'>
X<2>

s'”
s(2)

3
= s

2

) + f3(S3f2(sP

y(l)
A2

100

J1)91 "

91
y(2) 
a 1

) + f2(S2 )

J2)
» S2

y(2) 
» Al

0 C

Al 

y(2) 
A 1 

y(l) 
Al

<•(1) 
02

-(2)

, A2

fi(sp) J2)
» S2

0 

x(1) = 
A3

y<2)
A3

yW
A 3

U2) 
,03R2(xP)

- Su

93 "
y (2) 
A3

s(2) 03

S1(1)

S1(2) 

= sp) 
= sP +

< 100

J1) 9 2
(2)

q2

y(2) .
A2

J1) 
02

S2(2)

= sP +
(2) +

sj1) z 100

Sa(2)

s3(1) +

= s3(2) +
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e

en donde:
) =

E1 p rob 1ema la ultima etapa.se

1.

a
)}

sujeto a:
i = 1, 2

- 50

0, X|>

para

2. ) como:
(1)Para todas las combinaciones posibles de Sa

a

)}2

como S3
(2) y X3

(i) 
t

- 50
(2)

resueIve abora etapa por etapa empezando en

) + fa (Sa1)

f3(S^

Rt(X

) - Min {RatXa1)

y sl2)

,s $2) )}

(2) y S5 '

f2(sP

Los calculos correspondientes a esta
Observe que tanto Sp^ c(2)

(1)garantizar que X3

,X?>

„(2)
9 ^2

J2)
»S3

x(2) ’xt

J2)
,S3

» Sa

) como:

{Dt

(2) 
y qt

+

(2)
V st

-

) = Min {R3 (X3(1)

•S 100,

= sp>

(1) en donde S. y S son los almacenamientos al inicio del mes t en el embal r (i) (2) ~se 1 y en el embalse 2 respectivamente, X* y X/ son las entregas durante 
t*) y son los

Dt

0 c sp) 
x(i) X3 
y(2) X3
yW X3

Para todas las combinaciones posibles de Sp^

t^ y Xt2)
el mes t por el embalse 1 y el embalse 2 respectivamente, q^ 
aportes durante el mes t al embalse 1 y al embalse 2 respectivamente, y 
es la demanda por agua durante el hies t.

etapa se presentan en la Tabla 10. 
tienen que ser mayor de 50 x 106m3

scan mayor que cero.

Calculo de f3(83

Calculo de fztSp^

> 0
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8

sujeto a:

100,

> 0> 0,

se

(2) ) para la ultima etapa.Tabla 10. , S3V

1000050 10000*50 00

2500* 250050100 050 <»
250050 2500*100 50 0

00*100 100 50 50

3.
(i) )}

sujeto a:
= 0= 50,

= 100
e

0 £ 0

Los caleulos correspondientes a esta etapa se presentan en la Tabla 11. 
En esta tabla se puede observar lo explosive de los caleulos cuando 
trata de un problema con mas de un estado por etapa.

fi (Si

s(2) 
(1)

Cal culo de f3 (S3

, (i)Calculo de fi (Si 7

) = Min' {Ri (Xi1)

+ 50
Y(2) 
A2

(!)+ 100 - s3

S3

Y (1) 
A 3

) + f 2 (s 2 ) J2) , $2Y(2),X1c(2)
> Si

s(2)> S 3

xP
x?)

£

= S2
J2) = 02

R3(X31)s(2)S 3

) como:

i = 1 , 2

s(1)S 3 X<2>

= 150 - $2 ■

A2) S2

Al

0 -< sP

A2
Y(l)
A2
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) para la segunda etapa.Tabla 11.

R2

1250010000000
25000

10000100000500
5000

0100

1000010000001000so
50005000*25002500050

100001005050
2500100

0
250000

1000000100* 250025000

50 .100

2500
2500100

10000100100 100

050100

100001001000
250.0100

0
2500100

200001000010000100100100so
100

0so

5000*
5000
10000

so
100

so
100
so
100

so
100

so 
so 
100

so
100

so
50

100

50
50
100

50
100
50
100

50
100

50 
100

SO
100

so
1O0
so

100

so 
so 

10o

so
100
so
100

so
so

so 
so 

100 
100

so
so

so
so

so 
so
iso 
100

150
ISO 
so 
so

so
0

so
0

so
100

so
0

so
0

so
0

so
SO •
o ■

so
0

so
0

5°
0

so
0

so
so

so 
so

2500
10000

2500
2500
10000

22500
10000

10000
2500 
0

2500
0

2500
0

2500
0

2500 
0

2500
2500 
0

10000
2500
2500 

0

2500
2500

0

2500
2500
0

2500
2500 

0

2500
2500

0

12500*
12500*

12500
2500*
2500*
2500*

20000
5000
2500*
2500*

12500*
2500*

12 500
2500*
2500*
2500*

50
100

2500
2500
0 *

5000
5000

0*

32500
12500
5000

0*

150
150
50 '
SO

SO
100

SO
SO

100

Rj + f 3 f2f3

<.(2)
, 52Calculo de f2 (S2

J’) J*) S2 53 ,(2) 5 3 Y(2) A2J1) *2
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) para la primera etapaTabla 12.

Ri+ fz fif2Ri

50 3500022500 125000 0 0 150 100

50 150000 50 150 10000 5000

50 100 100 10000 5000 150000

50 50 100 50 2500 2500 5000
100 500 100 2500 2500 5000

0 100 150 0 2500 2500 5000
50 100 100 0 0 0 0* 0

2500100 50 50 50 0 2500
100 100 50 0 2500 0 2500

Los calculos de esta etapa se presentan en la Tabla 12.

escoge ahora el valor de fj(S ), que es:

) = 0

50, X = 100, = 0, = 0

Con estos valores se calcula:

(1)
= 50+ qi

(2) = 100
+ qi . ••

(i) 
i

fl (Si

Ca1culo de fi(Si

J2) 
02

02

J2) 
, 01

J2) 
, oiDe la Tabla 12 se

r(i)*
O 1

(1)*

s'1’ s'2’

<-(>)*
= 01

J*)* 
01

U1)" 
Al

s(1) o 2

(1) •' $2 1

xf2’

- s'2’*

x!”

y<2>*
" Al

J*)* 
» o 1

x<2’*

que corresponde a:
(i)" 
i
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fzCSO, 100) que es 0 y corresponde a:de la Tabla 11 se escoge
• ■

= 50

con estos valores se calcula:

(i) = 100+ q2
(2) = 100+ q 2

de la Tabla 10 se escoge f3 (100, 100) que es 0 y corresponde a:

- 50

4 La polFtica optima de operacion del sistema de embalses es entonces:

9

la cual no produce ningCin tipo de deficits.

e

*

100
50
50

0
50
50

1
2
3

Mes Entrega Embalse 2 
„(2)* 
A '

Entrega Embalse 1J1)"
i

J1) *3

(1)* X2 '

S2

Y0)*A2

„(2)*
’ A2

<.(!)* 
02

(2)* = 50 y X)'

En los ejemplos anteriores se determind la operacion optima de sistemas de em­
balses y no su regia de operacion. Tai como se discutid antes,la. operacion dp_ 
tima es una herramienta para definir la regia de operacion. Hasta ahora todo 
el desarrollo se ha efectuado dentro de un context© determinfstico en donde se 
asume que los flujos de entrada al embalse son conocidos. En la realidad esto 
no es valido y es necesario adicionar el comportamiento estocastico de los flu 
jos de entrada al embalse a la decision del problema d;e operacion.

Ji) * 
->3

" (2) "= 50 y 1

Ai}*o 3
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IV. PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA

se

1 a
Se

e

se

del

En los capftulos 
eran conocidos, es decir, se 
dentro de un contexto determinTstico.

El uso del perfodo crftico de flujos de entrada a un embalse para determinar 
la operacion de un embalse es equivalente a asumir que estos flujos represen 
tan el peor perfodo crftico que se puede presentar en la vida del embalse.
La solucion del problema de operacion de un embalse dentro de un contexto de 
terminfstico, es decir, en donde se asume que la historia contiene toda 
informacion sobre el future, no es una solucion ajustada a la realidad, 
deben desarrollar entonces algunas tecnicas que permitan evaluar el riesgo 
asociado (la incertidumbre) con cierta polftica de operacion del embalse ya 
que el future es desconocido, los flujos de entrada al embalse son en reali­
dad variables aleatorias.

La solucion al problema de operacion de un embalse debe hacerse entonces den 
tro de un contexto estocastico que permita evaluar el riesgo asociado a las 
diferentes polfticas de operacion. Como se dijo anteriormente, por ejemplo, 
el valor de la energia aumenta con la confiabi1idad con que puede ser entre- 
gada y las tecnicas estocasticas pueden ayudar a cuantificar esta confiabili 
dad. En general, los metodos estocasticos usados para determinar la regia 
de operacion de un embalse pueden clasificarse como Implfcitos y como Explf- 
citos. Como su nombre lo indica los metodos estocasticos implfcitos manejan 
la estocasticidad de los flujos de entrada al embalse por fuera de la metodo 
logfa usada para determinar la operacion del embalse (simulacion y optimiza- 
cion) mientras que los metodos explfcitos usan la representacion estocastica 
de los flujos de entrada directamente dentro del problema de operacion. Los

anteriores se asumio que los caudales de entrada al embal 
soluciono el problema de operacion de embalses 

En el caso determinfstico cuando 
va a determinar la operacion optima del embalse o la regia de operacion 
mismo en general se usa como perfodo de flujo de entradas al embalse el pe­
rfodo crftico historico, pues si se logra determinar una operacion para este 
perfodo el embalse podra responder aun mejor en los demas perfodos de tiem 
po.
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mientos se

PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA IMPLICITA, EL METODO DE MONTE CARLO4.1 .

Generacion de fTujos de entrada al embalse1..
Programacion Dinamica determinfstica sobre los flujos generados2.

*
3.

El proceso

Identificacion del Modelo de generacion1 .

Estimacion del Modelo de generacion2.

Chequeo del Modelo de generacion3.
Generacion de las series sinteticas4.

mo 
balse.

El primer paso es la generacion de flujos de entrada al embalse. 
de generacion de una serie hidrologica consta de cuatro pasos:

Analisis de Regresion Multiples para determinar la regia de opera- 
cion del embalse.

No solo con^ 
es el que se d£

a de operacion de un
i

El metodo de Monte Carlo de Programacion Dinamica Estocastica Implfcita con^ 
ta de tres pasos:

metodos estocasticos implfcitos mas populares en recursos hidraulicos son el 
metodo de Monte Carlo y el de las Restricciones de Riesgo y el metodo explf- 
cito mas usado es el de las cadenas de Markov. Cada uno de estos procedi- 

ilustran con algun detalle en combinacion con el uso del algorit- 
de Programacion Dinamica para determinar la regia de operacion de un em-

E1 proceso de identificacion del modelo de generacion consiste en identificar 
el modelo mas conveniente a ser usado para la serie hidrologica. 
siste en escoger dentro del grupo de modelos disponibles cual 
sea usar, sino una vez escogido el tipo de modelo a ser usado definir sus ca- 
racteristicas basicas. Existen muchos modelos que han sido usados con bastar^ 
te exito en hidrologfa y los mas nombrados son los modelos tipo ARMA, los mo­
delos de la 1Fnea partida, los modelos de ruido normal, los modelos de cambios
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La escogencia de cual de estos ti-
en-
las
Una

es-

*

+ b,e+ 1 t-1

en donde son

la
%

cercanas o no.

m ya P

Por ejemplo si 
tos tienen una forma general que puede escribirse como:

m ) + ym ) + y

se escoge como tipo de modelo los populares modelos ARMA

a1’

+ b et q t-q+ b2et-2

se debe usar

qt a2(qt-1

et

(qt-p + et

^qt-2m + a y

de nivel, y los modelos de desagregacion. 
pos de modelos debe usarse para la generacion de la serie de caudales de 
trada al embalse es algo mas subjetivo que objetivo y depende mucho de 
preferencias y la experiencia que tenga el analista sobre esos modelos. 
vez escogido el tipo de modelo a ser usado se debe definir las caracterFsti- 
cas basicas de este modelo tales como, si se va a usar en forma multivariada 
o no, si se va a utilizar con parametros periodicos o con parametros constan_ 
tes para todos los meses, y, si es del caso, escoger el orden del modelo. Es_ 
te proceso de definicion del tipo de modelo a usarse y de sus cafacterFsticas 
basicas es lo que se ha llamado aquF el proceso de identificacion del modelo 
de generacion.

Para el modelo ARMA escogido hay entonces que determinar si 
version multivariada de este modelo o no, es decir, si este modelo va a in- 
cluir tambien la dependencia espacial existente entre varias series de caudal 

Esta decision es afirmativa si la correlacion entre estacio- 
nes vecinas de caudal es significativa y en este caso las componentes del mo-

qt son los flujos de entrada al embalse durante el perFodo de tiempo 
t, m es la media de los flujos de entrada al embalse, a,, a_,..., a son pa y 1 2 p r—
rametros del modelo, p es el orden de la componente autoregresiva del modelo, 
b^, b2,,..,b son tambien parametros del modelo, q es el orden de la componen 
te de promedio movil del modelo, y e es una variable aleatoria para el pe­
rFodo de tiempo t asumida independiente y normalmente distribuida con media 
cero y varianza constante.
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a

che-
s

* t-1

en el caso que el analista no tenga ningiina experiencia sobre modelamiento es 
tocastico puede entonces usar este modelo para la generacion con bastante con 
fiabilidad pues un altFsimo porcentaje de las series de caudal se ajustan 
el .

Antes d,e ent rar a generar con el modelo identificado y escogido se debe 
quear si dicho modelo cumple con las suposiciones iniciales que se hicieron 
de el. Por ejemplo para los modelos ARMA se asumid inicialmente que la compo 
nente aleatoria era independiente y normalmente distribuida con media cero 
y varianza constante y que el modelo era un modelo para series estacionarias. 
Con la serie histdrica y el modelo estimado se puede chequear si el modelo

delo anterior serfan vectores y matrices de acuerdo al numero de estaciones 
involucradas en el modelo. Tambien se debe decidir si los parametros del mo 
delo van a ser diferentes para cada perfodo de tiempo o si van a ser constan 
tes en todos -los perfodos. Se usarfa un modelo con parametros diferentes pa 
ra cada perfodo de tiempo, es decir, un modelo con parametros periodicos, si 
la correlacion serial de la serie hidrologica tipificada muestra periodici- 
dad. Por ultimo se debe decidir cual es el orden del modelo, es decir, los 
valores de p y q y esta informacion se puede obtener del correlograma y del 
correlograma parcial de la serie hidrologica.

Una vez que se a identificado el modelo de generacion los parametros de este 
deben ser estimados, por ejemplo, si el modelo de Matalas va a ser usado las 
matrices de parametros A y B_ deben ser estimadas. La estimacion de los pa­
rametros se hace con la informacion contenida en las series hidrologicas his- 
toricas y de acuerdo al modelo que se este usando.

Uno de los modelos de generacion de series hidrologicas mas populates es 
modelo multivariado AR(l) conocido tambien como el modelo de Matalas 
de escribirse como:
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4'

e

I*'

Min

sujeto a las siguientes restricciones:

a
1. Balance de Masas

*■-

otras perdidas Vt

- Xj)}

Es por esto que se recomienda generar un

s1t+1

(Dt
T- 

{ r 
t=i

Una vez que el modelo a side identificado, estimado y chequeado se pasa a la 
etapa de generacion en donde series hidrologicas sinteticas de caudales de 
entrada al embalse con una longitud de registro igua 1 al perTodo de analisis 
o a la vida util del embalse son generadas con el modelo. Las series genera_ 
das deben reproducir las caracteristicas estadfsticas de los registros histo^ 
ricos preservadas por el modelo. Puede 1 legar a ocurrir que un modelo que ha 
sido identificado correctamente genere algunas series que no reproduzcan las 
caracterfsticas de los registros historicos. Estas series deben ser descarta^ 
das para el analisis y deben usarse solo aquellas que reproduzcan adecuada_ 
mente las caracterfsticas historicas que se suppne el modelo usado preserva. 

numero de trazas muy superior al de_ 
seado y de estas trazas escoger solo las que reproduzcan esas caracterfsticas 
•estad fst i cas .

esta cumpliendo con estas suposiciones iniciales. Si no estan cumpliendo con 
el las se puede solucionar este probl ema identificando otro modelo para la se­
rie hidrologica o usando el mismo modelo pero sobre la serie hidrologica 
transformada,dependiendo de cual suposicion inicial no se esta cumpliendo.

El segund'd paso- dentro del metodo de Monte Carlo es el uso de la Programacion 
Dinamica determinfstica para determinar la operacion optima del embalse con 
cada traza de caudales de entrada al embalse generada. Para cada traza gene- 
rada el problema de operacion del embalse puede escribirse como:,
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Lfmites de Almacenamiento2.

vt

Lfmites en las Descargas3.

< <

son

)}

19.

ft xp -

s MIN

X1 xt+1(S>, (s1 kit+1’

YMIN

S MAX

Y MAX

+ ft + !

es la demanda por agua durante el perfodo de tiempo t, q* son los 
y correspondientes a la tr£ 

el embalse al inicio del tiempo t y co- 
son las descargas del embalse durante el tiem 

la traza 1, T es el Horizonte de operacion y 1 es 
Este problema de operacion optima del embalse de- 

La programa_ 
algorftmo que puede usarse para determinar la operacion 

La ecuacion recursiva de este algoritmo

Min {(Dt- Xj)2

en donde 
flujos de entrada al embalse durante el tiempo t 
za 1, son los almacenamientos en 
rrespondientes a la traza 1, X^ 
po t y correspondientes a 
el indicative de la traza.
be resolverse para cada traza 1 del total de L trazas generadas. 
cion dinamica es un 
optima del embalse con cada traza 1. 
puede entonces escribirse como:

El tercer y ultimo paso dentro del metodo de Monte Carlo para determinar la 
regia de operacion del sistema es el anallsis multivariado de la operacion 6p_ 
tima determinfstica del embalse con toda las trazas generadas. Este analisis 
multivariado expresara la decision en cualquier perfodo de tiempo como una 
funcion de variables conocidas o predichas. En el caso del problema de opera

la cual es resuelta para cada etapa empezando en la ultima, que corresponde 
al ultimo perfodo de tiempo, y moviendose hacia la primera en forma recursiva 
que da la solucion al problema de optimizacion planteado. Para solucionar 
esta ecuacion recursiva puede usarse bien sea el metodo de calculo^de la pro- 

gramacion dinamica discreta o el metodo de calculo de la programacion dinami­
ca continua, tai como se ilustro en el capftulo anterior.



88

»

mo:

t-p’

S'

en
se

+ai

ser est i mados.

e,

y en pe_ 
podrFa escribirse Co

X t

qt’

en donde los parametros

e desarrollada define la regia de 

en cualquier perfo-

= g(st,s

bi qt ■

Xt-1> t-q’qt’xt_2,...,x

St

Xt

variable dependiente X . 
almacenado en 
trada al embalse durante ese perfodo, 
podrFa escribir como:

operacion optima del embalse con las trazas gene- 
en el modelo de regresion multiple de­
de las variables independientes con la 

volumen

sea 1 a opt i ma.
numero dado de ejemplos de operacion optima

de la regresion multiple pueden ser estimados con la 
informacion obtenida de la
radas. La inclusion de las variables 
penden de las cor re 1aciones multiples

Por ejemplo si se decide solo incluir el 
el embalse al inicio del perFodo de tiempo y los flujos de 

la ecuacion de regresion multiple

como una 
ese perFodo de tiempo

t-q’ qt-l’■■■’qt-r- Aunque el metodo de Monte Carlo 
c 1 ara de i ncdu i r
problema de definicion de la regia de operacion de 
la regia de operacion especificada 
la regia de operacion de un

en donde ai y

Cion del embalse se estimara un modelo de regresion multiple que exprese las 
descargas del embalse durante cualquier perFodo de tiempo como funcidn de 
los a 1macenamientos en el embalse en perFodos anteriores, de las descargas 
en perFodos anteriores y de los flujos de entrada durante el perFodo 
rFodos anteriores. Esta ecuacion de regresion multiple

t-r’

Observe que la ecuacion de regresion multipl 
operacion del embalse expresando la decision a ser tomada 
do de tiempo X^. como una funcion de flujos de entrada predichos para el emba 1 
se durante ese perFodo de tiempo q y variables conocidas S ,...S X 

c t t-p’ t’ ■ ‘ ■
’ q at_r- Aunque el metodo de Monte Carlo es una forma bastante 

la estocasticidad de los flujos de entrada al embalse en el
un embalse, no garantizaque 
Esto se debe a que infiere

del

bi son parametros a
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4.2. EL METODO DE CADENAS DE

se
mo

re-
Ob<»<

vo

se

por q

t
I

PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA, 
MARKOV

, Y 
el

este modelo incluye la distribucion probabil's- 
de

se divider) en

Pt?1 
perTodo de tiempo t sean qj^

qt

Como se indico anteriormente 
tica de los flujos de entrada al embalse directamente dentro del modelo 
operacion. Para un mejor entendimiento de esta metodologfa inicialmente 
definiran algunos terminos, luego se presentara el desarrollo teorico del 
delo.

es el que

Los caudafes de entrada al embalse q^ se dividen en un numero posible de valo 
res discretes *-! j representa la probabilidadde que los caudales duran­
te el periodo de tiempo t esten dentro del intervalo representado por q.^ 

es la probabi1idad de que los flujos de entrada al embalse durante
cuando en el perFodo de tiempo t-1 fueron

IEstos valores discretes de los caudales de entrada al embalse deben teper los 
Imismos momentos que los flujos historicos. Observe que en lugar de represen- 
tar estos flujos de entrada al embalse solo por su valor esperado ahora se 
representan por un numero discrete de valores con sus respectivas probabilida 
des de ocurrencia y transicion. Los a 1macenamientos en el embalse al inicio 
Idel periodo de tiempo S^. se divide tambien en un numero posible de Valores 
p i scretos S, kt

embalse. Ademas este metodo tiene el problema de que puede tomar mucho 
tiempo de computador ya que debe resolver el problema de operacion para cada 
traza generada.

Pit

Se asume que qt representa los flujos de entrada aleatorios al embalse cuya 
distribucion de probabi1idades es conocida. Los modelos determinFsticos usan 
en lo general el valor esperado de estos flujos de entrada como el valor 
presentativo de ellos para determinar las descargas optimas del embalse. 
serve que esta regia de operacion del embalse no es muy util si se presentan 
en el embalse otros flujos diferentes al promedio. Para definir la regia de 
operacion de un embalse que especifica las descargas como una funcid’n del 
lumen inicial y de los flujos de entrada al embalse se deben desarrollar al- 
gunos modelos probabiIFsticos discretos y uno de estos modelos 
pretende presentar aca.
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en donde e
es

variable

cadaEn este caso a

de

, los flujos de entrada al embalse
de 1

kilt 
y los flujos

final

En cada etapa o

Dado un volumen inicial en

+ q

o autocorre lacionada.
deben estar acompafiados por sus respect i-

X, • , kilt

Skt

Skt 6 k 11 - Slt+1

representa la evaporacion durante el perfodo de tiempo t y que 
funcion de los a 1macenamientos iniciales y finales en ese perfodo .

perFodo de tiempo t las descargas opjtimas del embalse X 
dependen de dos variables de estado; el volumen ini'cU-al
entrada q. . Si se asume que la operacron del embalse debe terminar al 
de un perFodo de tiempo T y se define f£ (k,i) como el valor esperado total
de las funciones de retornd cuando faltan n perfodos de tiempo, incluyendo el 
perFodo de tiempo actual t con a 1macenamiento inicial y flujos de entrada 
qjt, el problema a ser solucionado cuando falta solo un perfodo de ,tiempo se- 
rfa:

e 1 emba Ise S, kt
q.t> y un volumen final en el perfodo de tiempo t, las descargas
embalse se pueden determinar por la ecuacion de balance de masas dada como:

El caudal de entrada a 1 emba1ser puede’ entonces ser tratado como una 
aleatoria independiente o autocorre lacionada. En el primer caso los diferen- 
tes posibles valores del caudal q.^ 
vas probabi 1 idades de ocurrencia P.^.. En el caso de ser considerada una va­
riable aleatoria autocorre 1acionada, el conocimiento del caudal en perfodos 
anteriores afecta el valor de la probabilidad de ocurrencia 
de los posibles valores del caudal en dicho perfodo. 
valor posible del caudal q.^ estan asociadas unas probabi1idades de transi- 
cion, las cuales condicionan la ocurrencia de q.^ para el perfodo t dados los 
valores ocurridos en perfodos anteriores al c&ris i de rado . En cualquiera de 
los casos el caudal es una variable aleatoria de la que depende la f.uncion'W 
retorno derivada de la operacion del embalse. En consecuencia ^stas. fuwci© - 
nes de retorno constituyen una variable aleatoria cuyo valor esperado debe 
ser opt imi zado.
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(k.i) = } Vk, i

vk,iIT

(i j)} vk,i

$

*

cuando en el perfodo

Vk, i

enel caso de independencia temporal de los flujos de entrada, y:

Vk, i

<

+ X p 
j

+ E P

S)t+1 =

. S, M IN

f2 'T-1 (k,i) = Max(o Min)

n-1
jt+1 t+1

n-1
t+1

f2 
T-1

pero si Ids flujos de entrada son autocorrelacionados el probl ema a ser re­

sue Ito serf a:

en donde 

inicial , unos 

el perfodo de ttempo t,

y un volumen final S

Max (o Min) {R. . . kilt
1

W. .kilt
Slt + 1

(k', i) - Max(o Min) {Rki ]t

f£ (k,i) - Max(o Min) ^Rkilt

(k,i) = Max(o Min) {Rkj]t_i

Skt

< S - MAX

Xki It

que representan las ecuaciones recursivas generales y que estarfan sujetas a: 
las restricciones inherentes a cada etapa tales como:

“ eklt+ qit

+ E P*.
J ,J

+ E PT-1. liJ "
es el valor de la funcidn de retorno asociado con un volumen 

flujos de entrada al embalse y un volumen final en
y Pj.' es la probabilidad de que los flujos de ^en- 

trada al embalse durante el perfodo de tiempo.t sean q^ 
t-1 fueron kas ecuaciones recursivas anteriores puede general izarse y
escribirse para cada perfodo de tiempo como:

Cuando faltan dos perfodos de tiempo y se considera que los flujos de entra­
da al embalse son independientes el problema a sersolucionado serfa:
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0 _< £.

0 _<

<s*

•»

Xkilt

Y MIN

Wki 11

XMAXXkilt

eklt

En el caso de que se considere que los flujos de entrada al embalse son auto­
cor re lac ionados pueden considerarse los cases ci’clico y no-cfclico. En s'el 
prrmero se asume que despues de cierto periodo de tiempo las probabi1idades 
de t.ransicion vuelven a repet 1 rse y en el segundo se asume que las probabili- 
dades de transicion son diferentes en todos los perlodos de tiempo. Por ejem 
plo, si se definen probabi1idades de transicion a nivel mensual, el caso cf- 
clico considerarfa que las probabi1idades de transicion correspondientes al 
mes de enero son las mismas para todos los afios mientras que el caso no-clcli 
co considerarfa que estas son diferentes.

* Skt qit

Cuando se asume un esquema de probabi 1 idades de transicion ci’clico y la fun- 
cion recursivase resueIve para cada periodo de tiempo, la politica de opera- 
cion del embalse tendera a converger rapidamente a un valor especffico. Si:se 
asume que T representa el ciclo o periodo considerado y ocurre que el valor 
de ft (k,i) - fq(k,i) es constante para todos los estados i,k y todos los 
periodos de tiempo t dentro del ano, se puede decir que la operacion a alcan- 
zadoel estado estable. Observe que se habla de estado estable solo para . el 
caso cic1ico, es decir, cuando las constantes involucradas con las funciones 
de retorno y las probabi1idades de transicion no cambian de un ano al otro.

Es debido a esto que la regia de operacion asociada con el estado estable no 
depende del periodo de tiempo y ano future seleccionado para empezar a solu- 
cionar la ecuacion recursiva antes planteada. Algunas veces la funcidn recur 
siva puede estar representada por costos o beneficios y lo que interesa.es de 
terminar la regia de operacion que maximiza el valor presente de los benefi­
cios netos. En este caso la funcidn de retorno se asume’periddica, es decir:

interesa.es
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(U)} Vk,l

&

it

E P 
j

t 
u

en donde hay T per Codos de tiempo por ano. 
caso podrTa escHbirse como:

P

Rkilt+T

n-1
Tt+1

Rkllt =

para la cual tambien se presentara el estado estable cuando (k, i) ' ses 
igual a (k,i) para todo k,i y en este panto se asume que despues de n 6 r 
n+T perCodos de tiempo la operacidn del embalse es tan lejana en el future que 
no afecta la operaclon optima del embalse o los beneficios netos actualiza- 
dos.

+ (1+r)‘t+1

La soluci4n mediante el uso de la programacion dinamica define para el estado 
estable el almacenamiento final dpt imo en el embalse para cada volumen 
inicial y flujos de entrada q.t en cada perCodo de tiempo t. En esta dis_ 
cusidn se ha asumido que los flujos de entrada al embalse durante el perfodo 
de tFefl$>0 t son conocidos, y la regia de operacidn del embalse define las des_ 
cargas o el almacenamiento final como una funcion del almacenamiento Inicial 
que puede ser observado, y los flujos de entrada al embalse, que sdlo pueden 
ser observados al final del perfodo pero que pueden ser predichos. Si no se 
quiere usar un modelo de prediccion de flujos de entrada al embalse se debe 
entonces desarrollar una regia de operacidn que no dependa de las futuras en- 
tradas al embalse que son desconocidas. Esto puede hacerse identificando una 
meta para los almacenamlentos finales o una meta para las descargas para cada 
perfodo de tiempo t, a partir del estado estable y sujetd a las limitaciones 
fCsicas del sistema. El uso de una regia de operacidn de este tipo no garan- 
tiza descargas constantes del embalse a traves del perfodo pero sirve de gufa 
al operador al inicio del perfodo de tiempo cuando no se tiene ningun conoci- 
miento de cuales seran los flujos de entrada al embalse durante ese perfodo. 
En la seccidn sigulente se presentan dos ejemplos de la determinacidn de es­
te tipo de regia de operacidn mediante el uso de la programacion dinamica es-

■ i

tocastica explfcita.

La ecuacion recursiva para este

fj (k,i) = Max'{Rkilt
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EJEMPLOS DE PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICAV.

5.1. EJEMPLO DE PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICfTAPARA EL CASO 
NO-CICL1CO

En el ejemplo de abastecimiento de agua presentado en la seccion 3.1. para el 
caso determlnTstico se asume ahora que los caudales de entrada .al embalse no 
se conocen con exactitud, pero que las siguientes probabi1Idades de transicion

La parte de operacion de embalses para el caso de la programacion dinamica ejs 
tocastica explicita es completamente igual a la presentada para el caso deter 
ministico, solo que en lugar de usar los registros histdricos de flujos de ery 
trada al embalse se usan trazas generadas de estos flujos. Es por esta razon 
que solo se presentan aquf ejemplos para el caso de la programacion estocastl 
ca explfcita.

Como se puede observer,el uso de la programacion dinamica estocastica explfcj_ 
ta implica practicamente la discretizacion de todas las variables involucra- 
das en el problema debido a que los flujos de entrada al embalse solo paeden 
tomar valores especfficos para cada periodo de tiempo. Es por esto que con 
la forma explicita de la programacion dihdmica estocastica esta solo asociado 
el metodo de calculo de la programacion dinamica discreta. Se podria resol­
ver este problema usando el metodo de calculo de la programacion dinamica con­
tinue si se asume una distribucion de probabi1idades contlnuas para los flu­
jos de entrada al embalse, pero este procedimlento de calculo se encuentra 
solo en etapa de investigacion.

Se presentan ahora dos ejemplos senci 1los para definir la regia de operacion 
de un embalse usando la programacion dinamica estocastica explicita. El pri- 
mero de los ejemplos corresponde al caso no ciclico, es decir, la operacidn 
de un embalse durante un numero de perfodos de tiempo en donde el Gltimo pe­
riodo de tiempo no necesariamente corresponde al ultimo periodo de un ciclo 
anual. El segundo de los ejemplos es para el caso ciclico en donde el ultimo 
periodo de tiempo del analisis cierra el ciclo anual. *
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han sido calculadas en base a los registros histdricos del caudal.
*

Probabi1idades de Transicidn.

1
1

2
2

ser resuelto para la primera etapa serfa entonces:

f*(k,i) =«r

sujeto a:
■*5

0 _< 1£

2
2

0
0
1
1

2/3 
2/3 
1/3 
1/3 
2/3 
2/3 
1/3 
1/3 
2/3 
2/3

mes
de

1/3 
2/3 
1/3 
2/3 
1/3 
2/3 
0

1/3 
0

1/3

Tiempo 
t

Max {R|
1

0.7
0.3
0.6
0.4
0.4
0.6

0.3
0.7
0.6
0.4

en cualquier perfodo
Se quiere determinar la regia de operacidn du- 
que maximice el valor esperado de los benefi-

Caudales
qj t+1

ki 13 }

El probl ema a

S14

Tambien se sabe que las aportacione^ del rfo al, embalse durante el mes ante­
rior al primer mes fueron de 2/3 y que el almacenamiento al inicio del 
de Enero es 1/3. La discretizacidn de los volumenes 
tiempo es de 0, 1/3, 2/3 y 1. 
rante los tres meses senalados 
c i os.

qit
Probab i1i dad
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1/3= 0,

em-
k3’

13

ftgue:

1. *
como:

2. se

la que produce los mayores3. Para cada valor de k se escoge como mejor 1 
beneficios.

en donde k

se calcula la descarga correspondiente

representa la discretizacion para el almacenamiento al Inicio del 
mes S^, 1 representa la discretizacion para los caudales de entrada al 
balse durante el mes qjj> 1 representa la discretizacion de los almacenamien_ 
tos al final de mes S,, y Xb:1, representa las descargas en el embalse du- 

un almacenamiento inicial en el embal- 
y un almacenamiento final de S^. 

Los calculos para 
y en general se pueden resumir como sj_

Se identifica los beneficios correspondientes a esa descarga y
ubican en el sitio respective de la tabla.

y su

Xki 13

Xki 13

Sk3 +

0 xi • io ki 1 3

' Sk3 +

, unos flujos de entrada de q
R.son los retornos correspondientes a esa descarga. 
K I I j

esa etapa se presentan en la Tabla 13

S14

S14

qi3

qi3

qi3

qi3

i3’
14’ y Akil3 

rante el tercer mes correspondientes a
se de S. k3

son

Para cada valor de S^,
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Tabla 13. C'SIculos. para la primers etapa,
9'

K f*(kJ)= 1/3 1*

1 1 0 0 0 0 1
I 1 2 0 1/3 2500 0 2500 1

2 1/31 0 2500 0 2500 1
1/32 i»0002 1/3 2500 A0000 1

3 2/3 40001 0 2500 40000 1
3 2 2/3 1/3 40003500 40002500 0 2
4 1 40001 0 3500 40002500 0 2
4 2 1/31 40003500 3500 40002500 3

Por ejemplo para k = 3 i = 2 los calculos son los siguientes:e

R 321 3 ( X ^3213 (S33 + q23 “ S14)

R3223 (X + 923 - $24 )
f3(k,i) = Max ? = Max

^3233 (X3233 ) + 923 “ $34 )

R3243 (X3243 ) + 923 ~ $44 )

R3213 (2/3 + 1/3 - 0) R3213 ( 1 )

R3223 (2/3 + 1/3 - 1/3) R3223 (2/3)
Max , = Max

(2/3 + 1/3 - 2/3) (1/3)

(2/3 + 1/3 - 1) j_R32 4 3 ( 0 )
Ji

4000Max* 1* = 2y

R3233 ($33

R324 3 ($33

R3223 ($33

R324 3

R3233R3233

3213 )

3223 )

T 3500
J 4000
1 2500
L 0 _

1 sk3 S24

FUNC I ON DE RETORNO R. .,  k 1 13

$11 =1 44s34= 2/3qi3 S14=°
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la Tabla 13 la operacion para este
<en

Tabla 14,. Entregas del embalse durante el ultimo mes.

Posibles Almacenamientos
S23 = 1/3S13 = 0 S33 = 2/3 Su3 = 1

0 1/30 2/3 2/3

2/3173 2/3 2/3

A

< 1
£

Los caleu Los para la segunda etapa 
los sigu ietites:

2
Z

J=1

CL

.1/3

f|(k,i) =

</)
. 0) <D
JD *- 
— O
m — 
O <

Q.

0 * S13
- 1/3, 2/3

= Sk2 + ’IZ
> 0

o cuando faltan dos periodos de tiempo son

q12
Xki 12
Xkil2

De acuerdo a los resultados presentados en 
perfodo de tiempo podrfa presentarse en forma tabular tai como se muestra 
la Tabla 14.

P;. f^k.i)} 
1 j *

S13

sujet'o a:

Los calculos cor respondientes a esta etapa se presentan en la Tabla 15 en don 
de por ejemplo para k = 3 e i = 1 los calculos son los siguientes:

Max {R, .+ I ki 12
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R3122 (X3122 ) +

2
f2(k,i) = Max < >

f3(3,j)) +

) +

2 1
+ qi2"Sm) + Pn f3(l ,1) + P

Max <

+ qi2 “Suu ) + P

R3112 (2/3 + 1/3 - 0) + 0.6 0.0 + 0.4 x 2500.0x

R3122 (2/3 + 1/3 - 1/3)+ 0.6 2500.0 + 0.4x
= Max

R3132 (2/3 + 1/3 - 2/3)+ 0.6 4000.0 +0.4 4000.0x x

4 Rsih (2/3 + 1/3 - 1) + 0.6 4000.0 0.4 x 4000.0tx

R3112 (1) +

= Max - Max<

0

6

7100 1* = 2= Max Y

2
11
2
11

”4500“ 

7100 

6500

.4000.

j=1
2

■ E

j = 1
2

■ E 

j = 1
2
E

j=1
R31U2 (X3142

R3112 ($32

’3500 + 1000“

4000 +3100

2500 + 4000

+ 4000

R3132 ($ 32

R31U2 ($ 32

r3(2,j)

fXj)

R3132 (X3132 pb-

1000.0

R3122 (2/3) + 3100.0

R3132 (1/3) + 4000.0

R3m2 ( 0 ) + 4000.OJ

2
R3112 (X 3112 ) +

2 f1(2,2)
12 3

2 fX(3,2)
12 3

2 f1(4,2)
12 3

x 4000.0

3 ’ '

f1 (4,1) + P
3

2 1
I2%(h2)

R3122 ($32 + qi2-S2u) + P2 f1 (2,1 ) + P 
11 3

+ qi2-$3‘») + P2, f1.(3,D + P
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‘<•11 + 
Kill

sujeto a:

>
©

Tabla 16.

Posibles Almacenamientos

= 0 = 1/3 = 2/3

1/3 1/3 1/3 2/3 2/3

1/3 2/3 2/3 2/3

Si'

*

Nr

2
E 

j=1

£

3fi(k,i) =
I

2 f2(k,i)}Max {R| iP. .'J

S12

S12

S22

= Sk1 + 
0

-Q
Q. <
2/3

0 _<
Sk1

s 32

X. . kill
X, .,, kill

Los calculos para la tercera y ultima etapa o cuando faltan tres perfodos de 
tiempo son los siguientes:

S12 -< 1 
= 1/3

qi1

Ent regas del embalse durante el segundo mes.

SA2 = 1

Con los resultados correspondientes a la segunda etapa y presentados en la 
Tabla 15 se puede desarrollar una regia de operacion tai como se muestra en 
la Tabla 16 para el segundo mes.
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esta etapa son los siguientes:

a) = 1/3 = 1/3y

R2111 (X2111) +

R2121 (X2121) +

) +

R2141 (X21U1) +

Max
*

R2111 (1/3 + 1/3 - 0)

X
Max

R2131 (1/3 + 1/3 - 2/3)+ 0.6 x 7100 + 0.4

R21U1 (NO ES POSIBLE)

4000 4460 8460+
Max 63202500 J 8820+ = 8820,Max y *

74600 7460+

2E
J = 1

2 
E

2
E

j-1
2 E

j=1
R2131 (X2131

R21U1 (S21

. *1 =2

1p1J

iz fl (2,2)

Para S. , kl

Los calculos correspondientes a

f>j)

■M* 12
R2111 (S21 + qii-Si2) + P11 f 2 (1»1) + Pi2f2(l,2)“

R2121 (S21 + qn-S22) + PiiflU,!) + P

R2131 (S21 + qii-S32) + P11 f2(3,l) + P12 €2(3,2)

+ qn-Sitf) + Ph €2(4,1) + P12 €2(4,2)

+0.6 x 3500 + 0.4 x 5900

R2121 (1/3 + 1/3 - 1/3)+ 0.6 x 5600 + 0.4

"il

€j(2,l) = Max

7400

x 8000' .
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b) = 2/3= 1/3 y
S'

R2211 (X2211 ) +

R2231 (X2231 ) +

R2241 (X2241 ) +

1 2R2211 (S21 + 921

«s f2 (2,1) + PR2221 (S21 + 921
= Max 4

R2231 (S21 + 921 - S 32 ) + P

-S42 ) + PR2241 (S21 + 921
2 2

R2211 (1/3 + 2/3 - 0) + 0.7 x 3500 + 0.3 x 5900

R2221 (1/3 + 2/3 - 1/3)+ 0.7 5600 +0.3 7^00x X

= Max
R2231 (1/3 + 2/3 - 2/3)+ 0.7 x 7100 + 0.3 x 8000

1) + 0.7 x 8000 +0.3R22U1(1/3 + 2/3 - 8000x

4220 77203500 +

101404000 + 6140
10140 y 1Max= Max

98702500 7370+

80000 8000

2 
E 

j=1

2
E

j = 1

2
E

j=1

P2j

fj(2,2) = Max

f2(2,j)

f22 (3, j)

0

’ j)

f22(4,j)

Para S. , kl

1
P2j

qH

2 '

f2(4,1) + P

2/0 1 1 a. O 
2 ' '

f2(3,1) + P

2
R2221 (X2221 ) + E

j=1

P2j

P2j

* = 2

1 f2(1,2)
22 2

1 f2(2,2)
22 2

1 f2(3,2)
22 2

1 f2(4,2)
22 2

-S12) + P21f2(1,D + P

“S 22 ) + P1
21 
1
21 
1
21
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4

desarrollado para cada mes una
bla

pero

s-
Entregas en el embalse durante el primer mes.Tabla 17.

Posible Almacenamiento

= 1/3

1/31/3
2/32/3

DE PROGRAMACtON DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA PARA EL CASO5.2.

se

&

La regia de operacion para este mes que se derive de estos resultados se mues_ 
tran en la Tabla 17.

EJEMPL0

CICLICO

(/)<v

S21

(fl
0)

JO _

'll

Como se puede ver de este ejemplo se ha desarrollado para cada mes una ta- 
de operacion a partir de los resultados de la operacion optima del emba_l_ 

se. Estas tablas de operaci on, que en realidad son unas reglas de operacion, 
indican la cantidad de agua a ser entregada cada mes como funcion de los alma_ 
cenamientos iniciales y de los posibles aportes durante el mes. En este ejem 
plo se considero un caso no-cTclico, es decir, un caso en donde las probabilj^ 
dades de transicion son diferentes en cada uno de los perfodos considerados. 
Se presenta ahora un ejemplo del caso cfclico en donde las probabi1idades de 
transicion son diferentes para cada periodo de tiempo dentro del ano 
iguales de ano a ano.

Se quiere-def ini r- la regia de operacion de un embalse de tai manera que 
maximice el valor esperado de la suma de los beneficios obtenidos en cada pe­
riodo de tiempo. Se considera en este ejemplo dos perlodos por ano y los po­
sibles valores de almacenamiento y aportes al embalse para cada uno de estos 
perlodos se presentan en la Tabla 18. Los beneficios son funcion de las des­
cargas en el embalse durante cada periodo y se presentan en Ta Tabla 19.
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Tabla 18.
•*

Di scret izac ion D i scret i zac ion
del volumendel Caudal ki

2/31/3 11 1
2/3 121 2

1/32/32 11
2 2/32 21

Tabla 19,

Beneficio

01 0
1
1
1
2 0
2
2
2 1 3000

Discretizacion de los flujos de entrada al embalse y de los alma- 
cenamientos para cada perfodo de ttempo.

Beneftcios correspond(entes a cada perfodo de 
ttempo y a cada descarga.

1/3
2/3

1/3
2/3

1

3000
1i500

2500
4000
3500 

0

Ttempo 
t

Ttempo 
t

Rki 11

Skt

Descarga
X, • 1, kilt

qit
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jt+1 4

Tabla 20. Probabi1idades de transicion.

Caudales

1
1
2
2

&2
2 1

Los calcu

a

«>

1 
1

1/3 
1/3 
2/3 
2/3 
2/3 
2/3 

1

2/3 
1

2/3
1

1/3
2/3
1/3
2/3

0.6
0.4
0.4
0.6
0.6
0.4
o.y
0.7

Tiempo 
t

t 
ij

Max {R.
1 • 1

Probab. de Transicion 
p!.______  ij________

la solucioh de esta ecuacion recursiva se presenta en la Tabla 21. 
los, por ejemplo, para k =1 e i = 2 son:

f 2 (k» i ) ~

q jt+1

Si se asume que el perfodo final es el segundo, la ecuacion recursiva para es 
te perfodo de tiempo asociada con cada valor posible del vector de estados 
iniciales k,i cuando falta un solo perfodo de tiempo se escribe como:

ki 12*

qit

La Tabla 20 presenta las probabi1idades de transicion Pj\ de los flujos de en 
trada al embalse, es decir, la probabilidad de que el caudal sea q.^., en el 
perfodo t+1 cuando el caudal en el perfodo t fue
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*
Max)

4500
► = 4500 = 1= Max y

3000

pe-

f '(I,])}

por ejem

) +

>

R1221 (X1221 ) +

R121 1 (Sn+qzi -S12) + P
>

R1221 (Sll+q21 -S22 ) + P21f2’(2,l) + P

R1211 (2/3 + 2/3 - 1/3) 3000 + 0.6

Max t R1221 (2/3 + 2/3 - 2/3) + 0.4<■

La proxima ecuacion recursiva a ser solucionada serfa cuando faltan dos 
rfodos de tiempo y se puede escribir como:

2
E 

j=1

I 
j-1

R1212 ($12 + q22 ■ $11 )

R1222 ($12 + q22 " $21 ) I

R121 1 (X121 1

Max { R. ... + j kill

R1222 ($12 + q22

x 4500 +0.6 x 4500

1*

X 45OO~

R1212 (1/3 + 1 - 2/3)~1 [R1212 (2/3)"]

k = Max J 1
1 )J [_R1222 (l/3)J

+ 0.4 x

2 ,
f^l,2) = Max

fJCk, i) =

0

fid,2) = Max «

f*(hj)

Los calculos para esta segunda etapa se presentan en la Tabla 22, y 

plo, para k = 1 e i = 2 son:

R1212 (X1212 ) 
f1(l,2)=MaxJ

R1222 (X1222

hfzdj) + P22f2d,2)

L ■’22fl(2,2)

p*.
IJ

J=1 2 J

; - >
= Max J

|_R1222 (1/3 + 1 -
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43900 4

= 8500 1* = 2y

(1, j)}

pa­

is

) +
f (1,2) = Max > 4

) +

22 2 2P'1212 ( S 12 + q22_ Sn ) + P21 fl (1 , 1 )+ P 22 f 1 (l ,2)

2 2 2 2+ q22 " S21 ) + P21fl(2,l)+ P22 f 1 (2,2)

R1212 (1/3 + 1 - 2/3) + 0.3 X 7600 +0.7 X

1 ) + 0.3 X 8500 + 0.7 X

12730

c»y

2
T.

J=1

2
E

j=1
2z

j-’

[”7400

|_85OOJ

[81211(1) 43900 I [3500+3900

[R1221 (2/3) + 4500J [4000 + 4500

.8 500-!

8000

3
f2(k,1) = Max +

R1222 (X1222

R1212 (X1212 P2J

fj(2, J)

2
P. .

I J

La proxima ecuacion recursiva a ser solucionada serfa cuando faltan tres pe- 
rfodos de tiempo y se puede escribir como:

los calculos para esta etapa se presentan en la Tabla 23 y, pof ejeniplo, 
ra k = 1 e 1=2 son:

F •= Max
R1222 (S12

FR1212 (2/3) + 8230"! ri273o1
= Max J I = Max J L

[R1222 (1/3) + 8150J [_H150j

1* = 1

p 
= Max 4

|_R1222 (1 /3 + 1 ~



109

a
s.

n(k,i) = f23 (k, i)}
kill

para

3) +
(1 ,'2) = Max

(Sn+ q21-S12) + P 21 f 2 (1,1) + P 22 f 2 (1,2 )R121 1

= Max *
1 1 33R1221 (S11+ q21"S22) + Pai f2(l , 1) + ?22f 2(2,2)

■€>

R1221 (2/3 +2/3 - 2/3)+ 0.4x12460+0.6

= Max

= Max 1* = 2y

lay

perfodos de tiempo (la
La proxima ecuacion recursiva a ser solucionada serfa cuando faltan cuatro 

cuarta etapa) y se puede escribir como:

Max {R|

[3500 + 12022]
I = Max J >

R1221 (2/3) + 12574J UOOO + 12574]

J-Run (D + 12022 

t1

R1211 (X1211

R1221 (X122 1 ) + i
j-1

2
+ E

j=1

P2J

P2J

Los calculos para las etapas subsiguientes continuan de la misma forma 
ecuacion recursiva general a ser solucionada en cada etapa puede escribirse 
como:

FRuii (2/3 + 2/3 - 1/3)+ 0.4x10960+0.6 x 12730"] 
= Max J L

LR1221 (2/3 + 2/3 - 2/3)+ 0.4x12460+0.6 x 12650J

los calculos para esta etapa se presehtan en la Tabla 24 y, por ejemplo, 
k = 1 e i = 2 son:

pF• j

f’ajn 

f2(2, j) I

I

ri5522i
< l = 16574 
[16574J
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los resultados para las etapas 5 a 12 se presentan en las Tablas 25 a 32.

Se habfa. anotado antes que el estado estable se obtiene cuando:

(k, i) sea constante para todo k,it

4

&8077
8067
8077
8067

8070
8072
8070
8063

7960
8230
7960
8150

8073
8071
8073
8071

8068
807^
8036
807^

8071
8066
8067
8066

fift

Observe que en este ejemplo el perfodo
se

f
t
,n+T n

(k,i) - f

fz -

fl ft -

ft
8068
8067
8068
8067

fi10-

- ft

n-1
t+1

ft

8069
8068
8069
8066 

f! -

fz

fl

ftft -

y en donde T es el perfodo o ciclo.
T es dos y en base a las tablas desarrolladas para las diferentes etapas 
puede construir la siguiente tabla que muestra la diferencia anterior para ca 
da perfodo:

ft - ft

p!.1 j
2

(k, i) = Max {R. .. + E
1 j-1
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a) Para t = 1

2/3 1/3 2/31/3

2/3 2/3 2/32/3
*.

2/3 2/31/31

2/3 2/3 11

b)

1/31/3 2/32/3

1/3 2/32/31

2/3 2/3 2/32/3

2/32/3 11

y de estos resultados se puede concluir la siguiente operaci on optima:
I

4

80638072
8063
8072

resultados q.ue el estado estable 
resultados de la operacion opti-

80678068
80678068

11 9f2 - f2

Se puede entonces concluir a partir de estos 
se alcanza a partir de la decima etapa. 
ma para cada perfodo de tiempo se pueden

Los 
resumir como:

fl°

*
S12

Xki 12

*
xkill

*
S11

fi2

ski

Sk2 qi2

qi1
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a) Para t = 1. Entregas del embalse durante el primer perfodo.
4

Posibles Almacenamientos

= 2/3 = 1

= 1/3 2/3 2/3

= 2/3 2/3 1

b) Para t = 2. Entregas del embalse durante el segundo perfodo.

Posibles Almacenamientos

= 1/3 = 2/3

A
1/3 2/3

2/3 2/3

4

in<D

y de los
Dado que los caudales

= 2/3

q21

q12

q11

S22

S21,

S12

in
<D

li

su

<u S
u

81O-

Estas reglas de operacion son reglas secuenciales en donde los almacenamien­

tos al final del perTodo dependen de los almacenamientos iniciales 

flujos de entrada al embalse durante el perfodo. Dado que los caudales de 

entrada al embalse no se conocen ellos pueden ser predichos o se puede tratar 

de desarrollar una regia de operacion que le indique al operador cual es su 

meta durante el per'odo de tiempo solo en funcion del aImacenamiento inicial. 

Para poder desarrollar una regia como esta ultima la solucion optima debe dar 

como resultado un almacenamiento final o unas entregas del embalse que son 

las mismas para todos los aportes correspondientes a cada almacenamiento ini­

cial. Por ejemplo, la solucion optima en este ejemplo da que para Sn= 2/3 

se tiene Xmi = X1221 = 2/3 para los diferentes aportes. Esto permite desa­

rrollar una regia de operacion comp la siguiente:

<)22= 1
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£> t

2/32/31
2/31
2/31/32

2/32/32

I o cual ind ica que,

la meta es Hegar a su volumen final

«■ ■

con

1 = 2iK qk2
3000 11/3 2/3 3000 011
45004500 11 3Q001/31 2
45002/3 4500 12/3 30002 1
45004500 22 1 30002

pero
de

META
6

casos

*1

por ejemplo, para el primer perTpdo de tiempo si el alma^ 
cenamiento inicial es 2/3 la meta es entregar durante ese perfodo 2/3, 
si el almacenamiento inicial es 1 
2/3.

Se ha presentado en estas secciones como la Programacion Dinamica Estocastica 
puede usarse para determinar la regia de operacion de un embalse junto 
sus limitaciones y alCances. En la seccion siguiente se presentan dos 
de aplicacion reales del algoritmo de programacion dinamica en

i . ... Tabla 21. Calculos para la primera etapa, fzlk,iz

Rikl2
1 = 1

X, Kilt

Sk2

Skt S11+1
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Tabla 22.

R + EPf
k 1 = 2 1 = 1 1 = 2 1 = 1 ]*

1 2/3 40001 1/3 .36002500 4500 ■7600 -7600< 7000
1 2 2/3 2/3 40003500 4500 7400.3900 .•8500 8500
2 45001 1 1/3 4000 36003500 8500 85007100 2
2 2 1 2/3 3500 45003500 7400 80003900 8000 2

Tabla 23. (k, i) IS"

R + EPf A

K 1 = 1 f'Ck.l)1 = 2 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1=2 I &

1 1/31 273 830t)7960 '109603000 8300 ’ 10960 ';1'0
'81501 2 1/3 4500 82301 3000 127301115'012730 1

2 1 2/3 45002/3 7960 8300 ’ 124603000 12460 Il 300 1
2 2 2/3 1 4500 82303000 8150 11230 1265012650 2

Tabla 24.

R + EPf
K i <(k,1)1 = 2 1 = 2 1 = 1 1 = 2 1*
1 1 2/3 1/3 4000 116682500 12536 15668 15036 - 15668 1
1 2 2/3 165742/3 40003500 1552212574 1657412022 2
2 1 1 1/3 40003500 11668 12536 15168 16536 16536 2
2 2 1 2/3 3500 3500 1257412022 1 607415522 16074 2

1 = 2
.

Rki 11
1 = 1

f"(k,i)

‘’kl

"kl

qk1

Calculos para.la cuarta etapa, fi(k,i) 
—

•E, j = 1
1 = 1

Calculos para la segunda etapa, fj(k,i)
2

fad.j)

2

S, , kl

Rki 12

Sk1

Sk1

•* 3Calculos para la tercera etapa, f2

Rki 11

1 = 1

PiJ

Pf.
U
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5Calculos para la quinta etapa, f2(k,i)Tabla 25.
£

fid, j) R + EPf
K i 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1 = 2

16030 163511/3 2/3 163511 1 3000 0 19030 19030 1
2080216213^500 16302 208021/321 1 3000 19213 1

11500 16030 163512/3 2/32 1 205303000 19351 20530 1
163024500 162132/32 2 3000'1 19302 20713 20713 2

Tabla 26.

R + EPf
1 = 1K 1 = 2 1 = 1 1 = 2
4000 206032/31 1 1/3 2500 19739 23739 23103 23739 1

4000 206402 2/3 24640 246401 2/3 3500 20093 23593 2
4000 20603 23239 24603 246031/32 1 1 3500 19739 2

20640 24140 241402 2 2/31 3500 3500 20093 23593 2

Tabla 27.

R + EPf
iK 1 = ’1 1 = 2 1 = 1 1 = 2

24099 244181/3 244181 1 2/3 3000 0 27099 27099 1
4500 288701/3 24370 24279 288701 2 1 272793000 1a

4500 24099 24418 285992 2/3 2/3 27418 285991 3000 1
4500 243702/3 242792 2 28779 287791 3000 27370 2

JU

*1

A1

qk2

2

1 = 2

2

1 = 2

Calculos para la sexta etapa, fi(k,i)

f2(k,i)
fl(k,i)

fl(k,i)

fi(k,i)
Rkil 1 fid, j)

Rki 1 2
Sk1

Rki 1 2
Sk2

Sk1 qi1

qi1 1=21=1

P>J 
1 = 1

1 = 1

Calculos para la septima etapa, fa(k,i)

J=1
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Tabla 28.

R + SPf

1 = 21 = 2 1 = 1 I = 21 = 1K ‘'il

3180727807 28671 3180740002/3 1/3 1311711 1 2500

28162 28707 3166240002/3 2/3 32707 21 2 327073500

27807 28671 326714000 326711732 1 1 3500 31307 2

2870728162 316622 2/32 1 32207 322073500 3500 2

9Tabla 29.
a

R + EPf
1 = 1 1 =2 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1 = 2K ft*

32176 32485 32485 351761/3 351762/31 1 3000 0 1
4500 32437 32346 369371/3 35346 3693721 1 3000 1

4500 32176 32485 354852/3 2/3 36676 366762 1 3000 1

45002 2/3 32437 32346 35437 . 368462 368461 3000 2

Tabla 30.

R + EPf
K 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1 = 2

40002/31 1 1/3 35880 36744 39880 39244 398802500 1
2/31 2 2/3 4000 36233 367783500 40778 4077839733 2

393802 1/3 40001 358801 367443500 4074440744 2
22 2/31 36233 367783500 402783500 4027839733 2

10Calculos para la decima etapa, fi (k,i)

* 1

J*

1*

2 .E. J=1

f2(k,i)

f’tk.i)

f1(k, i)

Rki 11

f1(k,i)

f2(k,i)

fV (k,i).

Sk2

Rki 11

R. ., o ki 1 2

Sk1

Sk1

q11

p?.IJ

p! .
1 j

qi2

8 . .Calculos para la octava etapa, fi(k,i)

E 
j = 1

Calculos para la novena etapa, f2(k,i) 
~^2~

J=1

1 = 1
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Tabla 31 •

(k, i) R + EPf
n , f2 (k,i)1 = 1 1 ^2iK 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1 = 2

3000 4055840239 405581/3 2/3 432391 1 432390 1
4500' 3000 40509 40418 45009 43418 450091 2 1/3 2 1
4500 4355830002 1 2/3 40239 40558 447392/3 44739 1
3000 45002 2/3 40509 404182 43509 44918 449181 2

Calculos para la doceava etapaTabla 32.
I1 , V f2 (k,i) R + XPf

K 1 = 11 =2 1 = 1 1 = 2 1 = 1 1 = 2

40001 273 1/3 43947 4481 1 47947 4731 1 479472500 1
1 2/3 4000 443012 2/3 44846 47801 48846 488463500 2
2 40001 1/3 43947 448111 47447 488113500 4881 1 2
2 44301 44846 478012 1 2/3 48346 483463500 3500 2

Calculos para la onceaVa etapa, fz1 (k, i)

1

2

2 
J^l

f J" (k, i)

i*Sk1

Sk1

Rkil 1

Rkil2 fi0

pj.

PL-

qn fi2(k,i) 1*

qn
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VI. CASOS DE APLICACION REAL

6.1.

EL

if-

a) fez.cAZpc.Zon y SoZulq^h PA.opu.uta. deZ PA.ob£ema.

la
V

a
zonas

a

es

Las dificultades de drenaje de la zona inundable por el rfo Cauca se deben 
que el nivel del terrene adyacente a las orillas del no y sus afluentes

APLICACION DE LA PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA EXPLICITA PARA DEFI- 
NIR LA REGLA DE OPERACION MENSUAL DEL EMBALSE DE SALVAJINA SOBRE 
RIO CAUCA, COLOMBIA.

El. no Cauca, entre las local idades de Timba y La Virginia, discurre por 
planicie del Alto Cauca con pendientes re 1 ativamente suaves y curso meandrico. 
La altura de sus taludes varfa entre tres y cinco metros y a causa de sus des 
bordamientos ha conformado diques naturales de tai manera que las tierras ale 

, danas estan a un nivel inferior que la corona de las bermas. Anualmente se • 
presentan desbordamientos del no que provocan anegamientos de las tierras 
vecinas.

Se ha estimado que para crecidas de frecuencia de una vez en diez anos la ex 
tension de la zona inundada por el no Cauca cubre una superficie aproximada 
de 100.000 hectareas. Del mismo modo los tributaries se desbordan e ihundan 
apreciables extensiones de tierra. Otras zonas se inundan por deficiencia de 
drenaje para escurrimientos 'de aguas de lluvias y en las tierras vecinas 
las zonas inundadas prevalecen los niveles freaticos altos.

En este capFtulo se presentan dos casos de aplicacion real del algoritmo de 
programacion dinamica en embalses. En el primer caso se usa la programacion 
dinamica estocastica explfcita para definir la regia de operacion mensual 
del embalse de Salvajina, localizado en la cuenca del no Cauca, Colombia.
En el segundo caso se usa el algoritmo de programacion dinamica para determi- 
nar la operacion del embalse Guarico sobre el no Guarico durante un perfodo 
historico de registros y mediante el metodo de calculo de la programacion di­
namica continua.
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<•

La zona tambien tiene problemas de calidad de agua.

res de 0 mgr/lt, (CVC, 1971).

delPara solucionar este probl ema
hasta

(Figura 3).Las obras que contempla el Proyecto son:

Una presa sobre el r'o Cauca en el sitio de Sa 1vaj ina.

sitio La Balsa hasta la loca-

las anteriores estaciones y
reman so.

deObras complementarias de adecuacion tales como canales interceptores 
aguas lluvias, canales de drenaje y estaciones de bombeo.

Diques sobre los tributaries ubicados entre 
hasta el punto de influencia del

con frecuencia de 
tacion agrfcola un 
nidas periodicas del rfo, 
rias de adecuacion de tierras.

Diques a lado y lado del rfo Cauca desde el 
1idad de La Virginia.

.mas bajo que el las. El drenaje solo se logra en perfodos de verano cuando 
los niveles del Cauca lo permiten. Las labores de limpieza y mantenimiento 
de los drenajes solo sirven para acelerar la evacuacion de las aguas de inun- 
dacion al llegar el estiaje, pero vuelven a colmatarse en poco tiempo.

se ha propuesto un proyecto de regulacion
. | rfo Cauca que tiene como objetivo primario el control de inundaciones 

una vez en diez anos con el fin de recuperar para la explo- 
area aproximada de 100.000 hectareas, afectada por las ave_ 

la recuperacion debe complementarse con obras prima_

Los estudios realizados por la CVC desde 19&9 indican que el estado de conta- 
minacion de las aguas del rfo Cauca, especialmente en epocas de caudales mrn_i_ 
mos, es francamente alarmante y que progresa cada vez mas con el transcurso 
del tiempo. Ejemplo de ello es la cantidad de oxfgeno disuelto que aguas aba^ 
jo de la ciudad de Cali decrece enormemente hallandose en algunos sitios valo^ 

Tan solo a su salida del Departamento del Valle 
el rfo.adquiere valores de 0D por encima de 4 mgr/lt.
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la

ha concebido buscando la relacion de altura de pre_

Niveles en el rfo Cauca similares a los registrados sin el proyecto.

la

Costo mfnimo.

cual

Regulacion con embalse para control de inundaciones y disminucion de 
contaminacion mediante el aumento de los caudales en perTodos de estiaje.

la 
e 1 
de

Como objetivo secuendario y aprovechando la construccion de la presa y la for_ 
macion del embalse en Salvajina se propone generar energfa el^ctrica mediante 
una central de capacidad instalada inicial de 180 Mw.

Con descargas del embalse en los perfodos de estiaje se podra aliviar la con­
taminacion del rlo Cauca. Este beneficio, que se traduce en el aplazamiento 
de la construccion de plantas de tratamiento de aguas residuales, es comple. 
mentario y se logra sin detrimento de las operaciones de control de inundacm 
.nes y de generacion de energfa, (CVC, 1975 b).

Al eliminar con la construccion de diques el embalse natural provisto por 
planicie inundable, los caudales del rfo Cauca aumentan notablemente. En 
caso de una avenida de 1:10 anos los caudales en la Virginia aumentarfan 
un maximo de 1.732 m3/seg a 2.557 m3/seg. Para contrarrestar los perjuicios 
que este aumento de caudales pudiera ocasionar aguas abajo de La Virginia se 
recomienda utilizar al maximo el efecto regulador del embalse de Salvajina, de 
tai manera que se obtengan caudales similares a los que se tienen actualmente 
sin la construccion de los diques. Por esta razon se recomienda adoptar 
alternativa de presa de altura maxima y diques mfnimos, (CVC, 1975 b).

La construccion de la presa ofrece la opOrtunidad de generar energfa lo 
contribuira enormemente a la financiacion del proyecto.

En resumen, el proyecto se
sa y diques que reuna las siguientes condiciones:
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modelo

de

■»

2.

3

3. de

esta

»

Con relacion al alivio de la contaminacion del rfo, por no ser un proposito 
cuantif icable no ira incluido en la funcion objetivo del modelo de optimiza- 
cion pero de hecho”aparecera en tas restricciones.

Si en lugar de utilizar esos 250 mil tones de 
almacenan para aumentar los caudales 
disminuir la contaminacion, se tendra una perdida aparente anual bastante 
e levada.

De diciembre a abril el valor de la energfa es alrededor de 20% mayor que 
en el resto del ano. Teniendo en cuenta los promedios historicos de fe- 
brero, marzo y abril de los caudales que 1 legan a Salvajina, el excedente 
de los volumenes de esos meses sobre lo necesario para operar continuamen 
te una unidad hid roelectrica es de 250 millones de metros cubicos.

m" para producir energfa, se 
en perfodos de estiaje, con fines de

Si se descargan durante los meses de julio a octubre los 250 millones 
de tai manera que conjuntamente con el aporte de los tributaries entre 

Salvajina y Juanchito, produzcan un caudal no menor a 127 m3/seg en 
ultima estimacion, el modelo de calidad demuestra que el efecto del flujo 
de dilucion equivale al aplazamiento en cinco anos de la construccion de 
una planta de tratamiento de costo aproximado de 20 mi Hones de dolares.

m3

De la interaccion de un modelo de simulacion de calidad de agua y un 
economico cuya funcion objetivo busca la maximizacion de beneficios netos 
considerando los usos para irrigaciqn*,generacion de energfa, abastecimiento 
munj.C'Fpal e industrial y dilucion, se llego a las siguientes conclusio­
ns. "(CVC, 1975 a):

1. La presa de Salvajina es conveniente para propositos de generacion 

energfa, control de crecientes y aumento de flujos mfnimos, pero no nece 

saria para propositos de riego. Esto se explica por la existencia 

de suficiente agua superficial y subterranea disponible para la expasion 

de i rri gaciona tierras agrtcolas en slx>s sTstemas ^rtbutarjos del rfo 
Cauca.



<

123

se

a

i .

0.2028 de UV por Kw-hr.Tarifa de energfa de invierno:i i .

b) C<ViacZeAZi^Zc.cL6 FZiZcai deZ Emba£t>& y Pwa de SaZ.va.jZna.

■ < a

Caudales:A.

1411. Caudal medio

1.143 m3/segCaudal maximo registrado2.

Capacidad generadora:B.

1

Salto bruto:
Mfn imo
Med i o
Max i mo

72 m.
92 m.
119 m.

a) .

El perfodo de verano se extiende de Diciembre a Abril; el de invierno en 
El valor de la unidad de valor a precios de 1976 

razon de 15% anual .

Tarifa de energfa de verano: 0.2636 centavos de unidad de valor 
-UV-, por Kw-hr.

Dates directamente consultados al Departamento de Estudios Economicos de la 
CVC.

resto del ano.
centavos y se inefementa a

el
es de 29.61

m3/seg

Las caracterfsticas ffsicas del embalse y presa de Salvajina que se dan 
continuacioh, son tomadas de la referencia CVC (1975

En cuanto a generacion de energfa se debe acotar que la central de Salvajina 
incorporara al si sterna interconectado de generacion como parte del siste- 

ma regional de la CVC. Los siguientes son los precios de compra de energfa 
Interconexion Electrica, S.A.: 1.
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C. Embalse:
4

Hoya hidrografica hasta Salvajina1 .

Capacidad2.
3. Ut.i 1

Embalse muerto
Embalse total

3. Cotas de embalse
1 .102 m.

1.125 m..
1.149control ado maxi mo m.

Presa

♦
1 . Tipo:

2. Ta 1udes:

aguas arriba 1 .5:1
aguas abajo 1 .5:1

3. Altura:

154 m

126desde el lecho del rfo m.

4. Cresta:

426 m.
12 m.

long i tud 
ancho

de gravas y enrocado con 
cara de concrete.

Cot a mfn ima
Cota de embalse medio 
para generacion.
Nivel

desde el punto mas bajo de la 
fundacion

620 Mm3.
153 Mm3.
773 Mm3.

3.960 km2
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Aliviadero:

Canal abierto con compuertasTipo:

Cota cresta de la gola 1.135 m.

36Longitud de la gola m.

3.550 m3/seg.Capaci dad

Estructura de salidad de fondo:

Valvula de mariposa, 4> = 3.30 m.Tipo de control

Valvula de descarga: valvula Howel 1 -Bumger, <j> = 2.70 m.

Tunel de carga y obras complementarias:

Bocatoma: pozo vertical revestido con concrete y cajon de acero con rejas
coladeras.

Dimensiones de la estructura de rejas:

12.0 m x 12.0 m x 11.0 m de altura.

Pozo:

circular con revestimiento de concreteForma:

d iametro m

altura
cota de la ,boca de entrada m

herradura circularTipo:
d i amet ros:

Tunel de carga: 
de desviaCion

3 compuertas radiales de 12 m. de ancho 
x 13.7 m. de alto

8,20 
55,00 m 

1.087,00

se utiliza uno de los tuneles
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w-

revestimiento de concrete

bl indada

Casa de mSquinas:D.

180 Mw
2

Caudal total

»Turbinas:E.

Francis de eje verticalTipo: »

m.

Cotas:
del eje distribuidor de las turbinas 
del pi so de generadores

eficiencia nominal
veloci dad especffica (metrica)

1.023 m.
1.035 m.

Capacidad total
Unidades

descarga maxima por unidad 
potencial nominal 
sumergencia 
veloci dad

116.5
122.000

5.6
180

herradura, 
ci rcular, bl indado 
bifurcacion,

la planta general de la presa; la Figura 5, corres_ 
las Ftguras 6 y 7 se presentan

r.p.m.
92%
^9

233 m3/seg

La Figura 4, corresponde a 
ponde a! la curva area-capacidad del embalse; en 
las curvas de descarga por el conducto de fondo y por las turbinas respective^ 
mente.

E$te estudio trata de encontrar una polftica optima de operacion mensual para 
el embalse de Salvajina, considerando todos los propositos para los cuales 
fue. concebido, ya que solo bajo cons ideraciones de operacion puede juzgarsesu 
verdadero valor.

m3/seg

8,20 m
7,^0 m
7,40 m



127

2

it-

<7»

O

<0mCM

P2

2

ota

o

o

o 
•
o

o

•

o 
o

2

s
Z o
o
UJ w>

UA o

K>

5
2

o

o 
o 
o
6 n 
M

o 
Q_

(K 
Ui 
h-

2

</>
OE

5 
9

iZ

o c 
:o

ats
co 
Ul

0
N 
o

o 
o

6
2z

u
0.
E
Ul
Q

cn
ui

<n 
LU

<
CE 
UJ
<
O
LU

Z 
LU

lb

s

o 
o

6 
0 
K>

g 
g
N

o
o
6 
tn

o 
o

6 
o

o

o

o

J
o

«
a

!

CO 
Ul

z

3 
Q.
a
2
o

o
o 
d a>

O 
cn
CD 

"O

o 
co 
CD

CL

:s
s 

CD

<E

§

o

o

o

• o 
E

O1.-T

a

o
o

°2
u •
U Wn
CL U

O 

© 

o 

o 

o

io
• c 

h 
a
!”■ 

v> O « 
« ’ s 
©2 2 
o X. Q-

o 
o

5
a 
© 

£ o
V 
3 0 
w X>

s s• «
© 0 o -n

« 2m »*>
O ~

J d

ti 
I

n|\E

J

J
I 2

•• UJ N

H/

e-^

. . H .. -. 
•I? ^2 ’MJ

© o. 
ii «

<M| 

d

I o 

!i 
1 2 
It 
I*

I? 
I 
r 
i 
i 
i 
i\ 
i

CM 
c I s 

01 
* ©

li aJ

o

© ft> « 
o •
- o

= « 
g c

tf) o

Z. 2 
tu

^\s “t

Il \ 1.

°\l\

•© pr
© \\

• Vf

; i

'©

o. 

o 

o

>

w\X'i W w

\A \x

.’2 Jz
2 © Z® /

‘ ■ v >
0

Z 5 
' I 

-3

*/5/Vx «.f £ 
i-M-i2S 2 S V i - > : s /\ 
\ A^\ ©ft \
/ / *L u "V /.

' 2 i



128

m

«■

o

$

U3

o

O

( UI S UU ) NOIOVA3")3

o 
IT)

o 
o

o o 
a>

o 
o

o 
o

o 
o

o 
o

CD 
"U

XJ 
o

X3

o 
Q. 
o

o m 
o

o. 
g

o o tn

. 3 
o

io 
o
9 
cn 
iZ

S 
z

< 
LU or 
z<

o 
co

o

o

o 
c 
o'

o
(Z)

a> 
“O

a> w
o 

-Q e
LU

O 
CD

<r •
q>

o

CM
E

LU
a
tn
LU
z
o

m
E
LU 
a
v>
LU

- Z
o

s
z
LU

z
LU
2
3
O>



129

2

o

I

■69s/£ui ni voavosao

o 
o 
OU

O 
O

Q 

o

o 
“O 
G 
o

o 
o

o <o 
o

UJ 
o

UJ > 
2

- §

o 
o

o
0^

U)

UJ cn 
_i 
<
OD s 
UJ

CD
O 
i* 
3 
O»

o 
o

-!

*s
cn 
o

=3

G 
O

<J>

o
<v
-o
o
o 
G

"e
o 
o
o 
CT»

O

CO 
Qi
O

"O

O

s
2

_ S
o



130
• e1

*

8

8

o

•6as/£ui voavosaa

o
3 
CT* 

•<Z

__ L
o
ou

• ou

O 
kO

</) o

I 
o
OJ

I 
o
OJ

UJ a

UJ >
2

UJ (/) 
J-
<m z 
UJ

k_

</> 
.O

CT*

O

in 
a> a
<D 

"O

O

o

Ji
8~



131

e) PeteAntcnacx^n de ana. Funcjrfn de ReXoA.no

Beneficios

laHay una sola forma de ingresos por la operacion del embalse de Salvajina: 
venta de energFa.

transformacion de la energFa potencial del 
La cantidad de energFa

de
Si no se construyera 

de

I

La central de Salvajina se

Para la epoca en que Salvajina entre en produccion, I98I, la CMC comprarFa 
energia de la planta de Chivor, actualmente en construccion. Las tarifas de 
energia en ISA con base en Fndices o unidades de valor constante, se calculan 
teniendo en cuenta las variaciones en la tasa de cambios y el costo de vida- 
obrero, dandole una ponderacion del 60% a la tasa de cambio y el kQ% al costo 
de vida-obrero. Los precios de energFa se dieron en la subseccion anterior.

1 \

incorporara el sistema interconectado nacional 
generacion como aporte del sistema regional de la CMC.
la central de Salvajina, la alternativa en cuanto a satisfacer la demanda 
energia seria importar al Departamento del Valle del Cauca energFa basica pro 
veniente de plantas hidroelectricas construidas en otras regiones del paFs. 
Parece entonces razonable tomar como criterio para evaluar los ingresos por 
venta de energFa, el valor de la energFa basica que la CVC tendrFa que com­
prar a ISA Interconexion Electrica, S.A.

La energFa electrica representa una 
agua almacenada cuando pasa a traves de las turbinas. 
quepuede generarse esta limitada por la capacidad fFsica del equipo instala- 
do; el tamano del equipo instalado es una decision de diseno, a la cual puede 
servir de guia muy valiosa un estudio de operacion como el presente.

Para determinar la funcion objetivo del problema de operacion es basico la d£ 
finicion de los posibles beneficios y danos asociados con esta operacion, es 
decir, con el embalse propuesto.

ReXoA.no
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= 9.8P X h E

siendo:
P
X
h
E

modelo los caudales se dan en mi Hones de

P X h E

4

2722.22 X h EP Kw

Si se llama BENERG a los beneficios por venta de energfa se tendra:
En verano:

BENERG = X* (h - 1030.0)

y en invierno:

BENERG =Xi(h - 1030.0) * 0.92 * 0.002722 * 0.2281

Dafios por inundaciones

Danos por inundaciones 
el embalse

potencia en Kw 
descarga en m3/seg
carga o cabeza en metros 
eficiencia de turbinas

se produciran cuando el vplumen de agua que descargue 
sea superior a la capacidad entre diques aguas abajo de la presa.

La capacidad en turbinas es:

* 0.92* 0.002722 * 0.2636

Como en el
sis es de un mes y los beneficios se dan en millones de

m3, el periodo de anali- 
pesos, se tiene:

9.8 x 7200 hora/mes
87400 seg/c|^ax30 d*as/mes
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=(

*

el

manera:

re-

Determinar hidrogramae 1

Determinar la frecuencia de avenidas en la estacion Salvajina, cuyos 
sultados se transcriben en la Tabla 33.

da-
del

unitario para la estacion Salvajina.

Para evaluarlo se escogio una creciente tfpica del rfo Cauca sin mayor aporte 
de los tributaries, tai como la registrada en Julio de 19?A que aparece en la

Para evaluar los danos que se ocasionan al producirse una avenida de determi- 
nada frecuencia y estar el embalse a cierto nivel, se procede de la siguiente

Existen datos de los danos causados por inundaciones del rfo Cauca en Diciern 
bre de 1966, Noviembre de 1967, Noviembre de 1970 a Abril de 1971 y Noviembre 
de 1973 a Abril de 197^. Con los datos de superficies inundables y de perdi- 
das agropecuarias y de otra fndole causadas por las descargas desbordadas fue 
posible encontrar una curva de danos como la que se muestra en la Figura 8.
Al observar esta figura se puede notar que los danos por inundaciones en todo 
el valle del rfo Cauca se han referido tomando como parametro basico la esta­
cion Juanchito situada muy cerca de la ciudad de Cali; la explicacion que se 
da a esta asuncion se basa en el hecho de que se conoce la relacion que exis- 
te entre caudales en Juanchito y las restantes 10 estaciones hidrometricas 
distribuidas a lo largo del rfo Cauca entre Salvajina y La Virginia y que por 
consiguiente un dato de crecida en Juanchito es indicative de lo que ocurre 
en todo el valle anegable (CVC 1975, c).

Por definicion, hidrograma unitario es un hidrograma derivado de una tor- 
menta de duracion especificada que produce 1 mm. de escorrentfa directa 
en el area de drenaje correspondiente.

Este trabajo tiene que someterse a tan grueso estimado de danos por ser 
unico disponible. En la Figura 9 se hace una ampliacion de la curva de 
nos que se presentarfa despues de construido el Proyecto de Regulacion 
rfo Cauca.
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Kohle r

Frecuencia de avenidas en la Estacio.i Salvajina.Tabla 33-

CAUDAL EN

MAY. JUN. JUL. SEP. . OCT. DIC.ENE. FEB. ABR. AGO. NOV.MAR.

Area

d =

7-358d = mm.

293
362
439 
535 
628 
681
748
838 

1046 
1135 
1342 
1432 
1639 
1729

235 
266 
299 
342 
383 
406
435 
475 
566 
606 
697 
736 
827 
867

270 
324 
385 
460 
533 
574 
627 
697 
859 
929 
1092 
1161 
1324 
1394

458 
519 
587 
673 
756 
803 
862 
942 
1127 
1206 
1390 
1470 
1654 
173A

458 
533 
618 
724 
825 
884 
957
1056 
1283 
1381 
1609 
1707
1934 
2032

297
350
408
482
553
594
645
714
873
942
1100
1169
1328
1396

131 
155 
183 
217 
250 
268 
292 
324 
397 
249 
502 
534 
607 
639

Anos

350 
425 
508 
613 
713 
771
844 
941 

1166 
1263 
1488 
1585 
1810 
1907

326 
395 
472 
568 
661
714 
781 
870 
1078 
1167 
1374 
1463 
■1670 
1760

346 
413 
487 
580 
669 
721 
785 
872 
1072 
1158 
1368 
1444 
1344 
1730

273
319
371
436
498
534
578
639 '
778
838
977
1037
1176
1237

2
3
5

10
20
30
50 
100 
500 
1000.
5000 
10000 
50000 
100000

189 
214 
241 
275 
308 
327 
351 
382 
456 
488 
561 
593 
66c 
698

3960 km2

/seg x 2 hr
390 km2 x 10

404? m x 3600 seg/hr
6 m2/km2

m3/seg.

= 7.358 X 10"3m

Figura 10. Siguiendo con un procedimlento como el descrito por Linsley, 

y Paulhus (1967), es posible encontrar el hidrograma unitario requeri- 

do, los calculos se detallan en la Tabla 34.
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Tabla 31*. Dele rm 5 nac i on del hldrograma ufiitar»o

Fecha Hora

0

10:00 180
202

20:00

Ju 11o , 8

101
10:00 102

102
102
102
102
102 *
102
102

Julio, 9 102
102
101
101

10:00 101
101
101
101

101
101 22

Ju 1•o, 10 101
101
100

112 100 12
10:00 100

100
100
100
100 0

02:00 
04 :00 
06:00
08:00

22:00
24:00

02 :00 
04:00 
06 :06 
08:00

12:00
14 :00
16:00
18:00

02 :00 
04:00 
06:00
08:00

22:00
24:00

04:00
06:00
03:00

12:00
14:00
16:00
18:00

117
114

215
232
248
263

94
117
1 Lk

101
■101

23
49 
65 

167 
119 
136
151 
171 
194 
209 
219
228

Ordenada del 
graftco uni- 
tar io.

11.55
H-S1!

16.17

18.1<8

0
3.13
6.66

137 

13'< 

132 

127
123 

120

195
187

179
172
166

158

151
II16

239

223
206

292
307 
317 
327
335 

331| 

319

300 

281

258

235 
233 
217

179 
156 

137
121 

101|

1°
16

14

9

7

5

3
0

12 :00 
14:00 
16:00 
18:00

20:00
22:00
24 :00

109
107
105
1 03
100

12:00 
14:00 
16:00 
18:00 
20:00

94
94
95
95
95
96
96
97
97
98
98
98
99
100

93
85
77
71
65
57
50
45
36
33
31
26 3.53

2.90
2.58
2.17 .
1.90
1.63
1 .22

20.52
23.24
26.37
28.40 
29.76 
30.96 
31 .94
31.67 
29.49
26 .$1
24.33
21 .20 
18.62 
16.44 
14.13
12.64

11.55
10.46

9.65
8.83

7.75
6.80
6.12

4.89

4.48

4.21

0.95
0.68
0.41

Caudal Total 
m’/seg.

Caudal base
m3/seg

Escort.dI recta 

m3/seg

1974

Julio, 7

en Sa 1vaI Ina.



139

de

Tabla 35.

E

Nivel 1:10 1 :1000001:50 1:100 1:500 1 :1000 1 :5000 1 :10000 1 :50000

1106 318 326 330 332320 325305 .
1118 3A0 342 345 346336327 331 337332

347 356 358 362 2621130 ' 351 352 355 359
3611138 626' 363 364 366 369367 370 372

1142 367 863 994 1278369 372 1395370 537
1146 789 1763879 1085 1174 1380 1469 1675573

11861186 1186 1186 2761 2761 27611150 39133913

X Juanchito = 33 + 1.596 X Salvaj ina

En la referenda CVC (1975, b) se estabFece”tjffa ecuacion de regresion l_i_ 
neal para caudales maximos diarios entre las estaciones Salvajina y Juan_ 
chito:

A este nivel se necesita un transito de avenidas por el embalse conside. 
rando su ope radon intrfnseca, es deci r como y cuando se efectuan las 
descargas por turbinas, conductos de fondo y aliviadero para determinar 
los caudales efluentes. Los resultados obtenidos para un mes cualquie- 
ra se ilustra en la Tabla 35.

311.^

Embalse se Salvajina. Transito de avenidas, Caudal efluente maximo 
en m3/seg.

Empleando los caudales de avenidas de la Tabla 33 para frecuencias 

1:10, 1:50, 1:100, 1 :500, 1 :1000, 1 :5000, 1 :10000, 1-.50000 y 

1:100000 anos y el hidrograma uhitar io dado en la Tabla 3^ es posible 

determinar los hidrogramas esperados para los perfodos de retorno ante- 
dichos, cuyos picos seran los caudales correspondientes a esos perfodos 

de .retorno.

R 0E N
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aguas

curva

£

s 
s

12.88 •
- 1.725
-.7.112
- 10.967

almacenamiento, S. 
en 103

DENE = 0.027 S -
DFEB = 0.00325 S
OMAR = 0.014
DABR = 0.0219

Atributarios = X Juanchito - X Salvajina = 33+0.596 X Salvajina

I ntroduciendo los caudales de la Tabla 33 en la ecuacion anterior se ob- 
tienen los correspondientes caudales en Juanchito, Tabla 36, sin conside- 
rar la existencia del embalse y por consiguiente sin considerar su efecto 
regu1ador.

se su-

La razon de no hacer un analisis directo de frecuencia con los caudales 
maximos en Juanchito se debe a que en esta estacion los caudales maximos 
se encuentran afectados por los desbordamientos que se presentan 
arriba o en la estacion misma; la regresion dada por la ecuacion anterior 
se obtuvo para valores de caudales en Juanchito no afectados por desborda 
mientos.

Si el caudal de salida del embalse, una vez efectuado el transito, 
ma el caudal de los tributaries obtenidos segun la ecuacion anterior se 
obtendra el caudal en Juanchito esta vez considerado el efecto regulador 
del embalse.

Con los datos anteriores es posible determinar los dahos por inundaciones 
como funci on del nive1 del embalse, o lo que es Io mismo como funci on del

Los resultados se dan a continuacion; los danos se dan 
$ y el almacenamiento S en 106m3,

Los danos esperados mensuales son encontrados como el area bajo la 
de la Figura 9 entre dos porcentajes de probabilidad de excedencia.

Ahora, el aporte de los tributaries entre Salvajina y Juanchito sera:
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SDMAY
SDJUN

DOCT
DNOV
DDIC

PA.0 bab-cLidadu de, TKa.Mi,eJj6nd)

re-

en

0.033
0.0248

= 0.018?
= 0.001
= 0.0018

debe entrarse con los caudales obtenidos en el 1_i_ 
cada caudal la probabilidad respectiva de ex. 

se hace para perfo-

En los meses de Julio, Agosto y Septiembre no se presentan danos por inunda- 
c iones.

Se anota que a la Figura 9 
teral e) pero considerando para 
cedencia obtenida de la Figura 11, puesto que el analisis 
dos mensuales y no para perfodos anuales.

a ser utilizada en la op-

m.

S i a los beneficios por renta de energfa se deducen los danos por inundacio- 
nes darfa la forma de la funcion de retorno mensual 
timizaciori de la operacion.

9.512
0.537

S - 1.040
S - 17.182
S - 2.571

Por ejemplo, en el mes de Diciembre se fijo un Ifmite superior de 1680 x 105 
Este valor es aproximadamente 10% mas grande que el mayor valor de caudal 
gistrado en ese mes y un 50% del caudal solamente ha sido superado 3 veces en 
los 28 anos de registro que se consideraron. De manera similar se fijaron If 
mites superiores para los restantes 11 meses. Se establecio un Ifmite infe­
rior de cero ya que no existe significado alguno para caudales negatives

De acuerdo a la formulacion del problema, se necesitan valores de P(<1t/clt+'|) 
para todos los valores de q y qt+i y para cada uno de los doce grupos de pa. 
res de meses. La formulacion del problema implica que los caudales deben ser 
disc retizados en ranges de tai forma que haya un numero finite de ranges de 
caudal en el mes siguiente. Se debe entonces establecer un Ifmite superior 
al caudal en cada mes.
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1 1 mx(x) = exp
2 7T 2ax ax

<*

XU

La densidad de la va­

tu) = CO
9

La functon de densidad deseada sera:

(x) = _< x _<-oo co

- mx 
ax

f u
1

1 
ax

En su forma usua1, 
tros de la distribucion. 
en la literatura y el trabajo se 
camente la variable tipificada.

Esta variable tiene media cero y desviacion tfpica 1. 
N (0, 1) 6

fu mx)

-oo < (J <

riable aleatoria tipificada es

La funcion de dens idad de la distribucion normal es:

fX

fX

una corriente. El tamano y numero de ranges ent re esos Ifmites es un compro- 
miso que depende del interes en. la economTa de calculos. Un range maximo 
de 210 x 106m3 se utilize en el mes de Diciembre, lo cua1 permitio el uso de 
8 incrementos. En los demas meses los incrementos se hicieron mas pequenos 
pero tratando de que el numero de rangos no fuera superior a 8, correspondien_ 
te al maximo adoptado.

x <:. 00

_1_ 
e ’ 2 u2

la media y la desviacion tfpica son empleadas como parame- 
La distribucion normal ha sido tabulada ampliamente 

simplifica notablemente cuando se tabula un_i_

) > -00

Para cada valor de q j se calculan todos los valores de P (qt). Inherente 
al metodo basico empleado para representar caudales esta el uso de la distri­
bucion normal o gaussiana.

ax
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En general:

x(x) = P(X <:x) = P(U £

v(u) = e

= (x - mx)/ox .

(- u) = 1

Se puede aseverar entonces que:

) = 1 .0i'

2
2

(x) en el intervale reque_ 
de

- mx 
ax

- mx 
ax

u
f

-00

2 
dv1

La simetrfa de la distribucion permite encontrar valores para argumentos nega 
tivos (Benjamin y Cornell, 1970).

qt

FU

FU

Fx

t+1 se trun_
De la distribucion truncada 

El tnuncamZe.wto cambia- 
y la desviacion

FU

en la cual u

) = F' U

u )

Las tablas dan valores para la mitad del range de u, u <o, aprovechando la si 
metrfa de la curva de la distribucion normal.

En el estudio presente la distribucion normal para cada valor de q 
ca en cero y en el Hmite superior del caudal.
es de donde se calculan las probabi1idades actuales.
ra ligeramente los parametros estadfsticos tales como la media 
t T p i ca .

- 0̂ t,max
Z P(q /qVHt Mt+1 qt=0

Para determinar la probabilidad de que una variable aleatoria normal caiga en 
cualquier intervale, debe calcularse la integral fY 

A 
rido; a 1ternativamente, la diferencia entre los dos valores de la funcion 
distribucion acumulativa, producira esta informacion.

-00 <: u <: <»
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s imilares .

de

ProbabiJidades condicionales de caudales en E.nero, dados los caudales en DiciembreTabla 37.

1 440 1
0.00060.0 0.0 0.0060 0.01450.0029 0.0254 0.0388

1260
0.00240.0 0.0002 0.0076 0.0211 0.0609 0.08470.0393

1080
O.OO850.0 0.03060.0010 0.0624 0.0983 0.16510.1339

900
0.04290.6 0.0066 0.16410.1029 0.2464 0.26570.2132

720
0.0006 0.0514 0.27670.1752 0.3265 • 0.3341 0.3178 0.2895

540
0.0164 0.3042 0.4522 0.4240 0.3416 0.2595 0.14340.1932

360
0.4649 0.5943 0.3124 0.1541 0.0780 0.0410 0.0225 0.0129

180
0.5180 0.0343 0.0057 0.0012 . 0.0002 0.0001 0.0 0.0

4202100 630 840 12601050 1470 1680

ioVCaudal

0
e UJ

5
■oJu

en Diciembre

manera que se obtenga en la estacion Juanchito un promed io mensual de 126 m3/ 
seg durante esos meses, caudal con el que se logra el aplazamiento en cinco 
anos de la construccion de plantas de tratamiento.

Las probabi1idades condicionales o de transicion de mes a mes a ser usadas en 
la operacion se presentan en las Tablas 37 a 40 para los cuatro primeros me- 
Ses. Los demas meses tienen probabi1idades

Las entregas mFnimas mensuales del embalse.en los meses de Julio, Agosto,Sep_ 
tiembre y Octubre fueron determinadas mediante un analisis de frecuencia
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e) de. to. RegZa de Ope/meZdn
♦

a

como:

(i.jBkilt

2, . .., 8k, i = 1,

y sujeto a restricciones tales como:

= Skt +

S £11+1

0 <

s< kt +

La

i

en invierno:

(h

la subseccion anterior, 
cada etapa t puede escribirse

(k, i) = Max {R|

153 x 106

= 5.7121714 x 10-“

- bt>

- bt>

R. «i 
KI It

n-1 
t+1

Rki 11

en donde las diferentes variables fueron ya definidas en la seccion 4.2. 
funcion de retorno estarfa dada para cada mes como:

en verano:

X, . , kilt

= 6.6011766x10-4X. ., kilt

eklt

k]t- 1030.0) - (at

hklt-1030.0) - (at

Para determinar la regia de operacion del embalse de Salvajina se utilize la 
programacion estocastica explfcita tai como fue descrita en la seccion 4.2. 
Se utilizaron 8 intervales de discretizacion para cada mes y las probabilida- 
des de transicion de un caudal dado en un mes a un caudal dado en el mes si- 
guiente fueron descritas en la subseccion anterior. La funcion recursiva 
ser solucionada en

X, • kilt

hkltX, •, kilt

eklt

(hklt

x, kiltqit

773 x 106

S11+1

qit

+ E P*.
j ,J
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s-

el embalse durante ese mes,en

= 9

son
como

sob re

se
ene ro a

el

de

de

de

es

Para valores in-

E1 problema es entonces resuelto etapa por etapa empezando en la ultima y 
procedimiento recursive continua hasta que el estado estable se alcance.

uso un programa de computador montado 
Casas (1976) que se basa en la publicacion

y, 
febrero estas probabi1idades se presentan

en el mes

Vkt
2

en la funcion recursiva anterior

hklt

Las probabi1idades de transicion a ser usadas 
determinaron en la subseccion (d) sobre Probabi1idades de Transicion, 

por ejemplo, para pasar de 
en la Tabla 38.

+ Vlt

se presentan en 
dere el caso siguiente: 
febrero, 
fue de 810 x 106m3 
de 380 x 106m3.
una entrega optima para el

en donde la primera parte corresponde a los beneficios por venta de energra y 
la segunda parte a los danos por inundacion. La variable es la altura
media en el embalse durante el mes t y es funcion del aImacenamiento medio

es deci r:

Para darle solucion a este problema se 
en el CIDiAT por Ami s ial y 
Butcher y Fordham (1970). Los resultados se presentan ya como regia de opera_ 
cion, es decir, como tablas en donde se especifica las cantidades a-’ser en- 
tregadas en cada mes como funcion del aImacenamiento al inicio del mes y 
los caudales de entrada al embalse durante el mes anterior. Estos resultados 

las Tabla 41 a 52. Para ilustrar el uso de las tablas consi- 
se desea determinar la entrega optima 

sabiendo que el volumen aportado al embalse durante el mes de Enero 
y que’ el almacenamiento al comenzar el mes de febrero 

Usando la Tabla 42 con los valores anteriores se obtiene 
mes de febrero de 458.8 x 106m3.

y las constantes a y b son constantes para cada mes que sirven para evaluar t t
los danos por inundacion durante cada mes. Los valores de a^ y b^, asf 
la forma de esta funcion de retorno fue discutida en la subseccion (c) 
determinacion de una funcion de retorno.
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Tabla 41. Polftica de ent regas optimas para Enero,
4

94$ 1.365105 315 525 735 1.155 1.575

480.00 0 137.50 900.0
0 0 0 232.5
0
0
0

935.0 1 .355.0

Tabla 42. Polltica de entregas optimas para Febrero,

450 630 81090 270 990 1.17010 m

95 24.7 18.00 0 675.0
0 7.7
0 0
0 0
0

190
285
380
475
665
760

570
665
760

10
80

64.8
159.8
349.8
444.8

69.1
164.1

335.0
525.0
620.0

50.0 
145.0 
240.0

327.5
422.5
517.5
612.5
707.5
802.5

270.0
365.0
460.0
555.0
650.0
745.0
840.0

173.8
268.8
363.8
458.8
553.8
743.7
838.7

315.0
410.0

495.0
590.0
685.0
780.0
875.0

1.065.0
1.160.0

975.0
1 .070.0
1.165.0
1.260.0

690.0
785.0
880.0

995.0 
1.090.0 
1.185.0 
1.180.0

770.0
865.0
960.0 

1.055.0 
1.245.0 
1.340.0

1.375.0
1 .470.0
1.565.0

95
190
285 
380 
475

0
96.9
191.8

0
85.2
155.6
250.6
345.6
440.6

575.0
670.0
765.0
860.0
955.0

1 .050.0
1.145.0

505.0
600.0
695.0
885.0
980.0

37.2
165.0
260.0

259.1
354.1
449.1
544.1

1.350

9.7 
0

Al mac. irH 
c ia 1 
6 „3

CAUDAL EN ENERO 106

CAUDAL EN DICIEMBRE 106m3

106m3

m

m3

106m3

Al mac. in_[ 
cial
106



153

Tabla 43- PoMtica de entregas optimas para Marzo,

CAUDAL EN FEBRERO

65 455 585 845195 325 715 975

0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0

759.1

Tabla 44. Polftica de entregas optimas para Abril,

49070 630210 350 770 910 1.050

116.80 0

15.1
0 0

900.0

570

665

760

95

190

285

380

0

76.6

173.7

263.4

15.2

108.8

59.8

0

12.8

0

77.8

172.8

267.8

0

153.8

245.0

340.0

0

10.8

0

93.8
188.8

283.8
378.8

59.1
154.1

249.1
344.1

101.4

24.4

108.7

24.8
295.6

390.6

485.6

580.6

675.6

770.6

0

147.5

256.9

351 .9

446.9

541 .9

723.1
818.1

153.1
248.1

343.1

438.1

533.1
628.1

489.7

584.7
573.1
753.4

848.4

962.8

1 .057.8

235.0
330.0
425.0
520.0
615.0

710.0

805.0

755.0

850.0

945.0

1.040.0

590.6

472.5

567.5

757.5

852.5

947.5

1 .042.5

375.0
470.0
565.0

660.0

53.4
148.4

338.4
433,4

557.5

301.6

396.6

491.6

681.6

776.5

871.6

966.5

1
1195.3

290.3
385.3
480.3
575.3
670.3

765.3

95 

190 

285 

380 

475 
5701 

665

760

CAUDAL EN MARZ0 106Al mac. ini- 
c ial

TO6

106m3.

106m3

m

106m3

^3 m

AlfnSc. ini- 
ci a 1 

106 m3
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Tabla 4$.

ini-
385 825165 495 60555 275 715m

285.640.095 0 0 00 103.1
0 0 0 25.0 135.0

12.80 0 10.0 120.0 230.0
0 0 0 0 105.0 215.0

61 .3 56.30 200.0
14.8 152.5 625.0295.0 515.0

0 610.0
760 763.1200.0 155.0 375.0

Tabla 46.

70 490 630210 350 770 910 1.05010
95 0 0 . 0 0 0 95.0 235.0

0 0 0 0
0 0 15.1
0 0 0 520.0
0 0 335.0 755.0
0 105.0

60.0 200.0 900.0

247.5
342.5

190
285

570
665

380
475

9-1
60.0

93.8
283.8
378.7

199.8
389.8
484.8

90.0
I85.O
280.0

525.0
620.0

50.0 
145.0 
240.0

390.0
485.0

27.5
16.7

190.0
285.0
380.0
475.0
665.0
760.0

500.0
624.1

310.0
405.0

325.0
420.0

615.0
805.0 945.0

1 .040.0

390.3
475.6
580.3
588.1

720.0
873.1

375.0
470.0
565.0
660.0

190 
285 
380 
475 
665 
760

53.1
8.1

330.0
425.09.8

104.8

Almac.
c ial

106

CAUDAL EN ABRIL 106

CAUDAL EN MAYO 106

3
1

Almac. ini-
c ia 1

e m

Polltica de entregas optimas para Mayo, 106

Polltica de entregas optimas para Junio, 106m3

m

m3

m3
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Politics de entregas optimas para Julio,Tabla ^7.

605385 495 715165 275

95

200.0

595.0 705.0375.0190.3

Tabla 48.

CAUDAL EN JULIO
280 440 60040 360 520120 20010 m

95 200.9 200.9 200.9200.9 200.9 200.9 200.9 200.9

255.0
510.0350.0200.9 200.9 200.9 270.0

—r--
825

190
285
380
475 
570 
665
760

190
285
380
475

200.9
200.9
200.9
200.9
200.9
200.9

171.4
171.4
171.4
171.4
171 .4
171.4
175.4

200.9
200.9
200.9
200.9
200.9
200.9

171.4
171 .4
171 .4
171 .4
171 .4
171 .4
176.4
269.8

200.9
200.9
200.9
200.9
200.9
200.9

171.4 
171 >4 
171 /4
171.4
171.4 
185.0 
280.0

200.9
200.9
200.9
200.9
200.9
200.9

171.4
171 .4
'171 .4
171 .4

295.0
390.0
485.0

200.9
200.9
200.9
200.9
200.0

171.4
171 .4
171 .4
215.0
310.0
405.0
500.0

200.9
200.9
200.9
200.9
240.0
335.0
430.0

171.4 
171 .4 
230.0 
325.0 
420.0
515.0
610.0

200.9
200.9
200.9
225.0
320.0
415.0

200.9
200.9
210.0
305.0
400.0
495.0
590.0'

570
665

760

171.4
171 .4
171.4
171.4
171.4
171.4
171 .4
171.4

171.4 
245 .0 
340.0 
435.0 
530.0 
625.0
 720.0 

815.0

m3

__ 1
55

106

106

CAUDAL EN JUN 10 106

m.

Almac. ini- 
ci a 1

6 „ 3

m3

Polftica de entregas optimas para Agosto, 106

m3

m

Almac. ini- 
ci a 1 
105
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Tabla 49.

i n i -

450390270210 33090 15030

215.1215.1 215.1215.1 215.1215.1 215.195
242.0215.1215.1 215.1215.1215.1 215.1

215.1215.1 215.1 215.1215.1 215.1215.1 215.1

215.1215.1 215.1215.1 215.1215.1 215.1 215.1 .
. 215.1215.1 215.1 215.1

225.0
760 215.1 320.0215.1 215.1215.1

Tabla 50.

330 45030 270 39090 150 210

95 195.5 195.5 195.5 195.5

195.5 195.5 195.5 195.5
360.2195.5

219.7
195.5

235.3
195.5 195.5 500.0

237.1 195.5 195.5 595.0

A

+'

190

285

380

475
570

665

190

285
380
475

215.1
225.4

215.1
288.2

215.1
285.4

195.5

264.3

365.3
453.5

215.1
241.0

247.0

551.3
432.5

215.1
244.8

330.9
260.0

195.5
281 .4

365.7
461 .9

570.0

651 .4

738.9
841 .3

195.5

457.5

310.4

403.4
554.4
649.4

215.1

248.5

195.5
271.8

215.1

252.3
285.0

380.0

195.5
268.8

740.3
835.3

215.1

240.9

250.0

345.0
440.0

570

< 665
760

195.5
218.8

195.5

264.7

361.5
464.7

562.3

275.1
552.6

646.8

319.0
411.7

195.5

269.1

365.9
346.9
548.6
405.0

Almac. 
cial 

106'

CAUDAL EN SEPTIEMBRE. IO5

CAUDAL EN AGOSTO 106

m

Almac. ini- 
ci a 1 
106

m
m

m

m3

Politica de entregas optimas para Septiembre, 106

m

Politica de entregas optimas para Octubre, 106
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& Tabla 51.

40 280. 360 440 600120 200 520

95 96.3 101.8 238.40 0 0 0 19.1
190 70.070.0 70.0 75.0 50.0 120.0 192.5 330.0
285 164.1 , 168.6 162.4 432.2 425.0

216.6 382.5 520.0
353.6 397.0 615.0
402.5 447.2 445.6 477.2570

665 540.6 572.2
760 635.6 667.2 907.2 900.0

Tabla 52.

CAUDAL EN NOVIEMBRE,
70 490 630210 350 770 910 1050

95 0 0 0 0 0
0 0 0 0 50.0

43.1 45.50
0 135.9

132.5 335.0 552.5 755.0
570 430.0227.5 748.8 850.0
665 0 525.0
760 282.8 620.0519.7

380
475

190
285

380
475

24.7
114.8

546.3
640.3

329.7
424.7

41.3
125.4

547.8
642.8

167.3
262.5
361 *. 6

322.5
417.5

43.8
138.8
233.8
328.8
423.8
518.8

145.0
240.0

431-3
526.3
621.3

239-7
336.3

570.0
742.5
760.0

172.5
267.5
362.5
457.5

287.5
243.8
338.7
433.8
528.8
623.8

843.8
938.8

273.8
368.8
463.8
558.8
653.8

527.2
622.2
717.2
812.3

945.0
1040.0

710.0
805.0

565.0
660.0

375.0
470:0

167.5
282.2
35-2.7

IO6

CAUDAL EN OCTUBRE, 106

Al mac. ini- 
c ial 
10Gm3

m

Almac. ini- 
c ial

106

PoMtica de entregas optimas para Noviembre, 106

m

m

PolTtica de entregas optimas para Diciembre, 106

o. 3 m

m3
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termedios de aportes y aImacenamiento puede hacerse una interpolacion lineal.

examen

este

la po 1 Ftica de. ejn

las

no

en-

pesar de que se 
"ergod ico".

un mes.

en la tasa de interes. 
dinero en el tiempo. 
be considerarse como representative de la realidad, 
rian las polfticas de entrega con el cambio en 
cremento primero al 10% y posteriormente al 12% anual. 
Tabla 53, cuando la tasa de interes Se cambio de 0

mas temprano.
un punto en que no habFa beneficios futures,

La convergencia de la pol'tica al optimo se indica por la repeticion de 
entregas y por el hecho de que la suma de los beneficios por aho de operacion 
es igualmente constante.

El hecho de que se llega a una polftica estable o sea que las entregas perma- 
necen constantes a pesar de que se aumenten los perTodos es una confirmacion 
de que el sistema es "ergodico". Una evidencia adicional la da el examen de 
los doce grupos de probabi1idades condicionales de caudales entre meses conse 
cutivos que son usadas en el desarrollo de la polftica y que aparecen en las 
Tablas 37 a AO para los cuatro primeros meses. Notese que no hay estados ab- 
sorbentes. Uno de estos estados estarfa indicado por una secuencia de valo- 
res de probabilidad 1, de tai manera que si el sistema cayese en esa secuen­
cia no tendrla salida posible. Tai estado absorbente no se presenta en 
trabajo y de hecho no aparece bajo circunstancias hidrologicas normales.

Dependiendo del estado con el cual se inician los calculos, 
tregas convergera mas tarde o mas temprano. Para el embalse de Salvajina, 
iniciando el sistema en un punto en que no habFa beneficios futures, los calcu 
los requirieron 312 meses para que emergiera la polftica optima. En el compu 
tador usado, IBM/360-40 se necesitan aproximadamente 2 minutos para calcular 
la polftica de un mes. Diez horas se necesitan para desarrollar la polftica 
optima.

Para investigar el efecto de un cambio en los dates sobre la polftica optima 
y sobre los consecuentes beneficios en primer lugar se hicieron variaciones

En la polftica inicial no se reconocio el valor del 
Este desconocimiento se hizo por.simplificacion y no de 

Para analizar como va- 
la tasa de interes, esta se in 

Como se muestra en la 
a 10% la pol ftica de
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Cuando la tasa de interes a 1e*.-

12%

Tabla 53.

Tasa de interes Camb i os

0%

10%

12%e

ba jo
a

una

tregas permanecio cast inalterable.
se produjo un mayor incremento en las entregas.

Efecto del cambio de la tasa de interes sobre 
la po1f t i ca opt ima.

Incrementos en muy pocas 
entregas.

Por ejemplo, si es necesario determinar el merito de un cambio en la escorren 
tfa debido a una modificacion en el clima, el metodo desarrollado permitirfa 
la evaluacion del efecto del cambio sobre la polftica optima.

se cambio

Fuera de estos ejemplos no es probable que los datos hidrologicos de entrada 
cambien a menos que un nuevo embalse se construyena aguas arriba del embalse 
en consideracion. En este caso el problema no serfa el de operar optimamente 
el embalse utilizando las salidas del embalse ubicado aguas arriba, sino con- 
siderarlos como un sistema de multiples embalses. Tai situacion presenta pro 
blemas que estan por fuera .del range de consideraciones de este estudio.

en la pol'tica

Incrementos en pocas en­
tregas. La polTtica per- 
manece inalterable en un 
93%.

En este trabajo fue necesario especificar las condiciones hidrologicas 
las cuales el embalse va a ser operado. Cualquier cambio en el las debido 

mejor comprension de los procesos o a cambios en los procesos mismos debe 
afectar la polftica de entregas a seguirse.
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los meses de

X

V^ciu^n de. ReMiZZadoA

-»

El criteno de maximi zacion, de beneficios que se adopte depende de la aversion 
personal al riesgo de quien toma las decisiones.

a ser

Con respecto a la vajidez del metodo, debe aceptarse que los datos y conclu- 
siones son teoricamente buenos y computacionaImente practicables. Si se pre- 
guntara si el problema resuelto es o no relevante a los casos que necesitan 
solucion, puede aducirse que el procedimiento descrito es en mucho superior a 
los estudios de prediseno de operacion llevados a cabo por las organizaciones 
responsables del manejo de los recursos hidraulicos y que al mismo tiempo
abre caminos de d i sefio que antes no estaban disponibles. Este metodo sustitu 
ye las rfgidas politicas de operacion de embalses prevalecientes.

Es importante recalcar que en este trabajo se maximizan los beneficios que re 
sultan de la operacion del embalse. Los beneficios netos son funcion de la 
generacion de energfa y los danos producidos por inundaciones, el maximizar 
los beneficios puede implicar que se produzcan algunos danos principalmente 
en los meses de caudales altos. El criterio de maximizacion de beneficios no 
esta en contraposicion con el proposito principal del proyecto de regulacion 
del rio Cauca, el control de avenidas, sino que la solucion final viene 
un compromiso entre el beneficio de la energfa y los costos de danos.

Del analisis de los resultados se observa que las entregas en 
julio, agosto y septiembre son mas o menos constantes para cualquier estado 
del sistema. Esto se explica porque en dichos meses el embalse debe hacer 
descargas para aumentar el caudal del rfo y lograr en la Estacion Juanchito 
un caudal promedio de 127 m3/seg. Se observa en algunos casos - vgr: Tabla 

que las entregas para el mismo almacenamiento bajan de 12.8 a 10.8 x 
106 m3 a pesar de que el caudal en el mes precedente aumento de 70 a 210 
106 m3. Se explica lo anterior en el hecho de que, por ser un proceso de de 
cisiones secuencia 1es, esta entrega es la que optimizara las entregas futu 
ras.
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«

o

0

una

para

es-

gene
cuen-

largos y por consiguiente 
el emba1se de Salvajina.

Otro criterio aun mas conservador es el de mantener el embalse vac'o durante 
los meses crFticos --noviembre, diciembre y enero- y maximizar beneficios 
minimizar danos en los nueve meses restantes.

En caso de que se quiera dar mayor prioridad al control de avenidas se puede 
utilizar otro criterio tai como la minimizacion de los costos de danos, 
rando energia solo con las entregas y aun si se quiere no tomando en 
ta el beneficio de la energfa.

Durante el tiempo real de la operacion de un embalse no es del todo real 
tablecer que la entrega para cada mes se define al principio del mes y no se 
revisa durante ese lapso. Mas de acuerdo con la realidad es establecer la de 
cision de entregas para perfodos mas cortos tales como una semana o un dFa. 
Una version diaria del programa serFa 30 veces mayor que la version mensual, 
la preparacion de los datos requerira 3&5 grupos de probabi1idades condiciona 
les para describir el regimen de caudal del rFo. Tai procedimiento aunque es 
posible, es demasiado costoso debido a las actuales capacidades de compute.

El uso de la probabilidad de transicion constituye una ventaja. Sin embargo, 
requiere el uso de una distribucion multivariada conocida, o sea, casi obliga 
a utilizar la distribucion normal o log-normal, admitiendo que existe la co- 
rrelacion serial aunque no se hizo ninguna prueba para determinar su orden. 
Debido a que solo se dispone de 28 valores de caudales mensuales, una mejor 
representacion de la correlacion entre caudales necesitarFa de registros mas 

el metodo adoptado es lo suficientemente bueno

La polFtica optima de entregas se puede emplear tanto en estudios teoricos 
para diseno de embalses como para la operacion de sistemas ya construidos o 
definidos en cuanto a sus caracterFsticas de operacion como es el caso del 
embalse de Salvajina. En ambos casos las dos variables de estado se hallan 
disponibles para determinar las entregas antes de que sean hechas.'
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<■>

cam

Dos criterios se citan a continuacion:

6.2. EN LA

a.'i Playitzo del pAvb-l^jna.

I

Convendrja efectuar estudios basandose en criterios diferentes al ut'ilizado 
en este trabajo.

y maximizar be- 
nueve meses.

Mantener el embalse vacfo durante los tres meses crfticos 
neficios o minimizar costos de danos en los restantes

APLICACION DE LA PROGRAMACION DINAMICA DETERM INI ST ICA CONTINUA 
OPERACION DEL EMBALSE GUARICO SOBRE EL RIO GUARICO, VENEZUELA

Minimizar costos de danos, generando energFa solo con 
satisfagan el proposito de control de avenidas y si 
en cuenta el beneficio de la energfa.

En relacion a los datoS hidr6logicos, la diScretiiadion de Cauda les eh tafigtte 
es una decision que. sfe basa eh Is eConomfa de caldulos. Si Ids rangbS de 
caudales se hubieran duplidado don telaoion al hurtiero adbptadd en el trabajo, 
el volumen de dalculos por mes hiabria sido veces mayor. Un bxdmbn de lbs 
resultados no indica la nedesidad de mayor numero de subdivisiones hi bh lbs 
datos hidrolbgicos ni en los otros intervalos escbgidos como pasds para 
biar las variables en 1os calculos.

las entregas que 
se quiere no tomando

El embalse Guarico esta ubicado al Noreste de la poblacibn de Calabozo, Dis­
trito Miranda, del Estado Guarico, y su construccion fue finalizada en el ano 
1956. Este embalse hace parte de un sistema de dos embalses, los embalses de 
Guarico y Camatagua, ubicados sobre el mismo rfo. El embalse de Camatagua es 
ta destinado al riego de 1200 hectareas y para el abastecimiento de la ciudad 
de Caracas. El embalse Guarico cumple con el doble proposito de abastecimien 
to para riego y control de inundacion.
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Las caracterfsticas basicas de la presa y el embalse Guarico son:
4

Altura Maxima

3

3

Sob re su

de

m.

com-

ha s i do e 1elen
masarroz.

de

9

Longitud de Cresta
Volumen de Relleno
Area de la Hoya 
Capacidad Total 
Area Inundada

En el Sistema de Riego Guarico, 
prende desde el mes de noviembre 
la tendencia a comenzarlo antes, 
mento del riego.

30 m
15000 m
12.6 x 106m
8000 km2
1840 x 106m
23140 hectareas

en un

la temporada de riego tradiciona1 mente 
hasta mediados de mayo. Actualmente existe 

a fin de aprovechar las lluvias como comple-

en su mayor fa revestidos.

El principal cultivo sembrado en el sistema ha sido siempre
Para la temporada 1972-73 el area de este cultivo ascendio a mas del 

90% de la superficie total regada, reportando un ingreso total de 75 millones 
de bolivares aproximadamente, lo que equivale a una produccion promedio 
3.557,87 Bs/Ha, que ha convertido al sistema en el primer productor de arroz

Las obras de toma consisten en dos torres de concrete sumergidas, unidas a la 
"Y". Cada torre esta conectada a un conduct© 

140 m de longitud, que atraviesa el terraplen y desembo- 
E1 gasto maximo de diseno de cada una 

cota mfnima de embalse de 110

presa por un puente en forma de 
de 6 m de diametro y 
ca en un pozo de amortiguamiento.
las torres es' de 72,50 m3/seg para una cota mfnima de embalse de 110 m. La 
altura de la torre de toma es de 29 m. La red de distribucion esta formada 
por 210.826 km de canales de seccion trapezoidal,

El aliviadero esta ubicado sobre el estribo Izquierdo de la presa. 
cresta pasa un puente cuyas bases son pi las que sirven de apoyo a 10 compuer- 
tas operadas manual y automaticamente e independientes una de otra. La longi 
tud de vertedero es de 132,50 m, y las compuertas son de 11 m de ancho por 
5,40 m de altura, con una capacidad de descarga total de 4.100 m3/seg.
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del pats (MOP, 1973). Otros cultivos de la zona son el pasto y. los frutales.

sector

Total 19.784 Ha

Mes

Ene ro 4'

Febrero

Marzo

n•3> 
4

Sector campesino
Sector empresarial
Sector medianos productores
Sector otros

Noviembre
D i c1embre

30.75
79.31
104.39
88.20
82.55

8036 Ha
8404 Ha
3174 Ha
170 Ha

Los usuarios del Sistema de Riego Guarico pueden ser clasificados en: 
campesino, sector empresarial, sector medianos productores y otros.

Demanda de Riego 
(105 m3)

El periodo de demandas durante cada ano va de noviembre a marzo y se han esti 
mado como (MOP, 1973).

Desagregando el area regada, para cultivos de arroz, por sectores usuarios, 
tendrfamos para la temporada 1972-73, segun MOP (1973):

Para este sistema se quiere obtener las descargas mensuales que minimicen el 
cuadrado de los deficits con respecto a las demandas de riego mas el cuadrado 
de la diferencia del volumen disponible para control de inundacion con respec 
to al volumen deseado. Esta operacion se hace para cuatro anos de registros 
disponibles (1971-1974) y considerando las demandas para riegos correspondien 
tes a un area de 14000 Hectareas.
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a

debe

/ 2g )CL

es

2
= 3x E

Para el transito de cada hidrograma de disefio mensual se asumio solo una com- 
puerta abierta con una abertura fija de 5 m, y la informacion adicional nece- 
saria sobre el embalse es:

Curva altura - Capacidad mostrada en la Figura 12
Cota cresta del aliviadero de 112 m
Longitud del aliviadero de 11 m
Caudal efluente inicial de 2^7.64 m3/s

(H^

H es la 
en el embalse, yC es un coeficiente definido como:

Los volumenes mensuales necesarios en el embalse para control de inundaciones 
se determinaron transitando en el embalse los caudales de disenos, que corres_ 
ponden a un periodo de retorno de 500 anos, partiendo de un nivel prefijado 
en el embalse y teniendo en cuenta que el caudal efluente del embalse 
ser menor de 400 m3/s.

en donde g es la aceleracion de la gravedad, L es la longitud del aliviadero 
Hi es la altura del agua correspondiente al hidrograma de entrada, 
altura del nivel inicial

El caudal efluente se calculo con la formula obtenida por Stewart y Pominy 
(1961) dada como:

Los caudales de disefio mensuales se determinaron haciendo un analisis
de frecuencia mensual. Como solo se tienen 6 anos de registros en la esta- 
cion Los Arrecifes, que corresponde a la estacion de caudales de entrada al 
embalse, se hizo una extension de los caudales maximos mensuales en base a la 
estacion- p1uviometrica El Sombrero que tiene registros para el periodo 1952- 
1973. A la distribucion emplrica de los caudales maximos mensuales se le 
ajusto una distribucion Gumbel, y el ajuste fue chequeado en base a la prueba 
de bondad de ajuste Smirnov-Kolmogorov. Los hidrogramas totales correspon- 
dientes al caudal de diseho se definieron siguiendo la forma del hidrograma 
unitario de la cuenca y considerando un caudal base de 2.51 m3/s.
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AREAS EN HAS.
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= 0.720909 - 0.10909C
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te a cada mes.

la Tabla 54.en
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T
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T
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2.400

V0LUMEN EN 10*x m2

con un

c3

en donde d es la apertura de la compuerta. Esta ecuacion da el caudal efluen 
pie3/s.

0^

Partiendo de un nivel de embalse arbitrario, por tanteos se determino donde 
debfa encontrarse el nivel de embalse para controlar la avenida correspondien 

Se obtuvieron de esta manera doce niveles de embalse que ase- 
guran para cada mes el control de la avenida mensual con un periodo de retor- 
no de 500 anos. Estos niveles con sus correspondientes valores de almacena- 
miento se muestran
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Almacenamientos necesarios para control de inundacionesTabla 5^-
K»

h (m) S xMes

9
Enero

9
Febrero

9
110.07Marzo

9
110.07Abril

9

9

9
Julio

9

9

9

9
Nov i embre

9
D i c i emb re

em-

la lluvia mensual en mm es

*

Mayo
Jun i o

Agosto
Sept i emb re
Octubre

110.07
110.07

110.07
108.988
108.878
108.726
109.189
109.97
110.07
110.07

.565309 x 10 

.565309 x 10! 

.565309 x 10' 

.565309 x 10' 

.565309 x 10 

.439953 x 10' 

.427286 x 10 

.415567 x 10 

.463238 x 10 

.553722 x 10 

.565309 x 10 

.565309 x 10

106

At
(LLt - Ej x IO’3

30 x 86400Pt

Eten donde LL^. es la lluvia mensual en mm durante el mes t, E^. es la evapora- 
cion en el Iago en mm, durante el mes t y que se obtiene a partir de la evap£ 
racion en la tina como:

m3

Como se anoto anteriormente se quiere determinar la operacion optima del 
balse durante el periodo 1971-1974. Las entradas al embalse durante un mes 
incluyen los aportes al embalse por el rio Guarico mas los volumenes perdidos 
o ganados en el embalse por la evaporacion y por la lluvia di recta sobre la 
superficie del Iago del embalse. Para el calculo de la precipitacion - evapo 
racion se utilize la estacion p1uvio-evaporimetrica La Mision la cual se con_ 
sidera representativa para el vaso del embalse, y las perdidas estarlan dadas 
para cada mes como:
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0.7

en

y

+

t
sean

6) SotucX^n P/tobZ&ma

Se quiere entonces def inir la operacion del sistema que:

)2}+

agua
t-1

mes

El problema de optimizacion general puede entonces escribirse como :

N
Min ’ { E 

t=1
N£

t=1

ETt

dinamica hacia adelante en donde S 
es decir, siguiendo la nomenclatura resenada

y en donde P puede ser negative si 
cuando los aportes del rfo

Vt-1

qt

> LLt
qt

Xt

qt

<Xt

Pt

(St-1

sujeto a las restricciones ffsicas del
En donde Dt es la demanda de riego durante el mes t, X es la cantidad 
agua entregada por el embalse durante el mes t, St 1 es la cantidad de 
almacenada en el embalse al final del mes t y es el almacenamiento desea 
do en el embalse para control de inundaciones al final del

St-1

Los aportes mensuales al embalse son entonces corregidos con estas perdidas 
serfan :

sistema y a la ecuacion de continuidad. 
riego durante el mes t, es la cantidad de 

mes t, 
mes t y V

Et

mes t-1. Como se 
puede observar se esta usando la nomenclatura del algoritmo de programacion 

indican almacenamientos al final del 
en la Figura 2.

E-t > LL^ y el valor de q^ serfa negative 
inferiores alas perdidas P .

-Dt>2

en donde ET^ es 
el area media en

la evaporacion en la tina durante el mes t en mm, y At es 
el embalse durante el mes t en m2 que es funcion del almace­

namiento medio en el embalse durante ese mes y que se obtiene de la curva area 
capacidad.
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)2}+

sujeto a:

+

0>

0 <: £ <:

t

fi(Si)

tsujeto a:
So = Si + X1qi

de donde:
fi (Si)

N
E 

t=1

mes t seconsideran conocidos
los aportes por precipitacion

ese^

X t
Xt

= Min {(Xi-

N
Min { S

t=1

= Min {(Xi
Xi

El problema es entonces solucionado usando el algoritmo de programacion dina- 
mica hacia adelante y mediante la forma de calculo de la programacion dinami- 
ca. La funcion recursiva para la primera etapa viene dada como:

qt

S MAXS MIN St-1

(St-l Vt-1

St-1

" Dl)2 + (Si + qi - >Xj - .'VroO

(Xt

Es'te problema de opera ci on va a ser solucionado en forma deteW4ifffetj?ea': tiSan-- 
do los registros de aportes mensuales al embalse durante el perio'do f-f^7’4 
y asumiendd que al inicio del primer mes el embalse tiene un a 1 macehami&hto de 
388,022 x 106m3 que corresponde al nivel normal de las aguas. Los aportes 
al embalse para el periodo 1971-197^ se presentan en la Tabla 54.

Di)2

y en donde q^, los aportes al embalse durante el 
e incluyen ademas de los aportes del r'o Guarico, 
directa al Iago durante el mes t y las pe rd Idas' por e'vaporaci6ri’!du;rQh'te'; 
mes.

+ (So - Vo)2J

■

-^t)2

st
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•Eritradas de agua al embalse Guarico.Tabla S1*.

Ano Mes

1971

1972

1973

1974

Lluvia 
(mm)

Evapora.
(mm)

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abri I- 
Mayo 
Jun io 
Julio 
Agos to 
Septi emb. 
Octubre 
Noviemb. 
Di ci emb.

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abri 1 
Mayo 
Jun i o 
Ju I io 
Agosto 
Sept i em. 
Octubre 
Nov i emb. 
Dietemb.

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abr i 1 
Mayo 
Jun i o 
Ju l i o 
Agosto 
Sept iem. 
Octubre 
Noviemb. 
D i c i emb.

Ene rp 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Jun i o 
Julio 
Agosto 
Sept ie. 
Octubre 
Nov i em. 
Diciem.

148.47 
163-03 
189.99 161.84 
114.38 
113.12 
117.18
112.56 
115.5 
115.43 
127.96 
147.49

24.98
11.47
8.03
8.29

39.87
24.45
23.19
26.77
75.59
23.51

8.34
7.44

10.5 
0 

4.2 
99.4 
75.8
61.7 

114.8 
194.5 
120.5 
49.2
45.9 
9.6

169.82 
205.52 
231.91
206.29 
179.83 
191.8
138.11
119.91
94.15

115.43 
125.86 
162.9

207.41
195.79
226.59
212.03
203.42
167.13
135.59
117.88
113.68
110.53
118.37
145.67

149.38 
153.09 
196'. 58
194.46
152.25
145.81
136.78
146.79
121.31 
132.09
137.55 
178.01

12.62 
12.81 
14.91
15.65 
16.48 
5.49
3.15
4.49 

29.01 
50.25
5.97
1.48

21.44
7.12
3.55
8.26

40.83
24.61
24.54
30.66
75.79
22.59

6.01
3.89

0.4 
0 
0 
0 

106.2 
69.2 

196.9 
236.9 
169.0
63.3 
26.0
0.8 .

0 
0 

1.5 
177.2 
74.2 

136.8 
123.5 
265.2 
252.2 
155.7 
136.1 

0.8

5.57 
4.69 
2.81 
3.32 
7.40 

19.08 
11.64 
22.45 
47.22 
36.94 
27.12 
18.88

5.97 
12.62 
12.81 
14.91 
15.65 
16.48
5.49 
3.15 
4.49 

20.01 
50.25
5.97

57.42
17.22
9.51

22.12
109.36
63.79 
65.73 
82.12 

196.45
60.51 
15.58 
10.42

2.23 
0.61 

-1.82 
0.95 
5.56 

16.99 
11.11 
23.6
47.2 
34.94 
24.84 
14.82

5.97 
1.48 

-4.8?
2.48 

14.89 
44.04 
29.76 
63.21 

122.3V 
93.58 
64.39 
39-69

-3.34 
-4.08 
-4.63 
-2.37 
-1.84 
-2.09 
-0.53 

1 1.15 
-0.02 
-2.0 
-2.28 
-4.06

-4.99 
-5.22 
-5.42 
-0.87
-3.11 
-0.008 
-0.29
3.55
3.45 
1.09 
0.44

-3.49

-3.54 
-4.35 
-4.48 
-0.03 
0.96 
0.16 
1.35 
3.89 
0.20 

-0.92 
-2.33 
-3.55

5.06 
17.27 
19 <36 
26.19 
37.18 ; 
34.81 
18.51 , 
15.99 
16.46 
74.33 

123.82
5.33

-4.08- 
-5.48 
-5.58 
-5.13
-1.77 
-3.05

1.42
2.82
1.86 

-1.26 
-2.46 
-3.98

7.63
7.59
9.49

14.78
13.37
5.48
2.86 
8.04 

32.46
51.34

6.41 
-2.01

1.5 
.0 
.0

160.8 
154.4 
119.5
173.3
274.1
123.4
77.4 
34.5 

.2

1.89
7.14
7.23
9.78

13.88
13.48
6.91
5.97
6.35

27.75 
47.77 

1.99

qt 
(m3/s)

S ■ 
(l06x

Pt 
(m3/s)

qt ' Pt 
(m3/s)

20.44
18.36
25.42
38.31
35.81
14.20
7.66

21.53
84.14 !

137.51
16.61

: 5.38

pt 
m2)
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a-

fl (S1) = 0; 2(Xi-Di) - 2(Si+ qi- Xi- Vo) * 0

lo cual da conio result ado:

Xi =

(S1 + q1fi(Si) =

El problema a ser resuelto en la segunda etapa puede escribirse como:

+ fl(S!)}

sujeto a:

Sz + q2 - X2Si =

de donde:
+

o sea:

ex-

2

9f1(Si) =
3X1

_1_ 
2

se obtiene deriVando parcialmente esta 
igualando a cero el resultado, es decir:

f2(S2) = Min {X2- D2)2+ (Si- 
X2

+

qz “ X2)}

el valor de Xz que minimiza fz(Sz) 
presion con respecto a X2 e

+ f 1 (Sz

y reemplazando este resultado en la ecuacion recursiva anterior puede escri 
birse que:

(S2 + qz " X2+ qi~ Di- Vo)2}

(Si + qi + Di + Vo)

f2(S2) = Min {(X2-D2)2
Xz

+ (Si- Vi)2

+ (S1-V1)2

V1)2

fz(Sz) = Min{(X2-D2)2
Xz

Di - Vo)2

el valor de Xi que minimiza f 1 (Si) se obtiene derivando parcialmente esta ex- 
presion con respecto a Xi e igualando a cero el resultado, es decir:
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*1

= f'(S 2) = 0; 2(X2-D2) - 2(82+ q2-X2“Vi)-(S2+q2-X2+qi-Di-

- Vo) = 0

1o cua1 da r fa :

X2 = 0.2

y reemplazando esto en 1a funcion recursiva anterior darfa:

+

El problema a ser resuelto en la tercera etapa serfa:

2

82 = S 3 + q 3 ■ X 3

y el valor optimo de X3 se obtiene como:

f3 (S3) = 0

2+ q 3 “X 3 -V2)

- 0.2Di - 0.4V +

2+ O.2V0) + 0.5(0.4S3+ 0.4q3-

+ 0.4V1- O.8VO)2} = 0+

0 :4q3 - 0.4X3

- O.6D2

3_
9 X3

9f2(S2)
3X2

- 0.4D2

+ 0.2qi

0.4q2

+ (S 2—

O.6D2

- 0.80!

fsCSs) = min [(X3- D3)
D3

0.4X3 0.8qi+ 0.4q2

+ 0.6q2

+ f 2 (S 2)]

- 0.402 ~ 0.2q1

+ (0.48 3 +

- 6.402

+ 0.201 - 0.6V1

{(X3-D3)2

V2)2

1 - O.2Vo)2

+ (O.6S3 + O.6X3

(0.4S2 + 0.4q2

(3S2 + 3q2 + 2D2 + qi ~ Di

+ 0.2qi + 0.2Dr- O.6V1 + O.2V0)2+ 0.5(0.4S2+
^2(22) = (O.6S2 + 0.6q2 + 0.2qi - 0.201- O.4Vi-O.2V0)

+ (S3

0.4q2 - 0.4D2 + 0.8qi - O.8D1 + 0.4V1 - O.8V0)2

2Vi - Vo)



173

2(X3- D +

+

+ O.2Vo) -

O.8Vo) = 0

+ 2X3 + 2V2 - O.72S3 - 0.72q + 0.72X3 -3

+ 0.72D2 - 0.2^91 + 0.240 - 0.32S3 -

+

+ O.32V0 = 0

5.2X3 - 2D3 +

= 0

de donde:

- O.23ID2+

- O.O77Vo

3 ■

- 0.16q2

- O.6D2

- 0.4D2

- 0.4D2- 0.4X3

- 0.l6q3

- O.385V2 + 0.231q2

- O.I6V1

- O.6X3

- O.8D1

0.72q2

+ 0.32X3 - 0.32q2

- O.I6S3

+ 0.2Di - O.6V1

- 2q3

- 0.201 - 0.4V1 - O.2V0) - 0.8 (0.4S3

- 0.4X3

- 0.32qi

0.4q3 - 0.2qi

0.6q 2 + 0.2qi

+ 0.4q2

O.O77qi

0.32q3

O.I6V0

0.40i

0.3201

+ O.4VO

+ O.48V1

+ 0.4Vi-0.4(0.4S3

3.2S 3

+ O.8V1

O.O77D1 - O.154V1

- 2D32X3 2S3

+ O.615S3

+ 0.4q2

~ 3.2qs + 2V2 ~ 1.2q2 + I.2D2 ~ 0.4qi

- O.I6D1

+ 0.6q3

+ 0.16o 2

+ 0.4q 3

+ 0.615q 3

+ 0.8q 1

+ O.24Vo

+ 0.3202 + 0.16q1

+ O.I6X3

y reemplazando este valor optimo de X3 en la ecuacion recursiva anterior para 

f3(S3) darfa :

1 + 0.48V1

- 2(S3 + q3 - X3 - V2) - 1.2(O.6S3

X3 = O.385D3
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- 0.385V2 + 0.231q2 - O.23ID2+

+ (0.385S3 +

+ (O.154S3- 0.30SV! - 0.154V +

- 0.3080 + 0.231Vo-

20.15403 + 0.154V2) O.3O8D2 +

El problems a ser resuelto en la cuarta etapa puede escribirse como:

+ f3 (S3)}

sujeto a:

S3 = X4

o sea:

+ (Su+

y el valor de Xu que minimiza se obtiene de la siguiente forma:

f (Su) = 0

o sea :

9fu(Su)
. OXu

0.7&9qi

+ (O.23IS3 + 0.231q3

f3(S3) = (0.615S3

- 0.7&9V0

O.154q3

0.15401

0.385q3

+ 0.462V1

2 - 0.231qi + 0.23101 - O.538V1

O.O77qi - O.O77D1 - O.154V1

0.077Vo)2

+ 0.308q2

+ f3(Su+ qu- Xu)}

0.615V2 - 0.38503

- 0.76901

fu(Su) = Min {(Xu-Du)2 
Xu

fu(Su) = Min {(Xu -Du)z 
Xu

- 0.077Vo)2

+ (S3- V3)2

0 - 0.23103 + O.23IV2)2

qu - Xu- V3)2

-0.15403 + 0.154V2)2

S u + q u

- 0.61503 + 0.615q3

+ O.5(O.154S3 + O.154q3 + 0.308q2

+ 0.231q2 + 0.23ID2 - O.O77qi + 0.07701 + O.154V1+

+ 0.46lq2 - 0.46102 + 0.154qi
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- 0.75054 -0.756q4 + 0.756Xu2X4 - 204 - 2$4 - 2q4 + 2X4 + 2V +3*
+ 0.474V2 - 0.284q2 + 0.28^0 + O.O95D1 +

+ O.WVz +

0.05901 - 0.119Vi - O.O59Vo - 0.10754

- 0.213q2 + 0.21302 - 0.071q + 0.07101 ++ 0.107X4 - 0.107q 13

+ 0.071Vo + O.IO7D3 - 0.107Vz - 0.04754 - 0.047q4 + 0.047X4 -

- 0.071Vo +

- 0.02454 - 0.024q4 + 0.024X

+ 0.04702 - 0.1I8q 1

= 0

5.23X4 - 204 - 3.23S4 - 3.23q4+:2V3 + 1.2303 + 0.77V2 - 0.46lq2 +

+ 0.30701 + O.3O7V1 + 0.154VO - 1.23q3= 0

X4 = 0.38204 + O.6I8S4

O.147V2 + 0.088q2 - O.O88D2 + 0,029qi - 0.02901 - O.O59V1 - O.O29Vo

y reemplazando este valor en la funcion recursiva anterior se puede escribir

que:

f4
0.059V1- O.O29V0)2 +

+ O.147V2 -
0.02901+ O.O59V1 + 0.029V'0)2 ++ +

(0.23554 + 0.235q4 - 0.23504 + 0.235V3 - 0.470 +

0.107q4

0.047q2

O.O47q3

0.088q2 + O.O88D2

0.75603

- 0.154qi

0.024V2

0.461D2

0.029qi

0.189 V1

O.296D3

+ 0.15401

0.04703

0.142V1

O.6I8V3

- 0.024q2

(0.38254 + 0.3'82q4 - O.382D4-

de donde se obtiene que:

+ 0.382q4 - 0.382V3 - 0.2350s + 0.235q3

- O.O59qi

- 0.756q3

O.47q3 “ 0.475V2

- 0.059V0)+ (0.14754+

- 0.23503+ 0.235q3-

O.147V2 + 0.088q2 - O.O88D2

- 0.047V2

+ 0.23503 - O.235q3

+ 0.178q2

0.177q2 “ 0.177D2 + O.O59qi - 0.05901 - O.llSVj

+ 0.07101 - O.I66V1

2 - 0.095qi

+ 0.029qi - 0.02401

- 0.071V1 + 0.1I8V0

($4) = (O.6I8S4 - O.6I8D4 + 0.6l8q4 - O.382V3

+ 0.024d3+ 0.1 1801

4 - 0.024X3

3 +

+ 0.095Vo - 0.29654 - 0.296q4 + O.296X4 - 0.296q3

- 0.095q2 + 0.09502 + 0.071qi
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- O.lVDu + 0. 147V3 - 0.295D3 + O.295q3 - 0.672V2 - 0.265q
2 + (O.OSSSit+ O.177V1 + O.O88V0) +

0.088qi+ - O.O88D4 + 0.088V 3

2 + (0.059S4 +- O.l47Vo)

2+ 0.23101 - 0.529V1 + O.235Vo) + 0.5 (O.059S4 +

0.059q4 - 0.059Du + O.O59V3 - 0.1180 3

2+ 0.23101 - O.529V1 + O.235Vo)0.29^02 + 0.29402 + 0.235q 1

(O.O59SU + o.osgqi* - 0.059Dm+ 0.059V3 - 0.113d + 0.131V2+3

2- 0.76501 - 0.471V1 - 0.765V0)

y
a

- 0.03402 +

0.01101 " O.OHV0

- 0.022V2 +

+

- O.OO2V0

0.I47qu

- 0.29401

X5 = 0.38205 + O.6I8S5
0.011q1

0.294qi

x6 = 0.38205

X7 = 0.38207

- O.O9D5 + 0.09q5

+ 0.6l8S7

- 0.034030.146VU - 0.090!+ + 0.09qu - O.O56V3

De la misma manera se obtuvieron los valores de Xs, Xs, X7, Xg, 

X12 para las demas etapas y estos resultados se dan

Xi0, X11 , 

cont inuac ion:

0.013q2 - 0.013D2. - 0.009V1 + 0.004qi- 0.0040i

0.022V1

+ 0.6l8s6

0.02201

0. 146V5

O.147S3

0.26502 - O.O88qi

- 0.004V0

- O.382V5

- 0.2360s

- 0.2360s

0.29402 - 0.235qi

- 0,382V6

+ O.765qi

+ 0.236q5

+ O.I3IV2 + 0.294q2-

+ 0.131V2+ 0.294q2

+ 0.034q3

+ 0.618q s

+ 0.618q7 + 0.236q6

0.44102 + 0.I47qi

+ 0.1I8q3

+ 0.1l8q3

+ O.O88D1

+ 0.1l8q3

+ 0.005q2 - 0.005D2 - 0.003V1+ 0.002qi-

2 +

-0.17703 + 0.177qs + 0.197V2 + 0.44lq2-

O.OSgqu - 0.05904 + 0.059V3 " O.II8D3

+ 0.6l8q5 - O.382V4 - 0.2360g + 0.236qg

- 0.56V4 - 0.340g + O.O34qu - 0.022V3

- 0.14701 - 0.294V1

- O.O9D3 + O.O9q3 " O.O56V2 +. 0.034q2

+ 0.5

O.OBqs " O.OI3D3 - 0.008V2
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- 0.021Vit -

- 0.003V2- 0.002D2+

- 0.021V5

0.0002D1 +

0.0002qi - 0.0002Vo

- 0.236D9 + 0.236q9

- O.OOSDs + O.OOSqs " 0.003V4 -0.002D4+

- 0.0004V2-0.OOO3D2+O.0003q2-
- 0.00009D1 + 0.00009qi " O.OOOO9Vo

0.382V
O.O2IV7

- 0.005D6 + O.OOSqg - O.OO3V5-O. 002D5+

- O.OOO3D3 +

- 0.00003Vo

- O.OOIVi - O.OO6Vo

- O.OSGVs - 0.034D6 + O.O3ztq6- O.O9D7 + 0.09q7

0.OOOO^qi

0.002q5 - O.OOIV4

- O.382V7 - O.236D7 + 0.236q7

0.021V6

X8 = 0.382D8 + O.6l8S8

O.236qio

+ 0.618q a

- O.OO5D3 + O.OOSqs

0.00292 - O.OOO6D1

0. U6V7

- 0.090g + 0.09q8

0.0002V1

0.01304 + 0.01394

Xg = 0.3820g + 0.6l8Sg

- 0.008V3

0.013D7 + 0.01397 - O.OOSVs

- 0.090s + 0.0998 - O.O56V7 - O.OS^D? + 0.03^97

0.0130s + 0.01395

0.146V8
O.382V9

0.l46Vg

O.O13D6 + 0.01396 - O.OO8V5 
•• 

0.00294

- 0.000709 + 0.000794 - 0.000^V3

x 11 — 0.382 D11+ 0.618s 11

- 0.00IV3 - 0.0007D3+ 0.000793

10 - 0.236Dio ++ 0.618q 11 -

+ 0.0006qi

+ 0.618910 -X10 — O.382Dio+ O.6l8Sio

0.002q3 - O.OOIV2 - 0.000702 + 0.000792 - 0.0005V1

0.I46v6 - 0.09D6 + 0.0996 - 0.056V5

- O.OO8V9 - O.OOSDg + 0.00594 - O.OO3V3-O.OO2D3 +

- 0.0340s + 0.034q5

+ 0.6l8qg - 0.382V8 - 0.23608 + 0.236q8

0.000393 " 0.0002V2 - O.OOOID2 + 0.0001q2 - 0.00007V1 - 0.0000401 +

- 0.056V8 - 0.034D8 + 0.034q8-
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•i?

0.236Dn+ 0.236qn

- 0.021V8 -

- O.OOSDy + O.OOSq? - 0.003V6-0.002D6 +
0.002q6 - O.OOIV5 - O.OOO7D5 + O.OOO7qs - 0.0005VU - 0.0003D4 +

+

en
mo do

es-

C(t) =

qua C(0) = 0.

pa r-

1 .

as el coeficiente de las entradas de agua al embalse.

2. C(t)1 para t = 1

mesas y su relacidn con los otros coeficiantes. 

cr i bi r que:

donde C 
q

2 + 2C(t-l)

4 + 2C(t-1)

Xi2= 0.6l8S12

0.013D8 + 0.013q8 " O.OO8V7

- 0.03^09 + 0.03^9

0.00004q2

O.OOOID3

- 0.00003V! + 0.00001D1

0.0003qu - 0.0002V3

Se pudo observar que este coeficiente varia desde t = 1 hasta t = 12 a 
tir del cual permanece constante.

cD(t) =

+ 0.0001q3 - 0.00007V2 - 0.0000402

+ O.OOOOlqi - O.OOOO2V0

C(t) = (^(t)

- cv(t-D

y esta formula es valida para el caso en

Al observar las ecuaciones anteriores se pudo determinar que para un mes cual 
quiera t, los coeficientes de todas las variables podrfan ser descritas 
funcion del coeficiente de la variable de almacenamiento C(t). De este 
bastarfa con encontrar la ley de variacion de este coeficiente para todos los

De esta manera se puede

+ 0.6l8qi2 + 0.382D12- O.382Vn-

0.146Vio " O.O9D10+ O.OSqio- O.O56V9

Por otro lado se determinaron las siguientes propiedades entre los coeficien 
tes de las variables:
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o

t 4 ipara todo3.

Para t 4 i t = i = 11desde t = i=1 hasta

= 2 C(t)-1

= 2-3 C(t)

De una manera similar se obtuvo:

=(2-3C(t)-(5C(t)-3) = 5-8c(t)

=(5-8c(t))-(13C(t)-8) = 13-2ic(t)

Cn(t-4)=C (t-4)=(l3C(t)-8)-(l3-21C(t) = 35C(t)-21D q
=(13-21C(t))-(34c(t)-21) = 34-55(t)

C (t-5)=c (t-5) = (3/iC(t)-21)-(34-55C(t)) = 89(t)-55D' q
= (3A-55C(t))- (89C(t)-55) = 89-U4c(t)

Cn(t-6)=C (t-6) = (89C (t)-55)-(89-1(t)) = 233 (t)-l44D q
=(89-l44c(t)-(233C(t)-l4M = 233-377C(t)

= C (t-1) = 5C(t)-3 q

Cv(t-3)

en donde Cp(t) es el coeficiente de la demanda de riego en el mes t y Cy(t) 
es el coeficiente de almacenamiento para control de avenidas en el mes t.

Cn(t-7)=C (t-7)=(233C(t)-144)-(233-377C(t)) = 6lOC(t)-377 D q

CD(t-2)

cu(t-D

Cv(t-6)

C/t-7)

CD(t-2)

Cv(t-5)

-cD(t)

(t-3) = (5c (')-3) - (5-Sc(t) )=13c(t:)-8

cD(t-i)

- %<!>

= C (t-1) - Cv(t-2)
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=(233-377C(t))-6l0C(t)-377) = 6l0-987C(t)
•5

CD(t-8)=Cq(t-8)=(6lOC(t)-377)-(610-987C(t))=1597C(t)-987

(610-987C(t))-(1597C(t)-987) =1597-258AC (t)

CD(t“9)==Cq(t“9)==(1597c(t)’987)_(l597“258Ac(t)) =4181 C(t)-2584

= (l597-2584c(t)-(4181C(t)-2584) =4181-6765c(t)

(t-10)=(4l 81 C (t)-2584) - (4181-6765c (t) =10946(t)-5765

= (4181 -6765C (t))- (1O946C (t)-6765) =10946-1771 1 C.(t)

CD(t“11 )=Cq (t"11 ) = (1O946C (t:) -6765) -(10946-17711C (t)) =28657C (t)-17711

= (10946-17711C(t))-(28657C(t)-17711) =28657-463680 (t)
g*

en

para cualquier mes t, que

con t > 1

De esta forma podemos generar la ecuacion general 
viene da da po r:

A partir de aquf, los coeficientes se hacen igual 
la determinacion de la descarga optima de un mes, 
siguientes llega hasta los 12 meses .siguientes, o 
moria de 1 ano.

a cero lo que indica que 
la incidencia de los meses 
sea que el modelo tiene me-

Cv(t-12)

Cv(t-10)

Cn(t-10)=CD .q
cv(t-ii)

cv(t-9)

Cv(t-8)

X(t)=C(t)S(t)+C(t)q(t) + (l-C(t))(t)-[l-C(t)]v(t-l)-[2C(t)-ljD(t-l)  + 
[jZC (t) -F] q (t-1 )-[2-3C(t)] V(t-2)-[5C(t)-3] D(t-2) +[5C (t)-j] q (t-2)) - 
E5-8c(t)J V(t-3)-03C(t)-8] D(t-3) + El3C(t)-8]q(t-3)-03-21C(tfl 
V(t-4) -0340(t)-21] D(t-4) + |j4c (t)-2lJ q (t-4) - 034-550 (t/J V(t-5) - 
0890 (t)-55] D(t-5) + 089C (t)-550 q (t-5)- 089-1440 (t)J V(t-6) - 0233O(t) - 
144J D(t-6) + 0233C (t)-144] q(t-6)- 0233-3770 (t)0V(t-7)-01600 (t)-377] 
D(t-7) + 06l00 (t)-3770 q(t-7)-E610-987C(t)Jv(t-8)-01597c (t)-9870 D(t-8) + 
0t-8)+] 15970 (t)-987 0q(t-8)-0 1597-25840 (t) 0V( i-9) 0] 4l8l 0 (t) -2584 | 
D(t-9) + 04l8lC(t)-25840q(t-9)-E4l8l-6765C(t)0V(t-1O)-0lO946c(t)-67650 
D(t-1O) + [iO946c(t)-67650q(t-1O)-01O946-17711C(t)0D(t-11) + [28657C(t)- 
177110 q (t-1 1)-02 8 6 5 7 -4 6 3 6 8 0 (t)0 V (t-12) 

para D y q y t i 0 para V.
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Apl icando esta ecua'dion general

c)

periodo 1971-1974

1 .
con

tonces a mantener un
tra­

de

de2.

3.

caso

A.

almacenamlento deseado, 
de estos almacenamientos deseados.

El modelo de optimizacion logra mejores resultados cuando la demanda 
agua para riego es diferente de cero.

El registro disponible de aportes al emba1se de 1971 
una epoca de extrema sequfa en la 
ses los aportes totales al embalse son negatives, 
que para algunos meses las descargas optimas sean negatives en cuyo 
se tomaron iguales

se obtienen las descargas optimas correspon- 
dientes a los cuatro anos de registros las cuales se presentan en la Tabla 
55.

se pueden hacer los siguientes comentarios.

a ce ro.

Observe que el considerar en la funcion objetivo la minimizacion de cua- 
drado de las desviaciones del almacenamiento en el mes t con respecto al 

la solucion final va a tratar de estar al rededor 
El modelo de optimizacion tendera en- 

determinado nivel en el embalse y posiblemente en d£ 
terimiento del otro uso que en este caso es riego. Se debe entonces 
tar de modificar esta funcion objetivo para obtener resultados mas 
acuerdo con lo buscado.

a 1974 corresponde a 
zona y es por esto que para algunos me- 

Esto puede resultar en

Anal izando los resultados de la operacion optima del embalse Guarico durante 
el

El modelo de optimizacion usado aca es completamente determinfstico, o 
sea, no tuvo en cuenta el caracter probabi1fstico de los aportes hidrolo- 
gicos. Podrfa llegar a considerarse un modelo estocastico usando una dis^ 
tribucion probabi1Fstica para los aportes al sistema y determinando las 
distribuciones de las entregas optimas y de los almacenamientos optimos.
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Descargas Optimas para el periodo 1971”197^. "Tabla 55. SB

DescargaAno MesDescargaDescarga Ano MesAno Mes

1974 Feb.Die.
Nov. 0.0 Ene.

1972 Die.0.0Oct.
0.0 Nov.
0.0 Oct. Ene.
0.0 0.0
0.0Jun. 0.0

0.0
Jun.

Mar.
Feb.

*■

Ene. Mar.
1973 Die. Feb.

Nov. Ene.
Oct. 0.0 1971 Die.

0.0 Nov.
0.0 Oct.
0.0

Jun.
Mar. Jun.

May.
Abr.

May.
Abr.

May.
Abr.

Sept.
Agos .
Jul .

Sep.
Ago.
Jul.

Sept.
Agos .
Ju 1 .

Mayo
Abr.

■ Sep.
Ago.
Jul .
Jun.

0.116l90x109 
0.113943x109
0.846181x10®
0.459911x10® 
0.677287x107

0.343214x10®

0.217774x10®

0.539076x10®
0.113756x10®
0.102898x10®
0.838193x10®
0.229253x10®

0.0

Mar.

Feb. 0.181651x10

0.167668x10®

0.654766x10®

0.711054x10®

0.125722x10®
9

0.0 
0.106339x10® 
0.369502x10®
0.977590x10® 
0.960980x10® 

0.952061x10®

0.629704x10® 
0.290642x10® 
0.264213x10®
0.511939x10® 
0.100355x10® 
0.117708x10®
0.159647x107 
0.159647x10®

0.0

0.209162x10®

0.605476x10®
0.122419x10®
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5.

106m3

= 0.845081 x 10

6.

7.

VII. PROBLEMAS

^.31.

con

con

32. de ague, y en cualquier

r?

El hecho de que el almacenamlento inicial en el embalse es arbitrario ll£ 

va a que los resultados varfan de acuerdo con el, por lo que habrua que 

tantear con distintos almacenamientos iniciales y no asumirlo fijo tai co 

mo se hizo en este caso.

y una 
ero­

de m3.

La respuesta del modelo que se pueden regar 14000 hectSreas dejando 
como almacenamientos para el control de avenidas lo sigulente,

Un embalse tiene una capacidad util de 100 x 1(f m
momento la cantidad de agua almacenada puede ser de 0, 50 6 100 millones

El agua es derivada del embalse para satisfacer una cierta deman- 
da,que para los proximos 5 perfodos de tiempo esta dada como:

S MAX
S MIN

6m3 m

En un embalse se quiere mantener un volumen constante de 10 x ICrm 
descarga constante de 15 x 106m3 por periodo. La capacidad tota-l del 
balse es de 15 x 106m3 y los flujos de entrada durante tres perfodos 
secutivos son de 15, 20 y 10 millones de m3 respectivamente. Se quiere 
definir cual es la operacion del embalse durante esos tres perfodos de 
tiempo, de tai forma que se minimice el cuadrado de las desviaciones 
respect© al volumen ya la descarga deseada.

= 0.388022 x

En el calculo de la evaporacion en el embalse se asumio un almacenamtento 
medio para todos los meses igual al almacenamlento medio del embalse. En 
realidad la solucion en este caso debe hacerse de una forma iterativa tai 
como se di scut id en la seccidn 2.4.
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90

1
2

505

en

1
2

100

se
1 a

3.

Perfodo de
T i empo

Perfodo de
T i empo

3
4

3
4

50
100
150
100

50
50

50
100

Un embalse tiene una capacidad util de 6 unidades de agua y 
momento la cantidad de agua almacenada puede ser 0, 
El agua disponible en el embalse puede ser vendida 
neficios:

Aportaciones 
(l03m3)

en cua1qu i er
2, 4, o 6 unidades.

con los siguientes be-

Demanda 
(l06m3)

No es deseable descargar agua por el aliviadero s i no solo en caso de emergen_ 
cia. Los parametros de las aportaciones del rfo al embalse durante los prox_i_ 
mos 5 perjodos son los siguientes:

Al principio del primer periodo el embalse esta lleno y en la operacion no 
puede pasar el embalse de lleno a vaclo o viceversa. Se quiere definir 
operacion optima del embalse que minimice los deficits durante los 5 perfodos 
de tiempo.
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Beneficio ObtenidoAgua Entregada
Sfl

00

A000

6

Perfodo Aportes a 1 Embalse

1
2 2

0
2

el

se

4. res
en-
de

5. a 1
en

3
4

7000
5500

2
A

f 

iL

La capacidad de entrega del embalse es de 6 unidades por mes. El agua 
descargada por el aliviadero por encima de A unidades produce danos aguas 
abajo del embalse y esta situacion debe tratar de evitarse bajo cualquier 
circunstancia. Los aportes al embalse durante los prdximos cuatro perfo- 
dos de tiempo son los siguientes:

Resolver el problema anterior si no se tiene ninguna restriccion con 
pecto al volumen almacenado al final del ultimo perfodo. Se quiere 
tonces definir la operacion del embalse durante los cuatro perfodos 
tiempo que maximice los beneficios por venta de agua.

no se tiene

no se

Resolver el problema 3 si no se tiene ninguna condicion con respecto 
volumen inicial en el primer perfodo y con respecto al volumen final

Al principio del primer perfodo se tiene en el embalse un almacenamiento 
igual a 2 unidades y al final del ultimo perfodo se quiere tener en 
embalse un volumen igual a A unidades. Se quiere definir la operacion 
del embalse durante estos cuatro perfodos de tiempo de tai forma que 
maximicen los beneficios.
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namientos en

6. capacidad total de 1^00 x 10
guientes caracterfsticas:

Volumen a 1macenamiento Maximo

Volumen almacenamiento Mfnimo

100%

5.0 m.

337.0 m.

La elevacion media del

por med io

La demanda

1580 x 106

180 x 106
3 ■

+ 1.8893 X 10"9= 580.82 + 1.9267 x 10-2St-8.235

el ultimo perfodo. Se quiere entonces definir la trayectoria de almace- 

los cuatro perfodos de tiempo que maximice los beneficios 
por venta de agua.

15.0 m3/s
83 mm/mes.

261.2 m.
2^7.00 m.

88%

Se tiene un emba1se con una

se durante los proximos cua-

y con las s i-

por energfa y los aportes al embal 
tro meses estan dadas por:

agua por encima del nivel del mar puede ser detei— 
minado como funcion del a 1macenamiento medio en el emba1se por medio de 
la siguiente ecuacion polinomial:

m3
m3

Ht

Descargas MFnimas Permitidas 
Evaporacion en el emba1se 
Cabeza hidraulica maxima 
Cabeza hidraulica minima 
Eficiencia de la turbina 
Factor de carga de la turbina 
Perdidas hidraulicas del sistema 
Altura de la turbina sobre el ni 
vel del mar.

x 10’6

6m3 m
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Mes

1 200
2

200 200

Si primer mes tiene un almace-
3

meses.

7.
♦

Volumen de a 1macenamiento maximo
Volumen de a 1macenamiento mTnimo

30.0 m

90.7

con

Descargas mmimas permitidas

Cabeza hidraulica maxima

3
300
400

1000
800
600

Demanda 
(eqv. MW)

se asume que el embalse al principio del 
namiento igual a 600 x 106m3, determine la operacion del embalse que mi­
nimice el cuadrado de los deficits durante los cuatro

806.14 + 9.1297 x 10"1 1.1452 x 10"2

Aportes a 1 Embalse 
(106 m3)

+ 6.646 x

10"5

106ma 600 x

1.3575 x 10“7

La elevacion media del agua por encima del nivel del mar puede ser deter- 
minada por medio de la siguiente ecuacion que relaciona esa elevacion 
el volumen medio almacenado durante el perfodo de tiempo respective,

Se tiene un embalse cuyas caracterFsticas fFsicas se describen a conti- 
nuacion:

Ht

Cabeza hidraulica minima 

Eficiencia de la turbirta 

Factor de carga de la turbina 

Perdidas hidrauli'eas del sistema 

Altura de la turbina sobre el ni 

vel del mar.

180.0 x 106m3
20.0 x 106m3 
6.0 m3/s

755.4
729.8
88%
100%
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&

en donde es

kilometros cuadrados. *

y los aportes al embalse durante los proximos tres

Mes

1
2
3 300 40

man-

asume
el

la evaporacion durante el 
medio de agua durante el mes t.

150
200

80
60

Demanda 
(eqv. MW)

et

-3.546 x IO'2

Aportes al Embalse 
-(10G m3)

Aunque la prioridad es 
s i

esta dada en

La demanda por energfa 
meses dados por:

mes t Y At es el area del espejo 
El area del espejo medio de agua es a su 

vez funcion de la altura media del agua en el embalse sobre el nivel del 
mar y se puede calcular por la ecuacion:

0.035 At

en donde A

+ 4.35 x 10"1

et

Ht

m

La evaporacion en el sistema durante un mes es funcion del espejo de agua 
medio durante ese mes y se pUede escribir como:

la venta de energfa existen beneficios adicionales 
el embalse puede ser usado para recreacion y se quisiera entonces 

tener el embalse alrededor de un al macenamiento de 100 x 106m3. Si se 
que el embalse al principio del primer mes tiene un almacenamiento 

igual a 60 x 106m3, determine la operacion del embalse que minimice 
cuadrado de los deficits y el cuadrado de las diferencias con respecto al 
volumen deseado.
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8. 1 a

pa ra

9. Un embalse t iene

como:

in

programa-

10.

11 .

como:

-r

Dos embalses en paralelo han sido construidos para satisfacer las deman- 

das de agua de una poblacion cercana que estan dadas para los proximos 

tres meses

- 343.75 *2t

capacidad util de 6 unidades. El agua del embalse 
a una zona industrial y los beneficios obtenidos de 

durante el perfodo de tiempo t se pueden escribir

se tiene ninguna restriccion con res-Resolver el problema anterior si no 
pecto al volumen almacenado al final del ultimo perfodo.

- 175.0 + 3037.50 XRt

de entregas del embalse durante cualquier perfodo es 
agua descargada por el aliviadero no genera ni ;benefi- 

Los pronosticos de las aportaciones al embalse en los pro

La capacidad total 
de 6 un idades y el 
cios ni danos.
ximos cuatro perfodos de tiempo son las mismas que las del problema 3. Al 
principio del primer perfodo se tiene en el embalse un a 1macenamiento 
igual a 2 unidades y al final de ultimo perfodo se quiere tener en el em 
balse un volumen igual a 4 unidades. Se quiere definir la operacion opti 
ma del embalse durante estos cuatro perfodos de tiempo de tai forma que 
se maximicen los beneficios y usando el metodo de calculo de la 
cion dinamica contfnua.

En el problema anterior se advirtio que los beneficios obtenidos por 
recreacion eran secundarios con respecto a las necesidades de satisfacer 
las demandas de energfa, sin embargo, el problema se planteo dandole la 
misma importancia a ambos objetivos. Plantee una funcion objetivo 
el problema anterior que reconozca esta prioridad y solucione el proble­
ma de nuevo.

una
puede ser vendida 
vender una cantidad X
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Mes
<9

1 100
2
3

es de 75 x 10

3

y son:

$Mes

1 50 50
2 50 25
3 25 0

3

12.

50
25

y
in i -

Apo rtes Emba1se A 
(106 m3)

La capacidad de uno de los embalses, 
del otro embalse, el embalse B, 
cio del primer mes el embalse A 
balse B se encuentra vacfo. 
rante los proximos tres meses

Aportes Embalse B 
(106 m3)

Para el problema 1 asuma que los flujos de entrada el embalse durante 
los tres perfodos no son conocidos pero que para cada periodo pueden to- 
mar los siguientes valores:

. Se asume que al 
tiene almacenados 50 x 106m

Los aportes a cada uno de los embalses du- 
han si do predichos

y el em-

6m3 m

Si la operacion del sistema d'ebe ser tai que al final del tercer mes el 

embalse A se encuentre Ueno, y el embalse B tenga 25 x 106m3 de agua, 

sequiere determinar la operacion optima de los dos embalses durante los 

proximos tres meses.

Demanda de Agua 
(106 m3)

el embaIse A, 
es de 25 x 106m3
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«
Perfodo Discret izaciSn

& 1 2 3t

1 0 5 10
2 20 25 30
3 5 10 15

las
el

T i empo Cauda les
t Ait
0 
0 
0 
1
1 
1
1 
1
1 
1
1 
1 
2 
2
2 
2
2 
2
2 
2
2

10 
10 
10 
0 
0 
0 
5 
5 
5

10 
10 
10 
20 
20 
20 
25 
25 
25 
30 
30 
30

P ro ba b i 1 i da dPt. 'J
0.0 
0.A 
0.6 
0.8 
0.2 
0.0 
0.7 
0.2 
0.1 
0.5 
0.3 
0.2 
0.2 
0.3 
0.5 
0. 1 
0.4 
0.5 
0.0 
0.4 
0.6

Se asume tambien que los flujos de entrada estan correlacionados 
probabi1idades de transicion de un valor en un perfodo 

muestran en la Tabla siguiente:

t+1
0 
5 

10 
20 
25 
30 
20 
25 
30 
20 
25 
30
5 

10 
15
5 

10 
15
5 

10 
21 a

perfodo siguiente se

y
a un valor en
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»

4
la

13.

14. manera que
en

«s

1 1 5 1 10
1 2 10 2 15
2 1 15 1 5
2 2 20 2 10

T i empo 
t

Volumen 
Skt

Cauda 1
'’it

Di scret izac ion 
del volumen K

Las demandas por agua en ambos perfodos es de 30 unidades. La evapora- 
cion en cada periodo es funcion del almacenamiento medio en el periodo y 
esta dada como:

Se quiere def inir la regia de operaciSn de un embalse de tai 
se minimice el valor esperado de la suma del cuadrado de los deficits 
cada periodo de tiempo. Se consideran solo dos perfodos de tiempo por 
afio y los posibles valores de almacenamientos y aportes al embalse duran­
te estos periodos son:

fueron de 10 x 106m 
es de 10 x 106m3.

Resolver el problema anterior si todas las probabi1idades de transicion 
son iguales a 1/3.

Discret i zac ion 
del caudal i

Se sabe que los aportes al embalse durante el periodo anterior al primero 
i3 y que el a 1macenamiento al inicio del primer periodo 
Se quiere determinar la regia de operacion que minimi­

ce el valor esperado de las desviaciones con respecto al volumen y a 
desea rga deseada.
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»

1 0
1
1
2
2
2 12.5 0.5

de los flujos de entrada al embalse

0.81
1
1
1 10
2
2
2
2 20 1 .0

15.
en

por
para

15
15
20

15
20

15
20

0
0

T i empo 
t

5
5

10

5
10
5

10

0.5
1

T i empo 
t

t 
ij

12.5
7.5
10

7.5
10

0.3
0.7
0.0

0.2
0.6
0.4

Evaporacion
Ekl t4

Almacenamiento
Medio S. ,. kit

La probabilidad de transicion P 

estan dadas como:

Caudales
qjt+1

Se quiere definir la regia de operacion de un embalse de tai manera que 
se maximice el valor esperado de la suma de los beneficios obtenidos 
cada perfodo de tiempo. Se considera solo dos perTodos de tiempo 
ano y los posibles valores de almacenamiento y aportes al embalse 
cada uno de estos perfodos son los siguientes:

P ro ba b i 1 i da d 
p!.'Jqit
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