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El Centro Interamericano de Desarrollo Integral de Aguas y
Tierras (CIDIAT) fue establecido en el afio 1964 mediante
un acucrdo entre el Gobierno de Venczuela, la Universidad de
Los Andes y la Organizacion de Estados Americanos (OEA).

Después de 10-afios de operacidbn y cumplido cl proceso .de

transferencia, el CIDIAT pasé a ser un Centro Venezolano -

dirigido y- administrado conjuntamente por el Gobierno de
Venezuela y la Universidad de Los Andes.

Ademés, para sustentar las actividades del CIDIAT en puises
miembros de la OEA, se firmd un nuevo acuerdo que rige ol
denominado ‘‘Programa Interamericano” el cual se¢ realiza
conjuntamente. por el CIDIAT como Institucion Vonuzolana
y la Secretarfa General de la OEA. -
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II.

INTRODUCCION

En el proceso de tomar decisiones concernientes a los problemas de

disefio, operacién y manejo que confronta, el ingeniero elabora mode-

los que le permite analizar los sistemas bajo consideracién. Debido

‘a su gran atraccién el enfoque puramente deterministico se utiliza

en la elaboracién de tales modelos. Sin embargo la gran mayoria de
las decisiones se basan en estados futuros de la naturaleza cuyo co
noc1m1ento nunca se tiene a ciencia cierta. A lo mejor se puede ha
cer un. pronostlco de estos estados asociados con su verosimilitud de

ocurrencia. En otros términos la est1mac1on de los estados futuros -
esti inc1erta y el metodo légico - de tomar en cuenta esta 1ncert1dum-

bre es el enfoque probabllistico°

En lo que sigue presentaremos ciertos conceptos de la teoria de pro-
babilidad que ilustraremos mediante ejemplos sacados de la ingenie -
ria. Se ilustrard también aunque sumariamente la aplicacién de ‘la

probabilidad al proceso de toma de decisidn en ingenieria.

ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS

A. EXPERIMENTOS

'La teoria de la probabilidad trata de variables y eventos rela-
cionados con un fenbmeno aleatorio o con algln exberimento. El tér
mino . experlmento se utiliza aqui en su sentido mds general, pudien—
do involucrar un ensayo suscepiidble de ser repe@ﬁdo la observac1on
de un fendmeno dindmico que no puede ser duplicado o una“ operaclon
mental con el propdsito de descubrir el'estédo de algin fendmeno
desconocido o con el de probar un principio ¢ una hipéfesis.v A con
tinuacidn presentaremos algunos ejemploslde experimentos o_fenéme"-

nos aleatorios.

| Ejemplo 1. La observacién de la demanda_dglagua de un cultivo du-



rante el mes en una regidn dada. Una de las variables aleatorias re
lacionadas con este fendémeno es el déficit agricola o la cantidad
de agua necesaria pafa que la evapotranspiracién de la planta sea
.igual a su evapotranspiracidn potencial. Los valores posibles de es

ta variable pueden ser los resultadbs posibles del experimento.

Ejemplo 2. La observacidn de las'crecidas ocurridas en un punto da
do de un rio. Los resultados p051bles de este experimento pueden

ser la esccrrentia instantdnea max:Lmas anuales observadas.

Ejemplo 3. La observacidn del nfimero de tormentas durante un inter-
valo dado de tlempo caldas sobre una regidn, constituye un experlmen
to aleatorio. Si definimos una tormenta como un evento de preclplta-
cidn con una duracidén de 24 horas y si el intervalo del tiempo consi
dérado es de 5 dias, los resultados posibles del experimento son 0,
1, 2, 3, 4, 5. ’ '

Ejemplo 4. Un ingeniero quiere determinar el nfimerc de automdviles
dirigiéndose hacia el sur, que llegan a un paro completo a las 12 m.,
debido a un semdforo ubicado en una esquina. Para &sto se traslada

a mediodia, cada dia, a la mencionada esquina .y registra el nfimero
de vehiculos parados antes de que la luz se vuelva verde. Si cada
vehiculo tiene una longitud de 5 m y la cuadra tiene 25 m de largo,
el ntimero méximo.posibie de vehiculos en la cola es 5. Una variable
asociado a este experimento puede ser el hﬁmeroAtotal“deavehiculos
parados. En este caso los resultados p031bles del experlmento .~ son

@

los ntmeros 0, 1,..., 5.

Ejemplo 5. Supongamos que un ingeniero de fundaciones debe decidir
de la longitud de las estacas que deben penétrarvhasta el subsuelo
rocoso. No existe registro de perforacidn en la zona. El ingeniero
puede basarse en la geologia de la zona, posibles cortes naturales y
su experiencia para estimar a qué profundidad esti la roca consolida
da.
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Ejemplo 6. Supongamos que en el ejemplo 3, el ingeniero estd intere-
sado tanto en las tormentas éomo eni las avenidas encima de ¥n caudal’
dado, por ejemplo,1000 m:‘]/s.° Si el interés estd en avenidas de 24 ho-
ras de duracién y durante intervalos de tiempo de 5 dias los resulta-

dos del experimento son los pares de niimeros de tormentas y avenidas.

B, ESPACIO MUESTRAL

Consideramos como resultado de un experimento o fendmeno la obser-
vacidn o valor de una variable'asociadg'con el experimento. La colec-
cién de todos los resultados posibles de un experimento se llama. un
espacio muestral. En otros términos, el éonjunto de posibl;s observa-

ciones o valores de la variable aleatoria del fendmeno constituye el

 espacio muestral.

M

Un valor particular de la variable, o sea, un .elemento del espacio
muestral se llama punto muestral o .muestra. De manera que el-espacio

muestral estd constituido por todos los puntos muestrales. -

Ejemplo 7.. En el ejemplo 3, la vafiable asociada con el expenimento.
es el niimero de tormentas;Cdmd,el'nﬁmero médximo de tormentas en .5

dias es 5, éxi§t¢n 6 posibles valores de la variable o puntos mues -
E;s Eys Egs E, Eg,
significa

trales. Designamos estos puntos muestrales por EO’ 12 Eo»

cada uno asociado con un nfimero particular de tormentaso.f_:0

_ que se observa 0 tormenta, E1 signifiéa que se observa 1 tormenta,etc.

El espacio muestral S constituido por las 6,posibles.obéervaciones

puede. ser representado como

E,s Eg, E

2° E y’ ES }

Una representacidn grifica del espacio muestral S se presenta en la

figura 1.



. Figura 1. Un espacio muestral elemen-
0 1. 2. 73 4 5 tal S para tormentas de 24 horas de
duracidn, observadas en intervalos fi
jos de 5 dias. ‘
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® ° ° ° ° y 1 el niimero de avenidas.
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Ejemplo 8. En el ejemplo 6 se observan simultineamente dos nfmeros:
el nfimero de tormentas y el nGmero de avenidas. La variable asociada
con el experimento es constituida por este par de nfimeros. Los.valores
posibles de la variable o puntuales muestrales pueden ser representa -
"~ dos por EO,O’"Bo;i’ EO,Q,OO. . Eo’s, cada uno asociado con un nimero
de tormentas y un nlmero de avenidas. Eo,O significa que se Qbsgrvg 0
tormenta y 0 avenida, EO.1 significavla observacidn de 0 tormenta.y 1
avenida. etc. De una manera general el punto muestral E, ., estd aso -
;'ciado con un par ordenado (i,j)}donde i es el nlmero de t;rmenta y 3

el nlmero de avenidas tales que i + j < 10. El espacio muestral .que se.

ilustra grdficamente en la figura 2, puede tambiédn ser dado como?’

S = LBy 45 8=0,1,2,8,4,55=0,1,2,3,8,5} .
s . . ) :

¥
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C. EVENTO ALEATORIO

Un evento aleatorio A es una coleccidn de puntos muestrales de
un experlmento. En otros términos, un evento es un conjunto de valo-
' "s posibles. de la variable: asociada con un experlmento. Es también

un subconjunto del espacio muestral

Evento Elementai

-Es un evento aleatorio constituido por un solo punto muestral
Dicho de otro modo un evento elemental estd constltuldo por un solo
- valor de la variable. )

' Ejemplo 9. En ei éxpérimento del ejemplo 8 el evento aleafério M.
- constituido por el punto muestral E1 2 ‘es un evento elemental Este
:evento puede enunciarse como 31gue, Evento M: "Se observara l-tormeg

ta y 2 avenidas".

‘Evento Compuesto

.. Es un evento aleatorio formado por dos o mis puntos muestrales o
resultando de la comblna01on de eventos elementales.
‘Ejemplo 10. En el experimento del ejémplo 8 el evento N: "se obser-
varon mds de 3 avenidas", es un evento compuesto, puéstb que estd.
formado de los puntos muestrales Ei 5 tales que i + j > 3.

. - 9 : .
Ejemplo 11. En>eljéxperimento»del ejemplo 8 el evento p: "Hay dos
tormentas y 2 avenidas dado que hay 4 eventos de interds", es un’

evento compuesto que involucra mds de un punto muestral.

‘Eventos Colectivamente Exhaustivos o Conjunto Exhaustivo de Eventos

Si, en cualquier observacidn, un evento cualquiera de un conjunto



, de eventos debe ocurrir se dice que el conjunto de eventos es exhaus
tivo. También se dice que los eventos del conjunto son colectivamen

te exhaustivos.

D. COMPLEMENTO

El complemento Ac;de un evento A consiste en los puntos muestra
les del espacio muestral de un experimento, que no estén incluidos
en el evento A. El complemento A® de un evento A es tambidnh un even
to. ’

Ejemplo 12. El evento N del ejemplo 10: "se observaron mds de 3

SPenTHREy

wpador  tiene como complemento el evento N®: "se observa -

ron 3 o menos HYEERERIWH ., novndse,

i = 2", tiene coemé
j # 2",

[Py

i,
complemento el evento Mc: "Ei donde i #
-9

Ejemplo 13. El evento M: "E, . donde i = 1
' 1

o

E. ESPACIO MUESTRAL UNIDIMENSIONAL

Si la variable asociada a un fendmeno o experimento tiene  und
sola dimensidn, o sea, si cada valor de la variable involucra la ob-
servacidn de un solo nfimero, entonces se dice que el espacio muestral

es unidimensional.

Espacio Muestral Discreto

Una variable dlscreta puede tomar s8lo valores discretds. El es-
pac1o muestral del experimente asociado a tal Vvariable, tendrd sdlo
puntos muestrales discretos, y se dice discreto.

Ejemplo-44. El experimento del eiemﬁlo 7 adnite un esﬁacio muestr;l
discreto unidimensional ﬁuésto que esti constituido ﬁer una coleccién
de puntoes muestrales discretos como se ilustra en la flgura 1, ¥y que

un solo nfimero esté asociade con cada punto muestral.



Espacio Muestral Continuo

_ Una varlable continua puede tomar cualquier va;or en un 1ntervalo
. finlto o 1nf’:m1ton Un fendmeno o experimento cuyos resultados’ pos1-

bles se 1dent1f1can con los valores de tal varlable, tiene un espa -

~cio muestral continuo que se puede representar por un 1ntervalo de

la llnea real. S ' - L R

;~:Ejempl©“150 ; Cons1deramos el fenémeno del viento en una esta01on v
observamos los valores de la vam.able constituida por lb:d:meeolon del
vlento expresada por el éngulo ‘que forma con la dlreccién Norte. La
fdifecciénidel viento es unidiménéiohéi éuesfo que en cadéépbservacién

-.sé»mide'dh solo nlmero que feﬁreseﬁté ﬁn'éhgﬁloqu e$pac£$3mdestraI~P

: dﬁﬁnésp@mdiente Teg unidimensional ’y también continuo ‘ porque el

‘ angulo puede tener cualquler valor comprendldo en el 1ntepvalo fini-

: to 0 a 360 gvadoso_

Ejempi@‘is Al fenémeno del v1ento le podemos asociar come varia -
ble '1a velocidad del v:.ento° E1 espacio muestral unldlmensional co-
rrespondlente es continuo puesto que la V61001dad del v1enté puede

tomar cualquler valor en el intervalo 1nf1n1to 0 a -,

Y IS NN Y N DN NN WU PO
0 ~ 100 200 300 360° 6 20 40 60 80 100
‘Figura 3.  Espacio muestral Figura 4. Espacio muestral _
- continuo unidimensional para *° ~ continuo unidimensional, para la
la direccidn del viento. Es = velocidad del viento."'Es el in
- el intervalo finito 0 a 360° ' tervalo infinito 0 a ® & 1a 1=
+ de 1a linea real. - . ' nea real , s

-'Extenéiéh de'la Nocidén de Espacio Muestféi Diséretb.
En la préctlca se suele considerar muchas variables continuas co-

_ mo varlables dlscretas por una o varias de las siguientes razénes.



(a) las observaciones o mediciones de la variable se hacen en puntos

especificos del espacio o del tiempo;

(b) los valores son redondeados, por ejemplo, los valores 2u40,3367

y 12.9524 son aproximados como 240.34% y 12.95;

.(c) el principio de la incertidumbre que limita la precisidn de cual
quier medicidn. Aln cuando se tiene la banda de un limnigrafo
dando un registro continuo del nivel de agua en un punto de un

rio, en la determinacidn del nivel en un instante dado no se a-

doptard un ndGmero como 3.7820i56.m sino 3.78 m debido a la falta .

~de precisién en la medicidn.

Sin embargo se debe tener siempre en mente que estos argumentes. no
destruyen la naturaleza continua de la variable y del espacio mues ~-

tral de un experimento en el que se observa la variable.

Ejemplo 17. En el fendmeno de la escorrentia la variable bésica-e§
correntia instant&nea en un punto de un rioc es coentinua puesto que
' puede tomar cualquier valor entre 0 y ©, La variable escorrentia
diaria:derivada de la variable bdsica también es continua. Sin em -
bargo en un registro de datos de escorrentia diaria encontramos sélo
valores discretos como 20.16 y 20.17, desechando todos los valores.
del intervalo comprendidos entre estos valores. En otras palabras
atin Qué la escorrentia diaria sea una variable_inherente continua,el
espacio muestral involucrando los valores de esta‘variable se trata

como discreto;

F. 'RELACIONES ENTRE EVENTOS

Eventos Mutuamente Exclusivos o Disjuntos
Si dos eventos ne tienen ninglin punto muestral en comn, se dice
que son mutuamente exclusivos. En otros términos, dos eventos alea--

torios que no pueden ocurrir simultdneamente son incompatibles & mu-

.y
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tuamente exclusivos. La nocién de eventos mutuamente exclusivos se
- extiende obviamente a mds de dos eventos, Por definicidn los eventos

elementales son mutuamente exclusivos.

Ejemplo 18. En la figura 5 se han identificado dos eientos mutuamen~
-te exclusivos M‘y N del espacio muestral del experimente.delvéjempIQ
2, Evento M: "Se observaron menos de 2 tormentas". 'Evéhto N: "Se
observaron mas de dos tormentas". Si ademds consideramos el evento
0:  "Se observaron 2-tofmentaé"a Los eventos My, Ny 0 son_mutuamen-
te exclusivos: no pueden ocurrir simultineamente los'tres,_ni tomaﬂ

dolos de a dos.

evento'M - evento N
¥ A ¥ v
£ TE) B B EeT ES
| - : ]
QO L 23 T
. Figura 5
.Ejemplonigo El evento P: '"Se observaron un nfmero de tormentas i-

gual o superior a 2", y el evento M son mutﬁamente exclusives. Pero'
los eventos P y N son compatlbles puesto que tlenen en comfin- los pun

vtos muestrales E3, Eu, ES’ o sea, si ocurren E Eu, B‘ los dos even'
~tos P y N ocurren simulténearriente° Los eventos P y 0 no son mutua—

mente exclusivos porque tiene el punte muestral E en comfin.

Interseccién de Dos Eventos

Si dos eventos aleatorlos no son mutuamente exclusivos, el conjun
- to de puntos muestrales que tlenen en comn se llama su 1ntersecc1on
denotada por A B, Si 1la 1ntersecc1on de 2 eventos P y 0 es equiva
lente a: uno de los eventos,. por ejemplo a 0, se dice que este evento'
estd contenido en el otro, La 1ntersecc1on de dos eventos A y B, de

.notada por A v B, significa que "ocurren A y ‘B 31multaneamente":‘



Ejemplo 20, - La interseccidn de los eventos N = [Se observaron mis
de dos eventdkefieinterds y P = [ge observaron 2 o mis w&m@menpasmﬁoé] ‘ %

es el evento
PN N = [Se observaron mis de 2 ::;:*ré@ﬁéﬁmﬁc::]

conteniendo los puntos muestrales E Bu y E5° Como la interseccidn

39
P A N es equivalente al evento N entonces N estd contenido en P. Es

ta interseccién se ilustra en la figura 6.

P
r_,.._\l__
NEE
0 "1 &2 3 By 511
L =5 -==3
Y

Figura'so Interseccidn PN N,

Unidn de Dos Eventos ) -

La unidn de dos eventos aleatorios A y B es el evento constituido

por la coleccidn de todos' los puntos muestrales que ocurren por lo

&

menos una vez en A y B. La unién de A y B que se denota por AUB ,

expresa el evento de que"ocurra A o B o ambos",

Ejemplo 21. En la figura 5 la unién de dos eventos
[E09 Ej] y N = [E39 E”.’ ESJ es o v
MUN®= [EQ, E19 E39 Eu, Eé]
' Ejempio 22. En la figura 6 la unidn de los eventos

[EQ’ Egs Eys Es:I



P k .11,

N [By, s B es
PUN= [E), E, E, E]

La unidn P U N es el evento P mismo.

Diagramas de Venn

Los diagramas siguientes, qdé explotan la analogia entre la &lge-
bra de eventos y las &reas en un plano, se liaman diagramas de Venn.

Ayudan a visualizar las relaciones entre eventos.

AN B sombreado

A ' B | A sombreado

AU B sombreado

Figura 7. Diagramas de Venn ilustrando relaciones
entre eventos. :
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G. ESPACIO MUESTRAL MULTIDIMENSIONAL

Si una variable asociada a un fendmeno o experlmento tiene va -
rias dimensiones, o sea, si cada realizacién de cada punto muestral

involucra la observacidn simultinea de varios nfimeros o componentes ,

entonces el espacio muestral del experimento se dice multidimensional.

Un espacio muestral multldlmen31onal puede ser discreto, contlnuo S}
discreto-continue, dependlendo de la naturaleza de los componentes de

la variable,

Espacio Muestral Discreto, Continuo y Discreto-Continuo

Un espacio muestral multidimensional es discreto si tedos los com-

ponentes de la variable asociada al fendmeno son constituides éxclusi

vamente -por valores discretos. E1 espacio muestral mgltidimensional

es continuo si todos les componentes de la variable son continuos. El

espacio muestral multidimensional es discreto-continue si algunos de.

los componentes son discretos y otros continuos. Se ilustrardn estos

tipes de espacio muestral utilizando espacios muestrales bidimensiena

les.

Espacio Muestral Bidimensional

Es un espacio muestral multidimensional cuyos puntos muestrales
son compuestos cada uno por un par de nimeros. Los componentes del
par ordenado pueden ser constituidos por dos variables continuas, dos

variables discretas o una variable discreta y una continua dande asi

lugar a un espacio muestral bidimensienal continuo, discreto o discre

to-continuo.

Ejemplo 23. El espacio muestral de la figura B.2. es bidimensional

discreto puesto que cada uno de sus puntos muestrales Ei 5 estd forma

do por un par ordenado (i,j) donde i gl gitmdroede dormentasy j el nd

mero de @wenidas son variables discretas. Este espacio muestral pue

de plotearse en un sistema de coordenadas bidimensionales como se i-



T -

Direccidn del-
viento

'//&;t : ,‘ 13.

lustra en la figura 8 donde se puede apreciar su naturaleza discreta.

5 A
- 4 Figura 8.

3 ' . T
w9 Espacio muestral bidimensional
- discreto. EE

o1

0

" NGimero de aveni~:

1 234 5

NGmero de tormen-
tas, 1

Ejemplo 2u. Consideramos el fenbmeno de viento y observamos a la
vez su direccidn y velocidad V. Siendo estos dos componentes conti-
vnuos; el espacio muestral es bidimensional y continuo. En la.figufa
9 se ilustra este eépacio muestral que es el 4rea limitada por los
ejes horizontal y vertical de coordenadas y la horizontal pasando
por el punto (0.360). La velocidad del viento es continua pudiendo
tomar cualquier valor en el intervalo O a ®, ¥y 1la direccidn del.
viento es tambi&n continua y toma cualquier valor del intervalo O

a 360, .

Q oo . »
360 i ' 7 . _
300 /// . ]
200 - _ F;gurg 9. |
100 ' ' Espacio muestral bidimensional
0 continuo.

40 60 80

Velocidad del viento, v

Ejemplo 25. Consideramos el experimento que consiste en la observa
cién, durante intervalos de 30 dias, del nfimero y de la duracién de
eventos de precipitacidén con 1l4mina superior a un nivel dado. EL.

espacio muestral del experimento es bidimensional y discreto continuo



1y

siendo que uno de los componentes, el numero de eventos de prec1p1ta
cidn, es discreto y el otro, la duracidn de la precipitacién, es. con
tinuo. Este espacio muestral se graflca.comolasllneas horlzontales

de la figura 10. suponiendo un nfmero max1mo de 8 eventos de prec1p1

tacidn en 30 dias.

-

precipitacidn.
BN WE o N

Nimero de.eventos de

! ! 1 ) 1 #‘
20 40 60 80 100

o .

Duracidn. de la prec1p1tac1on en:
horas.

H. ESPACIO MUESTRAL CONDICIONAL

Un evento aleatorio.condicional se define como un evento aleato -
rio A a ocurrir dado que un otro evento B ha ocurrido y se denota

. por A/B. La coleccidn de los resultados de un experiménto dado 'que

" .un evento ha ocurrldo, constituye un- espacio muestral condlclonal

E1 espac1o muestral condicional contlene s6lo los puntos muestrales.
en que ha ocurrido el evento B. Por eso es una parte reducida._del-
espacio muestral del experimento primario, o .del experimento sin la

condicidn.,

Ejemplo 26. Consideramos el experimento del ejemplo 23 dado que. .se
observl exactamente una avenida. E1L espacio muestral - condicional . ..

~es el conjunto de puntos E E

0,1° F1,17 Fp,10 By g » By 4 ¥ se dilus -



tra en la figura 11.

-NGmero de avenidas.
3. '

.15,

[5,47=1]

O RrRNW E O
]

I N N N | >
12345

Nimere de teormentas, i

Figura 11. Espacio muestral discreto condicional del
experimento de la otservacidn de tormentas y avenidas
dado que se observd exactamente una avenida.

Ejemplo 27. Consideramos el experimento del ejemplo 23 dado que

se observaron 3 o mis

nal se ilustra en la

Figura 12.

Nmero de avenidas.
B

avenidas. Este espacio muestral condicio-

figura 12 y tiene seis puntos muestrales.

5 [ * .
y k s o o
N e o o
2 F e o o
1+ e o o

_I'Ill-l ' >

0 1 234 5 | '

Niimero de torméntas, i

Espacio muestral discreto condicional a
la observacién:de 3 o mds tormentas.
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Ejemplo 28. En el experimento del viento del ejemplo 24 consideramos
el experimento dado que la velocidad del viento es.igual o superior a
40 km/h. El espaéio muestral correspondiente es continuo condicional

y se ilustra en la figura 13. Es el &rea limitada por el.eje V, la ho

rizontal D = 360 y la vertical V = .40.

a A

o .

2 360 |-

ko

N 300

— Espacio muestral continuo
Q0w 200

2 '§ S y condicional para el ex-
W0 G o

o 100 | perimento EV,D/V'> 40.

9 .

£ .

g - ] | 1 1 . . . —

0o . 20 40 60 80 100

Velocidad del viento, V en Km/h,

Ejemplo 29. Consideramos el experimento del ejemplo 25, dado. que tene
mos interés exclusivamente en las tormentas cuya duracidn estd com .-
prendida entre 40 y 100 horas. El espacio muestral condicional es bi-
dimensional discreto-continuo y se grafica como los segmentos de 13 -

-neas horizontales de la figura 1u.

Y
5 8
e 7
2 6 L
S
. S s
Figura 14. + -~
. . . o 4 L
Espacio bidimensional, o 3
o N
condicional y discreto 82 L
g
continuo. s 1 ¢
) 1 1 1 ] i -
0

20 40 60 - 80 100
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N.B.  El ingeniero puede elegir de'considerar como primario un espa-
clo muestral condicional, dependlendo del crlterlo que ha ele-

gldo y de su convenlen01a,

MEDIDA DE LA PROBABILIDAD

Si a cada puﬁto muestral o evento elemenfal de un espacie muestral
asignamos un niimero de acuerdo a diertos axiomés de probabilidad, 1la
maremos este nfimero una'medida-de’probabilidad. Las probabilidades
de eventos compuestos y mas domplejos se calculan a . partir de, las

probabilidades de los eventos elementales.

- La actual teoria matemdtica de la probabilidad se basa en el axio-
ma de que las probabilidadés o medidas de probabilidad de los eventos
elementales son conocidas. A la teoria de la probabilidad no le im -
porta cdmo las medidas de probabilidad se obtienen ni lo que signifi-
can. Simplémeﬁte nos dice cémo usarlas de una manera consecuente en
la derivacién de la probabilidad de eventos compuestos. Sin embargo,
conviene qde el ingeniero que tiene que asignar probabilidédes sepa
lo que significan puesto que sirvan de datos de entrada a cualquier

modelo o andlisis probablllstlco°

Las medidas de probabilidad se asignan o se derivan, bien sea por

derivaciones ldgicas o por métodos experimentales o por métodos sub-

jetivos. Seglin se utiliza un método o el otro se habla del enfoque
clasico de interpretacién de las probabilidades, del enfoque de la
frecuencia relativa c¢bservada o del enfoque subjetlvo de pesos rela -

tivos.’

A. ENFOQUE CLASICO DE LA PROBABILIDAD

En este método la probabilidad de los eventos elementales se ob-

" tiene por dedﬁccién.légica. ‘La probabilidad p se define como la ra -
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»

z6n de los eventos favorables m al nfmero total de eventos n, o sea,

p = %ﬁ El enfoque cl&sico se basa en el concepto de eventos elementa
les equiprobables o de igual chance de ocurrencia. En particular si
el espacio muestral es equiprobable y tiene n puntos muestrales o e-

ventos elementales entonces la probabilidad de cada punto es 1/n.

<
La expresidn "al azar" se usa solamente respecto a un espacio

muestral equiprobable. La expresidn "escoger un punto al azar de un

espacio muestral S" significa que S es espacio muestral equiprobable,

O sea, que cada punto muestral de S tiene la misma probabilidad.

Ejemplo 30. El espacio muestral S del experimento consistiendo en

lanzar una moneda, contiene dos puntos muestrales, o sea:

S = {Ei, E2}

donde

trl
L]

[aparece cara:]

1
N

[aparece sello:]

Si la moneda es normal y hecha de una sustancia homogé&nea, hay i-
gual chance de que aparece cara y sello. En otros términos, se puede

escribir:

i

P(Ei) 1/2

P(E,) = 1/2

2
Ejemplo 31. En el experimento consistiendo en sacar al azar una
carta de una baraja corriente de 52 cartas, el espacio muestral se

compone de 52 puntos muestral.

S é {Ei, E2, oo e By oo ESQ}

w
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- donde

E, = {ée saca una carta particular,el as de diamante, por
ej empl;_—l '

Puesto que hay 52 cartas con igual chance, cada una de ser sacada,

la probabilidad de sacar una carta:particular es 1/52, o sea:

P(E;) = 1/52

"B, ENFOQUE DE LA FRECUENCIA RELATIVA OBSERVADA

El enfoque de la frecuencia relativa observada permite determi-b
nar la probabilidad por experimentacién u observacién. Si se_pﬂédé
repetir uhvexperimento un ntimero n de veces, y si se cuenta el nfime-
ro de veces, m, en-due ocurre un evento elemental; entoncés a la ra?
z6n m/n se le llama "la frecuencia réiativa observada F del evento e

lemental/' o sea:

as
113
CTE)

El valor de F es cerca de la probabilidad exacta p del evento e

lemental. Si se repite el experimento un nfimero grande de veces, o
sea, si n #+ ® entonces F * p. Sin embargo en las ciencias fisicas
la probabilidad exacta nunca se conoce y se suele aproximarla por la

frecuencia relativa observada.

Ejemplo 32. Se repite 100 veces el experimehto de lanzar una mone-

da normal, cuyo espacio muestral S es

S = '{Ei, E.}

2
donde

'E‘i = [aparece cara]
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= [apar'ec_:é sello:]

- Al contar el nfimero de ocurpencias de cada evento, se obtiene

m1 = U4g y m'2--n 51 para Ei y E respectlvamentea Las frecuencias relati

vas observadas de E1 y E2 son:
m .
.1 _ 49
F1 = % Tog = 4°
m
- 2 . 51 _
Fp® = " 100~ %

Estos valoeres son muy cerca del_valor de.la,probabilidad exacta
de OOSO’y se aproximardn mis de 0.50 a medida que n se hace mds gran
'deo Aproximande la probabllldad por 1la frecuenc1a relativa observaf
da se obtendria:

0.48

P(Ei)

0,51

i

P(E2)‘

C. ENFOQUE SUBJETIVO DEL CONJUNTO DE PESOS RELATIVOS

El enfoque cldsico 'y el de la frecuencia relativa no son de uso
- general. El primero se limita al caso de los espacios muestrales e-
quiprobables, mientras que el segundo requiere situaciones en que se

puede realizar y repetir un experimento. Existen situaciones en las

que los eventos elementales no son equiprobables y la realizacién de

un experimento es imposible o carece de sentido. En tales situacio-

.nes el ingeniero puede asignar a los resultados pesibles de un expe-

rimento, probabilidades que constituyen un conjunto de pesos relati-
Vos expresando su apreciacidn individual de la verosimilitud relati-
va de los resultados. En este sentido, 1la probabllldad de un evento

puede conceblrse como una medida subjetiva del grado de credibilidad

Y
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que un 1ngen1ero tiene en un juicio o un pronéstico. Esta 1nterpreta
cidén de la probabllldad como un concepto 1ntelectual mis que una pro'
piedad fisma, al 1gual que los dos enfoques, puede también servir cov

mo una base a la teoria moderna de_probabllldad,:81empre que-satlsfa-

. gan los axiomas de probabilidad. Situaciones en que se aplica este

~ enfoque son en general ep las que hay incertidumbre en el estado- de

la naturaleza o que existen condiciones desconocidas de ella.

Familiarmente, la probabilidad sujetiva de un evento se expresa co

mo "tendencia a favor o contra su ocurrencia". Si p es esta probabi-
lldad de un evento, la tendencia a favor de su ocurrencia es M1 a m,
¥y la tendencia contra su ocurrencia es m, a m, donde p = ,__EE;__'
’ . o 2_ 1 m, +m
. . 1 7™M
‘ Ejempl@'SB Para un proyecto de puente, un ingeniero de fundaciones.

neces1ta ‘decidir 31 el suelo a 10 metros debajo de la fundac1anproyec
tada del puente, es arcilla. El espacio muestral S del experimento

t;ene dos puntos muestrales, o sea:

S = '{Ei,.E }

2
donde:
E, = [el suelo a 10 m.debajo de la fundacién es arcilla)
E, = [el suelo a 10 m. debajo de la fundacidn no es arcilla]

Bas8ndose en su experiencia en situaciones similares, su conoci -
miento de la geologia local y>él sabor de un puﬁado de material a la
superficie, el ingeniero puede expresar la.tehdencia a favor de cada
uno dé los eventos., Al expresar la tendencia a favor de E1 es 1 a3

significa que la probabilidad del evento es

1 1_@ ’
P(Ei) T 1¥3 4 °°25



. De la proposicién del ingeniero se desprende la tendencia contra

,E1 es 3 a1, y también que la probabilidad de E2 es:
. .3 _3 _
P (E2) = s c§ & 0.75

Ejemplo 34, Supongamos que en el experimenfd del ejemplo 4, no exis
te todavia la esquina ni tampoco la cuadra, Bas&ndose en la tendencia
del desarrollo urbano el ingeniero puede estimar como cincq el nimero
méximo de vehiculos que pueden parar en el semdforo proyeéfado° De

modo que el espacio muestral de su experimento es:

E , E_}

E 3 Ty* s

0° E2’ E

s = {E 1

donde

Ei = [se observd i vehiculos paradoé]

Al hacer ciertas suposiciones acerca del comportamiento de los ve-
hiculos y conociendo AIgo acerca del flujo promedio del trifico, es
decir, simulando el mecanismo bdsico de los eventos, el ingeniero pue
de asignar o calcular probabilidad para cada punto muestral del expe-
Tpimento-sin nunca hacer observacidn en la esquina. Sin embargo para
Tqu?'estas medidas asignadas sirvan de base a la teoria de probabili -
véad es imprescindible que satisfagan ciertas condiciones o agﬁgmaé de
brobabilidad° Un posible conjunto de pesos relativos que podria asig

nar el ingeniero es:

P(Eo) = 0.10
P(Ei) = 0,20
P(E2) = 0,30
P(Ea) = 0.25
P(E,) = 0.10
P(Es) = 0,05
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D. AXTOMAS DE PROBABILIDAD

No importa cudl se utiliza de ioé tres enfoques de interpretacidn'
y asignaéién de las medidas de probabiiidéd, estas Gltimas deben satis
facer tres axiomas de probabilidad péra‘asegurar la validez matemétiéé
de cualquier fesuitado_aerivado de la aplicacidn correcta de la teoria

axiomdtica de probabilidad.

Las siguientes condiciones deben cuﬁplirse por las probabilidades

asignadas a los eventos de un. espacio muestral.

AXIOMA I. Para todo evento A se tiene

0L P (A) <1
donde P (A) denota la probabilidad del evento A.

AXIOMA II. Si S es el espacio muestral, o sea, si S es el evento a-

sociado a todos los puntos muestrales entonces:
P(S) =1

AXIOMA III. Si A y B son dos eventos mutuamente exclusivos entonces
la probabilidad de la unién A U B es la suma de las probabilidades de

estos éventos, O sea:
P (AUB) =P (A) # P (B)

Puesto que el espacio muestral S es la unidn de todos los eventos
elementales, Ei los cuales son mutuamente exclusivos, a axioma III

puede escribirse como -:

X P(E,) = 1
o 1

todos 1
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-LOS AXIOMAS Y LOS_ENFOQUES DE PROBABILIDAD
'Axiomas IyII

Los axiomas I y II son simplemente convenciones convenientes. Re
Quieren que las probabilidades sean nfimeros positivos y que la suma
“de las probabilidades de todos los eventos elementales (o de una se-
_rie de eventos mutuamente exclusivos y colectivamente exhauStivoé del

espacio muestral) serd normalizado a 1. Estos dos axiomas son res --

tricciones naturales sobre las probabilidades y que surgen del enfo -

que cldsico y de la frecuencia relativa.

En el enfoque clisico se asigna a cada une de los k eventos elemen

tales equiprobables la probabilidad = k que estd siempre entre cereo y

uno. Ademds la probabilidad del espacio muestral o suma de las probg

bilidades de los k eventos es necesariamente igual a uno, o sea’

k
z

Pl L
4]
[

En el enfoque de la frecuencia relativa observada si existen k po-

sibles resultades o eventos Ei de un experimento y si el experimento

se repite n veces las frecuencias relativas Fi’ F2, o o o Fk’ asecia—
da con les eventos Ei’ E2,”o Ek respectivamente, son
F :m_i..
1 n
m
“F :...2,
2 n
m
F :—k
k n

donde Mys Mys ooos m,_ son los nimeros de veces que se observd en los

& .
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eventos E,, E2,o;°,Ek respectivamente. Puesto que
m +m, +...4+m =8

cada frecuencia Fi satisface axioma I y su suma satisface axioma II,

“siendo

m,+m, + .. +m
_1""-2"' <‘>o¢ +_k" = 1 2 k =1
n n n . ’ n . )

' Respecto al enfoque subjetivo de pesos relativos, los axiomas I y
II requieren que, después de asignar un conjunto de pesos relativos
a los eventos elementales, se normalice estos pesos relativos divi -

diendo cada uno por 4l total.

Axioma III

Esfe’axioma requiere que las probébilidades sean asignadas a los
'-eventos de tal modo que la probabilidad de la unién de dos eventos mu
tuamente exélus1vos sea igual a la suma de las probabilidades de los
eventos individuales. No se puede vieolar este axioma si la asigna -
cidn original de probabilidades se ha hecho a una serie de eventos mu.

‘tuamente exclusivos y colectivamente exhaustivos del espacio‘inuestral°

~ E1 mé@todo de asigﬁacién de probabilidades del enfoque clisico y del
de la frequencia relativa observada, asegura que la serie de eventos
invélucrados es colectivamente exhaustiva del espacio»muestral; Sin em
bargo el ingeniéro debe asegurarse de que los eventos bajo: considera-
ciéh‘sean mutuamente exclusives. Esta cbndicién'se'cumple;cuando se .
‘defihen los resulfadosvposibles de un experimento de modo que no haya
entrometimiento de uno en-el otro y sean cempletamente dlstlntos el u'

no del otreo

En el enfogque subjetivo de asignacién de probabilidad el ingeniero
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debe asegurarse de que los resultados posibles del experimento no se

- 'superpongan el uno al otro. Tambi&n debe asegurarse de que los even-

tes a que asigna probabilidad sean colectivamente exhaustivos del es-
pécio muestral:. El ingeniero agtharia de una manera inconsecuente si
- se piensa qué-la‘verosimilitud de la unidn de un par de resultades &
eventos disjuntes puede ser dlferente de 1la suma de las veros1m111tu—

des 1nd1v1duales°

: :Ejem@le 35. Si en'el ejemplo 33 el ingehiero de fundaciones decide
que "la tendencia a favor de la ocurrencia de arcilla a 10 m. debajo
de.la fundacidn es 1 a 3", "la tendendia a favor de la ocurrencia de
arena es 1aid"y que si el suelo no es arcilla ni arena, debe ser u-

na roca consolidada. Estas suposiciones 1mp11can que atribuye a la

ocurrenéia de arcilla un peso relativo de 1 y a los otros resultades

posibles un peso relative de 3. Los posibles resultados remanentes
son arena y roca consolidada. Puestoqueala arena le asignd un peso
relativo de 1, el peso restante, o sea 3-1 = 2 debe atribuirse a la

roca consolidada. Sean leos eventos:

1
L

i [e1 suelo a 10 m.debajo de la fundacién es arcilla).

tr1
L

2 Eal suelo a 10 m.debajo de la fundacién es arena]

3 [él suelo a 10 m.debajo de la fundacidn es roca

M
1]

consolidadé]

Entonces el espacio muestral es

s = {E Eys Bz} y
. 1 4
P(El) = 53 ° H‘_’ 0.25
11
P(E2) = T cr ° 0,25

&

o
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e “w PR
P(BS) = m =3 = 0.50

Hacemos hincapié en que_esfa.asignacién de probabilidades es acep-
table puesto que cumple con los tres axiomas de probabilidad. En pri-
mer lugar la probabilidad de cada evento elemental Ei es un nmero po

sitivo entre 0 y 1, o sea
0P (E) <1

Puesto que los tres eventos Ei’ E Ea por sus definiciones son

. 2° 73
.disjuntas y que se considerarin todos en las asignaciones de probabi-

~lidades, tenemos:

P(E1 U 32) =IP(E1) + P(E2).: 0.25 + 0.25 = 0,50
P(E1 0] E3) = P(Ei) + P(Ea) =.0,25 + 0,50 = 0075_
P(E2 U 53) = P(Ez) + P(Eé9‘3'0°25 + 0,50 = 0,75

También

P(E1 U E2 U E3) = P(S) = P(E1)+P(E2)+P(E3)=GO2S+Qp25+0a50=1

Validez de los Anilisis Probabilisticoes

s> en el hecho de que la asignacidn de probabilidades a e~

T
ventos aleatorios puede hacerse mediante cualquiera de los tres enfo-
ques de probabilidad expuestos arriba. Cuando las probabilidades cum
plen con los tres axiomas de probabllldad9 el ingeniero puede estar
seguro de que los resultados que obtiene de la aplicacién de fa t@opia

de probabilidad son matem&ticamente vélldoso

Sin embargo debemos enfatizar que el significade fisico y préctico

. de los resultades de cualquier anglisis probabilistico no pasden. ser

mejores que los datos de entrada, o sea, el conjunto original de medi

das de probabilidad asignadas y sobre el cual se fundamenta'¥i anflisis.
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Iv. PROBABILIDADES»ELEMENTALES DE EVENTOS COMPUESTOS

De las relaciones entre eventos y de los axiomas se desprenden cier

tas relaciones entre probabilidades de eventos: Por otra parte es po-
soble definir relaciones adicionales entre eventos en términos de re-

laciones entre sus probabilidades.

A. PROBABILIDAD DE UN EVENTO

‘Puesto que un évento estd compuesto de uno o varios eventos ele -

mentales o puntos muestrales y que estos eventos elementales son mutua

mente exclusivos por la construccién del espacio muéstral, la probabi-
lidad de cualquier evento es la suma de las probabilidades asignadas a

los eventos elementales que contiene.

Si un evento contiene todos los puntos muestrales con probabilida -~

des diferentes de cero, su probabilidad es 1 y existe la certeza de

que ocurra tal evento. Familiarmente se dice que es un evento cierto.

Si un evento no puede ocurrir como resultado posible de un experi-

mento, se dice que es un evento imposible, entonces las probabllldades

de todos los puntos muestrales asoc1ados'con €1, son cero. \

si A© esgel complemento de un evento, entonces:
P(A U A®) = P(A) + P(A®) = 1

B. PROBABILIDAD DE LA UNION DE EVENTOS

Se puede demostrar que 1a probabllldad de un evento constituido

por la unlon de dos eventos A y B, dlsjuntos o no, es 1gual a:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(AN B)

@

&
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En otras palabras, la probabilidad de ocurrencia de A o B o ambos
es la suma de las probabilidades individuales de A y B, menos la pro

babilidad de su interseccidn u ocurrencia simulté&nea.
Si Ay B son disjuntes o mutuamente exclusivos entonges:
"P(AN B) =0

Entohces la férmula de la unidn de eventos se reduce a la del a-
xioma III. '

En el caso de tres eventos, A, B y C se obtiene:

P(A U B UC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - P(ANC) -

- P(BNAC) + P(ANB nc)

Ejemplo 36. Consideramos el disefio de un sistema de utilidades sub-
terréneo para un parque industrial contando con seis sitios similares

para edificios.

Los sitios no han sido todavia arrendados de modo que gé ignora'aun la
naturaleza de las instalaciones o industria para cada uno. Si el in-
geniero provee capacidades de agua y energia en exceso de la demanda

- realmente encontrada, habri malgastado el capital de su cliente. Si,

. por otra parte, las facilidades son inadecuadas, se haridn fiééesarios

cambios costosos.

Para simplicidad, consideramos cualquier sitio particular y supon-
~gamos que la energia eléctrica requerida por la industria serd 5 o 10
unidades, mientras que la capacidad requerida de agua serd 1 o 2 uni-

s . .

- dades.

Entonces el espacio muestral describiendo el experimento aséciado
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con un solo sitio consiste en 4 puntos muestrales (5,1), (5,2), (10,1)
& (10,2). A cada uno de estos puntos muestrales estd asociado un e-

vento‘elemental Eiwj

Ein = |la demanda de nergia es de i unidades y la de agua
de j unidades.

El espacio muestral es:

s = {EgW, EgW,, Es» ¥piEpqs WpsEpgs Wyl

En una entrevista con el ingeniero el cliente hizo una serie de
proposiciones(acerca de tendencia a faver y ﬁesos relativos de leos
cuales el ingeniero budo asignar el conjunto de ﬁrobabilidades de la
tabla 1.

Utilizando le expuesto arriba y la tabla 1 podemos calcular la pro

babilidad de otros eventos.

Tabla 1.
~ Punte . Evento Probabilidad a
muestral . elemento signada por
: . el duefio
; (5,1) g; EgW, _ 0,1
- (5,2) : EW, 0,2
- (10,2) S T 0,6

Calcularemos la ﬁrobabilidad de los eventos Wj y Ei donde

le]
n

| 1a demanda de energfa es de i unidades|

l la demanda de agua es de j unidades |

=
n
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La probabilidad de W, es la suma de las probabilidades de los even

2

tos elementales, mutuamente exclusivos, con los que el evento W2 estd

asociade. En otros t&rminos:

0.2 + 0.6 =

|
(]
[e0)

P(Wz) P(ESWQ) + P(Elowz)

P(W;) = P(EW,) + P(E ) = 0.1 +0,1=0.2

10"1

De una manera similar calculamos:

P(Elo) P(Elowl) + P(E;W,) = 0.1 + 0.6 = 0.7

P(ES) P(E5W1) + P(E5w2) 0.1 + 0.2 = 0,3

Podemos tambi&n calcular la probabilidad de la unidn de les even -
~tos. Por ejemplo:

P(Wé UEg,) = P(W,) + PE; ) - B(W, E, )

10 10

Pueste que la intersecciédn W2(\ E10 es el evento E10W2 tenemos:

P(wé\/ E, ) = 0.8 + 0.7 - 0.6 = 0.9

10
Hubiéramos obtenido el mismo resultado si partiendo de los eventos
elementales o espacio original, habiamos sumade las probabilidades de

aquellos eventos elementales asociados a W2 ) E En otres términes

10°
podemos también calculaer(WQ\) ElO) sumando las probabilidades de los
eventos elementales en que se observaradn 2 unidades de agua o.10 unida
des de energia, o ambos, o sea:

P(E5W2) + P(E10W2) + P(E10W2) + P(E10W1)=

1l

P(W, y Egy)

10

P(w2 v E ) =0,2+0,6+0,1=0,9

10

: 1)
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c. PROBABILIDAD CONDICIONAL

La probabilidad condicional del eévento A dado que el evento B ha
ocurrido se denota por P(A/B) y se define como la razén de la probabi

lidad de la interseccién de A y B ala probabilidad del evento B.

P(AN B)

P(A/B) = 5(E

La probabilidad condicional P(A/B) no es definida para P(B) = 0.

La probabilidad condicional P(A/B) puede ser interpretada como la
probabilidad de que A ocurra dado que B ha ocurrido, La condicién de
gue B ha ocurrido reduce los resultados al.conjunfo o serie de puntos
muestrales en B, o sea, el espacio muestral condicional, pero no po -
drd cambiar las verdsimilitudes relativas de los eventos elementales
en B. Si la probabilidad de aquellos puntos en B que son también en
A,vo sea, si P(ANB) es renormalizada por el factor P(B) para operar
dentro de este espacio muéstral reducido, el resultado es la razén
P(AN B)/P(B) o la.probabilidad de A dado B.

- En aplicaciones, a menudo se desea calcular P(ANB) a partir de P(B)

y P(A/B). Entonces se da la formula de la siguiente forma:
P(ANB) = P(A/B) P(B) = P(B/A) P(A)

Cuande son involucrados tres eventos, se puede utilizar la siguien

te férmula:
“P(ANBNC) = P(A/BAC) B(B/C) P(C)

para n eventos



P(ANBNC. ... N) = P(A/BAC ... N) P(B/A ... N)
P(C/D ... N) . . . P(M/N) B(N)
g B :
Ejemplo 37. Supongamos qué en el ejemplo 36, el ingeniero quiere de

terminar la probabilidad de que un sitio con una demanda de energla

de 10 unidades (Eio) requerlrla tamblen una demanda de agua de 2 uni-
dades (W ).

Tenemos
P(w2f\.E10)

- 0.6
P(w /Eqg) = P(E, ) 0.7

2"710

~D. - INDEPENDENCIA DE EVENTOS

Dos eventos A y B son independientes si y solo si

P(ANB) = P(A) P(B) | ; .
o.sea que la independencia. probabilistica o estocdstica de dos even -

tos A.y B implica que
P(A/B) = (P(A)

En otros términos la probabilidad de A es independiente de la ocu-

rrencia de B y viceversa.

/
S

En la teoria de pfobabilidad se desmuestra que dos eventos A y B

son independientes calculando P(A), P(B) y P(AI\B) y mosfrandq que:

¥

P(ANB) = P(A) P¥ER

En la prictica ingenieril, se basa generalmente en el conocimiento

de la situacién. fisica para declarar que se supondrd que dos eventos

;"?43\‘,,&3:@.‘
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serdn (o no serin) asumidos independientes. Mediante la asuncién de

la independencia se calcula uno de los tres términos de la ecuacién.

E.  REGLA DE MULTIPLICACION

De una manera general los eventos A, B, Ceea, N son mutuamente

1ndepend1entes si y solo si.
P(Af\BI\C ..o N} = P(A) P(B) P(C) ... P(N)
Se conoce este teorema como la regla de multiplicacién;-xﬁ@ﬁgﬁggue”

qﬁ%@é&?eventos son independientes, entonces la probabilidad de su ocu

rrencia simulténea es igual al producto de las probabilidades 1nd1v1-

v duales de ocurrenc1ao

Ejemple 38. En el ejemplo 36 supongamos que el ingeniero no satisfe

cho con la manera arbitraria de su cliente de asignar probabilidades,

ha muestrea®d un nlmero de firmas en parques industriales similares.
Concluyd que no existe ninguna relacién aparente entre demandas de e-
nergia y de aguao' Por ejemplo que una demanda alta de energla no,

coincide con una demanda alta de agua.

En base a esta 1nformacion, el 1ngen1ero asigna las 31gu1entes pro
babllldades°

_ Estimacién de probabilidad
Evento ' del ingeniero

Demanda de energia

'35 | | 0.2
1o : 17
vDemanda de agua v _
’ , R . ’ . 003
Wy |
W 0.7

2 : ———

[%Y
o
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Adoptando la asuncidn de la indepehdencia'estocéstica de las demég
das de agua y en,érgia9 el ingeniero puede calcular las- sipuientes. pro
babilidades.

P(E;NW ) = P(Eswi) = P(E.) P(W,) = 0.2 x 0.3 = 0,06
P(EcNW,) = P(Esw2).= P(ES) P(ﬁé) = 0.2 0.7 = 0.14
| P(ﬁior§w1)-a P(E, W,) = P(E, o) P(W,) = 0.8 x 0;3 = 0.24
:P(Eion wé)-= P(EiOWQ) = P(E;,) P(W,) = 0.8 x 0.7 = 0.56

. F. ‘ DECISIONES BAJO RIESGO
. . - +
Demostraremos la utilidad del andlisis probabilistico cuando el

 1ngen1ero debe tomar decisiones frente al riesgo. Aﬂaﬁtagnmwatﬁ“”"'

© remos &dlo rudlmentos del andlisis de decisidn.

'Ejemple 39.. En el ejemplo 38 de las utllldades con31deramos para

‘31mp11c1dad inicamente la demanda de agua e investigamos la capaci- -
~ dad de disefio de una tuberia secundaria abasteciendo un par de sities
similares en el parque industrial. Las instalaciones en los dos si -
_15tlos representan dos ensayos repetidos del experlmento descrito més a

rriba. Denotaremes por

wi W2 [ia demanda de la industria del primer sitio es una

unidad y la del segundo sitio 2 unldadeé]

_ Entonces si asumlmos 1ndependenc1a estocdstica de las demandas en
los dos sitios, podemos calcular las siguientes probabilidades a. par-

tir de la asignacién de probabilidades hecha por el ingeniero, o sea:
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P(W, W, ) ='?(w1>_P(w1) é (0030)(0730) = 0.09
P(Wiwg) = P(W,) P(W2)”s (0.3)(0.7) = 0.21
P(W,W, ) = P(W,) P(W,) = (0.7)(0.3) - = 0.21
P(W,W,) = P(W,) P(W,) = (0.7)(0.7) = 0.49
, , 1.00

"~ Haciendo notar que los éventos W1

| W, y;w2wi'conducen a la misma de-
.@anda total de 3 unidades de agua, podemos definir los nuevos eventos

siguientes sobre el espacio muestral definido. Sean los eventos:

=
]

[la demanda total de égua de los 2 sitios es de 2 vunidades] '

1]

[ia demanda total de'aguad de los 2 sitiosfes de -3 ﬁnidadeé]

=
]

[ia demanda total de agua de los 2 sitios es de 4 unidades]

Entonces:

1]

P(Dz) P(wiw1)= efog

L]

‘ = 083 + 0.21 = 0.42
P(D,) P<w1w2)+@(w2w1) 0.£% + 0.21 .

P(Du) -P(W2W2) = 0,49

La asuncibn de la independencia estocdstica implica que el ingenie

~ ro piensa que no hay razdn de alterar la probabilidaide la demanda de

la industria del segundo sitio 3i sabia la del primer sitio. En. otros
términos el conocimiento de la demanda del primer sitio d& al ingenig;"
r0 ninguna informacidn nueva acerca de la demandavdelisegundo sitio.
Este caso podria presentarse si el directivo de 1a'segunda industria
escoge su sitio sin que le iﬁporte la naturaleza de suivecino° Si las
demandas de los seis sitios son mutuamente independientes, la probabi
lidad de que todos los sitios tengan una demanda de uné unidad de a -

gua es:



. 6 ) X
P(W wiwiwiwiwi) = (0.3) = 0?0007
A continuacidn ilustraremos como esta informacién puede utilizarse

para determinar la mejor seleccidn de la capa&idad de la tyberia se -

cundaria.

~Para tal ilustracién necesitamos los costes relativos y las pérdi-
das asociadas con posibles inadecuaciones. Supongamos que el. ingenie

ro recopila las siguientes tablas de costes:

Costos Iniciales:

Capacidad 3 unidades de agua: $ 500 + costo de dos unidades

Capacidad 4 unidades de agua: $ 1500 + costo de dos unidages

Costos Asociades con Posible Expansién Tardiva
Dos unidades a tres unidades: $ 1200
Tres unidades a cuatro unidades: $ 1500 _ "

Dos unidades a cuatro unidades: $ 2000

Un método comfin para tomar en cuenta los dafios probables es de a-
signarles un costo esperade obtenido al multiplicaﬁ- el costo de
estos dafies por la probabilidad de su ocurrencia, Por ejemplo el in
geniero adopta 2 unidades como capacidad inicial de disefio, las posi
bles inadecuaciones vendrian de que la demanda real dgea de 364 unida
. des. Los dafios o pérdidas asociadés con una capacidad de 2 unidades
. 8on los costos de expansién.de dos a tres y cuatro uhidades, o sea
$ 1200 y $ 2000. Como las probabilidades de 3 y 4 unidaaes son 0.42
v 0.49, el costo o dafio esperado asoc1ade con la selecc1on de una ca

~ pacidad, de 2 unidades, es:

Dafios esperados para una capacidad de 2 unidades
P(D,) x $ 1200 + P(D,) x $ 2000
0.42 x 1200 + 0.49 x 2000 = $ 1484

1]

1]
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Si el ingeniero selecciona 3 unidades como capacidad inicial de la
. ! : \:
tuberia secundaria, y que la demanda real es de dos unidades, no habri

costo adicional © sea, no habrd dafio. Pero si la demanda real es. de

cuatro unidades los daﬁos debido a 1a expan31en de' 30 b4 unldades son

de $ 1500 y los daﬁos esperados son:.
$:1500 x P(D ) $ 1500 x 0. 49 = § 735

Si el ingeniero selecciona 4 unldades como : capac1dad inicial no ha

bré ningin dafios por remodelac1on y expans1ono

El costo total esperado a cada capacidad de disefio es‘igual al cos
to inicial mds el costo esperado de los dafies. En el caso de la se -
leccién de 2 unidades como capaéidad inicial, el costo total esperado

es de:

Costo total esperado :{Qosto inicial + dafios esperados =
’ = costo 2 unidades + 1484

El calculo de los cost@s totales esperados se resumen en la tabla
s1gu1ente, donde C = @osto inicial de 1a seleccionckauna capac1dad i

nicial de 2 unldadeso

Capacidad Daﬁo esperado | Pafio eéperado
inicial Costo a una demanda | debido a ‘una Costo
selecclqu inicial real posible | demanda real . Total
da. (1)~ (2) de 3 unidades | posible de 4 |esperado
(3) * unidades (1) (5)
2 unidades. C2. 0.42(1200)=504 | 0.49(2000)=980 C2+1484>
3 unidades |’ ¢, + 500 0 0.49(1500)=735 | C,+1235
4 unidades | C,+1500 0. 0 | c,+1500

De esta tabla se concluye que la alternativa de una capacidad de

tres unidades es el mejor compromiso entre costo inicial y posibles



costos de expansidn,

Ejemplo 40. Programacién de Construccién

~Un contratlsta debe seleccionar una estrategla para un trabajo de,’
construccidén. Deben realizarse dos operaciones I y II suce31vamente.
~Cada operacién puede requerir 4, 5 &6 6 diasspara ser cumpllda. -Deflnl

- mos los siguientes eventos:

Mu‘= [pperacion I requiere 4 dlaé]
Ny = [Opera_ci’én II requiere 4 d‘iasj
M = [bperaci6n  I requiere 5 diaé]
NS = [Qperacion II reguiere 5 d‘ias]
'MS f [pperacién I requiere 6 diaé]‘
Ng = EOperaCJ.on II requiere 6 dias] .
{’\/
Operacidn I ‘ » ; %

He

7 . I
N, ¥ % () Eaol
=TI

Operacidn II
=

5 | (9) 11)
uu i U.IJ -
.f:::;..‘ ) )r/’,
N -<1o)EI avltiany - f

- =3l

.o .
_a..o, e .

Figura 17. Espacio muestral para
(Mi/\ Nj,)
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El espacio muestral que admite (M f\N-)° (M AN ), ,;,'(M‘ N-) co--

mo eventos elementales se muestra en la flgura uﬁ@ﬂ@bﬁ@eﬁgﬁﬁxﬁﬁﬁﬁgﬁﬁﬁw .

p@eﬁgﬁﬁﬁefafﬁaﬁ@caafiﬂ%m* Cada operacién puede ser reallzad“”

diferentes velocidades, cada una a un costo diferente y cada una con
duciendo a diferentes verosimilitudes para el requerimiento de tiempo.
Ademds si el trabajo no estd terminado en 10 dias, el contratista de-

be pagar una multa de $ 2000 por dia.

El contratista juzga, en base a su experiencia, que al trabajar a
la velocidad A su probabilidad de terminar la fase I en 4 dias, even-
to M, es sélo 0.2, en 5 dias (Ms) es 0,5 y en 6 dias M. es 0.3, o sea

4 6
P(M,/8) = 0.2
CP(M/A) = 0.5
P(MB/A) = 0.3

De una manera andloga asignd probabilidades a todas las posibili@g._
des como se muestra en la tabla 2. Las probabilidades asignadas re -
flejan la pesibilidad de terminar el trabajo mds rdpidamente a una ve

locidad de costo mis alto.

El contratista asume que los eventos Mu, MS y Mﬁ son independien-

tes de los eventos Nu, N5 y Nso

Los costos esperados E (Ci/j) de la construccién de la fase i, da
do la velocidad j, pueden ser calculados. Para la operacidén I cen

la velocidad A, o sea, para i =Iy3J=A, obtenemos:

| E(Cﬁ/A) = (costo de 4 dias) P(M, /A) + (costo de 5 dias)

P(MS/A) + costo de 6 dias) P(M//A)



o -

Operacién 'Vgigqi' Coz;z/ Pri?;bilid;dPig%tijmpe reauenide
_ _ /30 7 7/
,i ] Cij t=4 dias | t=5 dias| t=6 dias _'Suma
I A $ 200 0.2 0.5 0.3
I B 240 0.3 0.6 0.1
I c 20 | 0.6 | o | o
11 D 200 | 0.1 0.4 | .0.5 1.0
11 E 300 0.3 0.4 | 0.3 | 1.0
T F woo | 0.6 0.3 0.1 . | 1.0

Tabla 2. Costo/dia, Cii’ de la éperacién iala
' velocidad j y probabilidades asignadas

a tiempo requerido.

O Ssea:

E(cI/A) = (200x4)(0.2) + (200x5)(0,5)+(200x6)(0.3) = 1020 %

De una manera similar el costo esperado para la operacidn II con
la velocidad F, o sea, con i = II y j = F, puede calcularse como si-
~gue: ’ ’

E(C /F) = (costo de & dias)P(N,/F) +(costo de 5 dias) B(N./F)
+(costo de 6 dias) P(N/F) |
6 sea: -
E(CII/Fi = (400x4)(0.6)+(400x5)(0.3)+(400x6)(0.1) = 1800 $

De igual modo se puede calcular los costos esperados para cada o-

peracidn i a la velocidad j. Estos costos se presentan en la tabla
3. |
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Operacién i Velocidad j E (Ci/j)
I- A $ 1020
1 B 1152
I c 1232
II D 11080
I 'E 1500
II F 1800

Tabla 3. Costo esPerado‘E(Qiﬁ)_de,;g-cbnstrugciéh-aéf

la fase i a‘la'vé\pé_‘_

Los costos de la tabla 3 no involucran las multas en caso de que el
trabajo no est& terminado a tiempo, o sea, en 10 dias. Incluiremos es

tas multas de la siguiente manera:

Con lé asuncidn de la iﬁdependencia de las M y las N podemos calcu
lar las probabilidades de que las diferentes combinaciones de opera‘-
ciones o estrategias requieren un nimero dado de dias,. Una estrate -
gia puéde consistir en la operacidén IA y IID lo que denotaremos por
AD. Utilizando‘los datos de la tabla.i, obtenemos para la éstrategia
AD,

P(T=8 dias/AD)

i

P [(M,/8)N (N, /D] = P(N,/A) P(N,/D) =

N

2 0.2 x 0.1 = 0,02

donde T es el tiempo total requerido por la realizacién de la opera -
cién I y II. Un tiempo total T = 9 dias se obtiene con M, N Ng &' con

M.n Nu,de modo que:

P(T=9 dias/AD) = P [(M, NNV (M NN )] = BMAN) + P(Msn N, -

- P BmunNs)n(Manuﬂ,



Como los eventos (M,N N.) y (M_NN, ) son mutuamente excluyentes la

probabilidad de su interseccidn es nula, de modo que

(P(T=9 dfas/AD) = P [(M_/A)N (N,/D)] + P[(M,/A) N (N /D)]

=P(M5/A)QP(N4/9)+P(M4/A)°P(N5/D) = (0.5)(0.1)+(0.2)(0.4) = 0.13

' Las multas son asociadas a tiempos de construccidn de 11 y 12 dias

oseaT =11 dfas y T = 12 dfas. Para la estrategia AD:

P(T=11 dias/AD) = [ /)N (N /D)]+ PL(M /m)N (N /D]
=P(M_/A) . P(N_/D)+(P(M_/A) .P(N/D) = (0.5)(0.5)+(0.3)(0.4) = 0.37

(0.3)(0.5)=
0,15

P(T= 12 dias/AD)ﬁ-*P[(%/Mf\(‘NG/D)] = P(Mg/A).P(N_/D)

1]

Con una multa de $ 2000 para cada dia en exceso de 10 dias, se pue
de calcular el valor esperado de la multa para la estrategia AD, o

sea:

E [multa/aD] = (2000 $/dfa x 1 dfa).B(T=11 dias/AD) +
+ (2000 $/dia x 2 dias).P(12 dias/AD).

E Enulta/AD:I = (200)(0.37)+(2000x2)(0.15) = 740+600 = $ 1340
Para la estrategia CF tenemos:

B(T= 11 dias/CF) = P [(M/CIN(N/F)] + p[(M /C) N (N /F]]

= P(M/C).BON/F) + P(M./C).P(N/F)=(0.4)(0.1)+(0)(0.3) = 0.04
(B(T= 12 dfas/CF)=P[(Ms/€) N (N /F)] = P(M /). P(N/F) = (0)(0.1) = 0
'E [(multa/CFT]= (2000 $/dia x 1 dfa)B(T=11 dfas/CF)+(2000 $/dia x

'x 2 dias).P(T=12 dfas/CF)=(2000)(0.04)+(2000x2)(0)=80+0 = & 80.

L
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De una manera similar se obtiene la multa esperada para cada es .-

trategia. ' Los résultadésbdg'tales‘célculos .se muestran en la tabla 4.

Estrategid * iy b ww . | Multa eépefada para | Multa espe-
. I R e rada total
mn | ($=11 d/mn){(T=12 d/mn 11 dias;‘ 12 'dSas ' p;;a ‘
AD 0,37 0.15 | 7mo. | 00 $ 1340
aE | o027 | o.0s | ss0 | 360 900 -
AF 0.1+ | 0.03 | 280 120 | woo
B> | e.3 | o005 | eso | 200 | = ss0
BE | - 0.22 0.03, | wuo 120 | se0
BF | 0.9 | o010 | 180 w0} 220
D Ce.20 |t 0 1400 o boo-
CE 0,42 | o - | om0 o | amo
CF C0.04 o 80 0 80

-TaBladu

\

El costo total esperado de 1la estratégia AD es igual a :

E[ap total] = E[.c;/a] +%[c. /0] + E [multa/ap]

"E[AD total]

1020- + 1080 + 1340 = § 3440
Para la estrategia CF tenemos :

E [CF total] = E ]:cI/c] +E ]:cII/F] + E [multa/CF] -

.

1]

1232 + 1800 + 80 = $ 3112

Los costos esperadbs totales de las estrategias se presentan en la

tabla 5.

La estrategia Sptima es:la que tiene el costo esperado total mini

mo. o



Est::ltegla E[CI’II/mmJ= E[CI/rrﬂ+ EEIi/n] E[multa/mm] |E[mm total]
AD 1020 + 1080 = 2100 |  13u0 $ 3uu0
YAE' 1 1020 + 1500 = 2510 900 3420
AF 1020 + 1800 = 2810 400 3220
BD 1152 + 1080 = 2232 880 3112
BE 1152 + 1500 = 2652 | 560 3212

" BF 1152 + 1800 = 2952 220 3172
eD . 1232 + 1080 = 2312 400 - 2712%
CE 1232 4+ 1500 = 2732 | 2u0 - 2972
cF 1232 + 1800 = 3032 go | 3112

Tabla 5.

En la:tabla 5 se puedeq.apreciar que la estrategia'éptimé es CD.

Los costos esperados son costos ficticios que se utilizan para com.
parar varias alternativas. Dé,adoptar la estrategia CD los cestos 1
reales que tendri que pagar el contratista ne serian$ 2712, sino el
costo de las operaciones I y II ejecutadas en 4%, 5 6 6 dias mids $ 2000

por cada dia real en exceso de 10 dias.

G TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

*Dado un conjunte de eventos mutuamente exclusivos y colectivamen
te exhaustiVOsbBi, B2, occ,Bn, se puede siempre realizar la expansidn

de la probabilidad P(A) de un evento A de la siguiente manera:

P(A) = P(‘A‘ﬂblBiHP(A.ﬂB2)+P(A!\>B3)+ cos +P(A(\Bn)_

En la figura 18 se presenta un diagrama de Venn, ilustrando la in-
terseccidén de A con los eventos B, La ecuacién se puede escribir de

la siguiente manera:



-?(A) = P(A/Bl)P(Bi)+P(A/BQ)P(B2)+°00+P(A/Bn)P(Bn)

(€)Y

.seas

n I .
P(A) = DZ P(A/Bi)P(Bi)

i=1
,Af‘\B:2 /evento A
B, .
' B
o 00 n

3 Figura 18. Diagrama de Venn filustrande la interseccidn
del ewvento Con‘un conjunto de eventos mutual
. mente exclusivo y colectivamente exhaustivo.
Este resultadovse conoce como el "teorema de las probabilidadés to
tales". Representa la probabilidad de un evento en términes dé sus
probabilidades condicionales, condicionadas por un conjunto de evento

mutuamente® exclusivos y colectivamente exhaustives.

Este teorema es a menudo Gtil en problemas donde puede ser mds fa-

" cil obtener las probabilidades condicionales de un evento, dade un

cqnjunto de eventos que la probabilidad del evento mismo. -

Ejemplo 4i. Demandas Aleatorias Aditivas de Sistemas Ingenieriles. -
1. Concepto de Demanda y Capacidad en ingehiéria' o
Consideramos el problema generalizado del disefio en ingenieria ci
vil en la que se debe proveer '"capacidad" para una 'demanda" probabi-
listica. La naturaleza de la demanda y de la capacidad varia depen - .

diendo de la situacidn. A continuacidn se& presentan varios ejemplos

de "capacidad" y su correspendiente "demanda', comfinmente encontradas

en ingenieria.
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"Demanda" o "Capacidad"
Una carga. , ' Un edificio o un elemento estructural.
" Una avenida en 1 punto de un Dimensidn del aliviadero de una pre-
rio. . LR T :
Un niimero de usuaries durante NGmero de canales de una autopista.
una hora de punta del trdfico. v
Una cantidad de agua de riego El volumen méximo de agua almacena-
requerlda de un embalse por un ble en un embalse o dimensién del
patron de cultivos. . embalse.
Una cantidad de agua requerida Dimensiones de varios embalses,po -
por varios usos en una regidn zos, plantas de desalinizacién, ca-
dada. : nales de derivacidn del agua.

La demanda es generalmeﬁte incierta,en particular, la demanda mégi
‘ma posible nunca se conoce con certeza. El ingeniero se enfrenta al
problema de proveer, para una demanda rodeada de incertidumbre, una
capacidad a la cual esti asociado un costo inicial, Ademés,eﬁﬁg@@@gde
Guewisgiitnantrrigncada . 1g capacidad se registran dafios imputables a la
. inadecuacién de la capacidad provista y cuyo nivel y costo dependen
dé esta @iltima. A maydr capacidad, o sea, a mayor costo inicial co -

rresponde un costo menor de dafios potenciales.

Un disefio para cero dafio bajo todas las posibles condiciones de de
“manda, o sea, pava'la'demanda maxima posible, es imposible o prohibi-
tivo en v1sta del alto: costo asociade con &l y de las llmltac1ones de
los recursos econdmicos. Adem&s no es siempre p031ble definir 6 iden
tificar todas las posibles demandas debido a nuestra iﬁcapécidad de
pronosticar sus estados futuros. Bajo estas condiciones el disefio
mis adecuado consiste en un compromise entre el costo inicial y el
costo de los dafios futuros potenciales asociades a esta*capacidadax

AN

En muchos casoes es factlble que el ingeniero tenga la p081b111dad‘§§

‘de utilizar en su dlseﬁo varies tipos de capacidad como capacidad pri
maria, secundarla, con diferentes costos unitarios y con capacidad to

tal igual a la suma de los tipos de capacidad utilizades. En tales

@
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casos se registran daﬁes,_usﬁalmente moderados, si es necesario usar
la capaéidad seéundaria, mientras que incurrén dafios més severos ‘si
la demanda sobrepasa- la capacidad total provista. A continﬁacién se
presentan algunes ejemploes 1lustrando posibles tlpos de capacldad y

los costos de daﬂes a8001ades. '

La armazén de un edificie debe podér sestener uha carga sismica me
derada sin dafios visibles a la estructura. Sin embargo duranteFuﬁ'{é
rremoto mayer y de'rara ocurrenqia, una ésfructura‘bien‘diSeﬁadé desé;‘
rrollard resistencia secundaria ;invelucrandg grandes' deformaciones.
plédsticas y algtn nivel'aceptablefde daﬁoé a las ventanas y particie-

nes.

A menudo un sistema de abasteCimiente‘municipa1~de agua utilizande
las.aguas derivadas de.un rio, inclﬁyemuna capééidad seCundaria-en'téE:v
minos de una bateria de pozes de los cuales se bembea.agua subterra -
nea. En caso de que sea necesario usar la capac1dad secundarla los
costes de dafies pedrian 1nclu1r los cestos de operacidn-de una o mas
bombas., '

Las presas pequefias son comlnmente disefiadas para dos o mis niveles
de frecuencia para proveer un aliviadero y asegurar’unvberde-libre ade
cuado. Las demandas para ambes tipos de capacidad son avenidas. de co-
rrespon&iente a diferentes niveles de frecuehciac A veces se utiliza
una avenida mayér para~laﬂdetefmiﬁacién de la capacidad total del em-
balse. o borde libre. 'En,caso dewusépila‘capacidad secundaria, o sea
que la capacidad primarialcorrespehdiente a la'avenida de disefio del
aliviadero estd sobrepasada, séle pueden ocurrirse dafios abrasién y
erosién del material del allv1adero y del cauée del rio; e inunda-
ciones de tierras aguas abajo del a11v1adero.- Sl la capacidad total
(incluyendo el borde . llbre) estd sobrepasada por- una avenida se regis
tran los dafios menclonados arriba a un nivel mis severo, més 1punda—
ciones aguas arriba de la presa; adem@s la presa puede dafiarse'a tal

punte que puede ocurrir su destruccidn parcial o total.
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Problema

Supongamos que la demanda surge de dos fuentes A y B y que el in

~geniero asigne las probabilidades que se muestran en la tabla 6.

. Tabla 6.,

P(A,/B.)
1 ]
: —— — P(Bj)
200 Are0 | 2300 Ay00 Suma
. BiOO o 0.6 Ofg ) 1.0 0.7
o 0, o o 0.2
Byoo 0 0.3 0.5 | 0.2 1.0
Bygo 0 0 0.2 | 0.8 1.0 0.1
B oo o : ©c 0o o060 ceo e 0 o o
koo - 3 1.0
Probabilidades condicionales de (Ai/Bj) y

probabilidades de Bjo

Como se puede apreciar en la tabla 6, las dos fuentes no son inde-

pendientes.

a.

.bQ

Calcular las probabilidades de los eventosAio

Desarrollar el espacio muestral cuyo evento elemental es la’ inter

seccidn ANB,.
B S
Calcular las probabilidades de los eventos Dk = [él nivelvde la

demanda total es o

Desarrollar el espacio muestral condicional del evento =’[§l-ni-
vel de la demanda A es i y el de B és j dado que el nivel de la
demanda total es k}

Calcular e 1nterpretar las probabllldades de los eventos elementa

‘ies del espacio muestral desarrollado en (ﬂQ

Suponlendo que la capacidad prlmarla,puede ser provista a $ 1000

- por unidad y que la capacidad secundaria tiene un costo de $

100.00 por unidad. Si la demanda es tal que la capacidad secunda

&
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rla debe ser utilizada, el costo de los dafios asoc1ados es $ 1000
por unidad utilizada. Si la demanda excede la capa01dad total
(gapac1dad primaria més sécundaria), o sea en caso de falla, el
cégto de los dafios (falla) es $ 2000 por unidad de exceso sobre

la capacidad total. Las alternativas de disefio incluyen cualquier
combinacién de 0 a 700 para capacidad primaria y de 0 a 700 para

capacidad secundaria.

N.B. En la tabla 6 se puede ver que el ingeniero asigna cero como
pvobqbilidad; Existen dos interpretaciones de una prdbébiiidad
igual a cero. Primero, el evento puéae ser simplemente imposible
Segundo, puede ser p031ble, pero su vev051m111tud insignificante,
y el 1ngen1ero estd dispuesto a excluir este n1ve1 del estudlo ac
tual, mlentras manteniende la opcién de asignar luego una. probabl

- lidad d;ferente a cero.

3. Solucidn
a. Las probabilidades de los eventos Ai pueden calcularse utilizando
el teorema de la probabilidad total, o sea que,

1

)P(B 07 (80078000 P By tP(A

P<A20é) P(Azoo 100 200/ ©200 200 300)9(5 0)
f'P(AQOO/Bu00>P<B ) .

P(A200)§(906)(007)+(053)(002) + (0)(0.1) + 0 = 0.u8

De igual manera calculamos

P(A300) = (Qo“)(oo7)+ﬁoo5)(002)+(002)(o;1)+o-;‘o;uo

P(h, ) = (0)(0.7)+(0.2)(0.2)+(0.8)(0.1)40 = 0.12

P(A, o) = (03(0.7)4(0)(0.2) + (0)(0.1) 4+ 050 .

b. Consideramos como eventc elemental la interseccidn Aiﬂ Bjo Un es

- pacio muestral bidimensional y digcreto se muestra en5ia~figura’195
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!

a\\ \\\\ (8005
\ \ \ \(700)
N\ \ \ \\(600)

e e

100 200 300 400
Nivel i de la Fuente A

400 1 \h\ \‘\
e \

300

200 [

100

Nivel j de la fuente B

Figura 19, Espacio muestral del evento elemental (Ai Bj)=
(el nivel de demanda de la fuente A es i y el de

la fuente B, j).

El evento Dk = [ﬂa demanda total es kjg estd constituidoipor ‘una

- coleccidn de eventos elementales (Aiﬂ Bj,)o En la figura 19 se

han agrupado aquellos puntos de igual valor de k, juntdndolos por

una linea identificada por el valor de k entre paréntesis. Puesto

que los eventos elementales (A N B]) son mutuamente exclusivos,Dk

“es la unién de los (A f\B ) tales que i+j = k, y la probabilidad

de Dk es la suma de los eventos elementalesa Para k.=v600,vtene—

mos:
Deoo= (Agpo" uoo)U(A NBgoe) V(AL 00N Bygg)
soo) P(A uoO)+1>(A nB )+P(Auoon 32%)
P(Ay00" Buoo) = PA,40/By 00 P(Bygq) = 0
PlA300M Bago) = PlAg00/B300)F(Bgge) = (0-2)(0.1) = 0.02

-
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P(A, "5sP<A /B. IP(B, ) = (o 2)(0.2) = 0,04 -

400" B 400’ 2200?F 3200

P( ) =0+ .0.02 + 0,04 = 0, os

600

De una manera similar calculamos las pvobabllldades P(D ). qu

resultados se presentan en la tabla 7

Nivel k de la deman 1 Probabilidad
da total D P(D, )
k° Xk
200 _ 0
300 O 0.42
400 . 0.34
500 ’ 0.10
600 . 0.06
700 1 o.08
800 . 0
- 1,00

Tabla 7.

d. El espacio muestral de. evento cond1c1ona1 [kA N B, )/D600 es el

conjunto de aquellos eventos que producen una demanda total de

600; o sea, los tres puntos (A2 u00), (A 300) y

(AHOOA B200
la figura 200

Yo Este espacio muestral cond1c1onal se ilustra en

e: La probabilidad del evento cond1c1ona1 [A N B, }DGOO e calcn&a
como :
. PANBLAD )
N : - i 73 600
PLAN B4/Dg00] P, o)

600

Para los tres‘punfos del espacio muestral tenemos:
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&
m
QD
2. b _
§ 400 | \3. :
g N
S 300 [ ’x\
[ ' '
o N AN
o 200 [ N
- (QSO)
Q
> 100 T :
z .

[ L 1 f ", —

100 200 300 Loo
Nivel i de la fuente A -

Figura 20, Espa01o muestral cond1c1onal de los eventos

2 im].

p[(A, ~B, 57D ’gjg'P(Azoor\Buoo) AT uoo)P(gqqo)
200" Pu06?/Pep0l * TFD o0 B(600)
P [(A v/;) -1 = 6] = .
206" Byool/ 60b 0.06  °
. (t NB,..ND. )
A300"" B300" Pso0’
P[0 Bygg)/Dgee] = 3 (D600

Puesto que el evento D600 inclpye el evento (A f\B ) téhemosi

300
P[(A, /N B, /D ;1 P(A 300“ 3300) - PAg00/B 300)P(Baoo) '

(0,2)(0.1) _
P[tAsoor‘BzoO)%D SJV ~—%.06 - 093

De una manera similar obtenemos:
) ' S . i

(L8
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4007200 : ib;2)(o 2)

L R B P(Bagsd o) (o
P[(Auoo“Bzoo)/Qsoa= ~—F 00y - 606 - 267

Interpfetacién de las prob'abili_dgde_s_‘_ P [(A i,\ Bj)/Dsoo-J:

) Puesto que los tres eventos condicionales [2A200 ”DGOA]

[ZAaoof\B )/Dsoé] son mutuamente exclu81vos, y colectivamente
exhaustivos, la suma de sus probabilidades debe ser igual a 1.

Suma = 0 + 0.33 + 0.67 = 1,00

Por otra.parte, las probabilidaﬂes ihcondicionales de los éventos
(Az000 Bygg)s  (Azgp Bygg) ¥ .(ay00M0: 200)3%@’@0@“ 0% respec
tivamente. Las probabilidades condicionales [(A n Bj)/D600]

simplemente estos valores normalizados dividiéndolos por 0.06 pa-

ra sumar 1.0,

Designamos por NUP y NUS el nGmero de unidades de capacided pro -
vistas para la capacidad primaria y secundaria respectivémente.la
capacidad total es:

NUT = NUP + NUS

Los costos iniciales Cp, Cs y Ct de las capacidades primaria, se-

cundaria y total respectivamente son:

CP = 1000 NUP

Ccs

100 NUS

CT =C_+ CS 1000 NUP + 100 NUS

- 8i la demanda Dk es inferior o iggal a la capacidad primaria, el

costo de los dafios es nulo. Si la demanda Dy excede}lé capacidad



'0'560 .

primaria de modo que se utiliza la demanda secundaria, sin exce -

der la capacidad total, los costos de los dafios CD}resultanfes se

ran de:
NUT . :
Cb= - % 1000(Dk»NUP) cuando NUP< Ek < NUT
Dk>NUP

Su valor esperado es

NUT
CED = z 1000 (D

-NUP)P(Dk) cuando NUP < B, < NUT
‘1%Qk§ﬁup' ‘ ’
e

k k

Si la demanda excede la capacidad total,.se registra una falla y

el costo CF asociado con una falla es:

CE= I 2000 (D
D, >NUT

- NUT) " cuando k > NUT
5 .

5
Su valor esperado es:

CEF = Dk§NUT 2000 ﬂDk - NUT)P(Dk) cuando .Dk

> NUT

Entonces el costo esperado total es igual a la suma del costo ini

cial de la capacidad total, del costo esperado de los dafios aso -

ciados con la utilizacidn de 1la capacidad secundaria y del costo .

esperado de una falla, o sea:"

CET = C_ + CED ‘+ CEF

Para una capacidad primaria NUP = 400 unidades, una capacidad se- -

cundaria NUS = 200 unidades,‘tenemos:
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cidn se presenta en la tabla 8.

.57,

NUT = NUP + NUS = 400 + 200 = 600

CP = 1000 NUP = 1000 (400) = 400000
€S = 100 NUS = 100 (200)= 20000
CT = CP + CS = 400000 '+ 200000 = 420000
600 ' o o
CED = I 1000(D,-400) P(D,) = 1000(Dg-400)P(D)+1000
D, 400 : ~ » v
(Dgo400) P(DSOO?;gpr
" CED = 1000(500-4060)(0.1)+1000(600-400)(0.06) = 22000
800 , - . R
CEF = I 2000(D,-600)P(D, )=2000(Dy,)+2000(Dg, ~600)P(Dy( )
D, 600 _
k -
CEF = 200(700-600)(0.08)+2000(800-600)(0) = 16000
CED = CT*+ CED + CEF
CET = 420000 + 22000 + 16000 = 458000 $ A
! S | |

Se repetirén los céiculps para todas las combinaciones de 0 a 700

‘péra capacidad primaria y de 0 a 700 para capacidad secundaria.la

~ combinacién que tenga él costo esperado totai,CET, pinimo es el

disefio. 6ptimo. A continuacién se presenta un programa escrito en

F@RTRAN IV para la determinacidn del costo minimo y de las capaci

‘dades primaria y secundaria Sptimas. La solucién ptima se obtu-

vo parad una capacidad primaria de 0 y una capacidad secundaria

300 unidades, correspondiente a un costo de 363.999.7. La solu -
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CIDIAT

[ENTRO INTERAMERICANO .-
DESARROLLO INTEGRAL
DE AGUAS Y TIERRAS
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BANCO DE PROGRAMAS

» ESPECIFICACIONES»DE~ENTRADA

" NOMBRE DEL PROGRAMA Capacida - - CODIGO
Columnas de : Tipo Obsefvacione
'N°| la tarijeta Nombre del Campd Formato|Factor] de [Valor en el
Desde [ Hasta \. | Dato ejemplo
1 1 2 IMP A2 1 A SI
2 1 5 DIV F10.2 1 N \100.0
3 1 5 M 15 1 N 3
3 6 15 B (1) F10.2 7 N 100.0
3] 16 25 B(2) 200.0
3] 26 35 B (3) 300.0
3 36 45 PB (1) 0.7
3| 46 55 PB (2) 0.2
3| 56 65 PB (3) 0.1
4 1 5 N 15 1 N 4
|4 15 A(l) F10.2 7 N 100.0
4 | 16 25 | a(2) | 200.0
4 | 26 35 A(3) . 300.0
4 | 36 45 A(4) 400.0
4 | 46 55 PADB (1,1) 0.0
4 | 56 | 65 PADB (2,1) 0.6
4 166 | 75 PADB (3,1) _ ‘ 0.4
s | 1 | 10 PADB (4,1) F10. 2 7 N 0.0
5 11 | 20 PADB (1,2) 0.0
Preparado por:Orlando Puleo | PROGRAMA: Cédigo
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CENTRO INTERAMERICANO
DE DESARROLLO INTEGRAL

DE' AGUAS 'Y TIERRAS

63

[

por: Orlando Puleo

" CIDIAT ,
| BANCO DE PROGRAMAS
ESPECIFICACIONES. DE ENTRADA
NOMBRE DEL PROGRAMA: __. Capacida . CODIGO:
_ Columnas'de ' - Tipo | Observaciones
N°|la tarjeta | Nombre del Campo | Formato |Factor de Valor en el

Desde Hasta ' Dato ejemplo
5 | 21 30 PADB (2,2) 0.3
5 | 31 | 40 PADB(3,2) " 0.5
5 | 41 50  PADB (4,2) 0.2
15 ] 51 | 60 PADB (1, 3) 0.0
|5 ] 61 | 70 PADB(2,3) 0.0
6 1 | 10 PADB (3, 3) F10.2 N 0.2
16 | 11 | 20 PADB (4, 3) - 0.8
17 1 | 10 cuP - F10.2 N 1000.0
7111 | 20 cus | £ 100.0
71 21 30 CUD 1000.0
71 31 | 40 CUF o 2000.0

8 | 5 NP 15 N -8

|8 6 10 NS 8

8| 11 20 DELTUP. F10.2 N 100

g | 21 30 - DELTUS 100"

‘.Prépaiado Programa: C6dig6  _
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'H.  TEOREMA DE BAYES

Consideramos un evento A y un conjunto de eventos mutuamente ex-

clusivos y colectivamente exhaustivos B B2,...,Bj,,°.,B y estima -

1’
mos la probabilidad condiciocnal de umwevento B dade elregento-APues

to que la interseccidn de dos eventos A y Bj es la misma que la escri

bimos como (A(\Bj) o como Bjﬂ A) tenemos:

P(ANB.) = P(B.NA
( 3 ( 3 )
Ademis

P(ANB.) = P(A/B.) P(B.)

J ] j

y

P(Bj(\A) = P(Bj/A) P(A)
Entonces

P(B./A)P(A) = P(A/B.) P(B.)
;| j j

De alli sacamos:

P(A/Bj)P(Bj)

P(B./A) =
J P(A)

Seg@n el teorema de la probabilidad total

‘ n n
‘P(A) = I P(ANB,) = I P(A/B,)P(B,)
j=1 J j=1 J J
Entonces

P(A/B,)P(B,)
] ]

P(B./A) =
5/

T P(A/B.)P(B.)
TR R

Alternativamente

&
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P(A/B ) P(B )

P(B./A)=
P(A/B )P(B )%f{A/B )P(B )+000+P(A/B )P(B )+°°a+P(A/B )P(B )

Este resultado es conocide como regla o formula de Bayes y ‘tiene

muchas aplicaciones en la ingenieria donde las decisiones se toman
g y .

frente a la ‘incertidumbre. En particular, la férmula de Bayes provee
el método para incorporar nueva informacidn a asignadiones previas de
probabilidades, llamadas"probabilidades priores" para obténer'ﬁueVos
valores para las verosimilitudes relativas de los eventos de ihterés
para el ingenierc. Estas nuevas probabilidades condicionales caiculg

das mediante la férmula de Bayes son llamadas "preﬁabilidédes poste -

'-niores" En la férmula de Bayes P(B /A)es la probabilidad posterior

que es un ajuste de la pr@babllidad pPlOPeS P(A ) por las probablllda
des condicionales P(A/Bj)9 o sea, las veP081m111tudes de adqulrlr_ la

informacién A dade los valores posibles de la variable Biq

La regla de Bayes ayuda a restarle importancia al método que se u-
tiliza para la asignacidn de probabilidades, o sea, el origehfde las
medidas de probabilidad, puesto que cualquier probabilidéd prier pue-
de ser revisada para incorporar a ella nueva evidencia o experiencia.
Cuando el ingenierc asigna una probabilidad que ne es idéntica a la
probabilidad empirica, la diferencia indica el grado en queielemehfos
de evaluacidn subjetiva o persenal sean involucrades. Puesto qué_:en.
la préctica nunca es posible obtener probabilidad ebjetiva o‘gmpirica_
para todos los eventos que integran un proceso de decisidn, se consi-

dera muy valicso el enfoque Bayesiano porque permite incerporar la e-

~valuacién subjetiva o personal del ingeniero en el anélisis.

I. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE BAYES

La regla de Bayes puede ser generalizada en aplicaciénés:précti?

cas, al llamar la clasificacién de n estados de @i de la naturaleza y

al considerar que alguna muestra generalizada ha sido observada, con



66

resultados Zie La regla de Bayes se escribe:

P(muestra/estado) P(estado)
L ' P( uestra/éstado) P(estado)
todos los estados

P(estado/muestra) =

L
O sea:

P(2./0.) P(8,)
1774

P(0./Z,) = — i
J 1 n ;
T P(Z./8.) P(8.)
PP A M

Ejemple 42, Se'investiga un edificio construido de concreto armadc
para dé}é&minar su adecuacibn para uso future.. El ingeniero ha estu- ’
diado 1a apariencia y el comportamiento anterior del concreto y, ba -
sédndose en su experiencia y su juicio pfofesional, decide que la cali
dad del concreto puede\ser.clasificada como 2000, 3000 & 4000 psi

(con referencia a la prueba canon de resistencia de un cilindro de 6

.. pulgadas por 12 pulgadas despuds de 28 dias), Asigné las siguientes

verosimilitudes relativas o probabilidades a estos tres estados de la

naturaleza del concreto. (tabla 9).

Estado '@§posible | Probabilidad prior
91 = 2000 0.3
e = 3000 0.6
= 4060 0.1
1.0
Tabla 9.

Muestras 0111ndr1cas de concreto deben ser cortadas del ed1f1c1o y

p@obadas para ayudar en la determinacién del estado verdadero. El in
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geniero cree que tales muestras dan una prediccidn razonablemente con
fiable, pero no -terminante. 'Conseéuentemente asigna probabilidades
condicionales a los valores posibles de la resistencia de las mues-
tras Zi, Z2 8 Z3 como pronpsticador del-estadq desconocido, como si -

gues

P(Zz,/8.)
] 1

Resistencia de muestra 0,%2000 psi | 8,73000 psi [6,=4000 psi

2 3
7, (favorece 2000 psi) 0.7 0.2 0
z, (favorece 3000 psi) 0.3 0.6 0.3.
zZ, (favorece 4000 psi) 0 0,2 0.7
: ‘ 1.0 1.0 1.0

Tabla 10. P{resistencia muestra/estado)

Puesto que la resistencia del concreto aumenta con el tiempo, una
re51sten01a de las muestras de, por ejemplo, 3500 psi sugiere que la
resistencia de 28 dias, que se utiliza para el disefio era,probablemeg
te de 3000 psi. ' - »

Se puede interpretar las probabilidades P(resistencia muestra/esta
do) de la siguiente manera. Si el valor verdadero de la resistencia
de 28 dias del concreto es 3000 psi; la técnica de tomar una muestra

indica esto solo 60. por ciento de las veces. La probabilidad de
cometer un error es de 40 por ciente dividido entre 21 vy Zao En o -
tros términos, la probabilidad de que la resistencia de la muestra

sea Z2 = 3000 psi dado que el estado verdadéfo de la resistencia es

© 3000 psi, es 0.6 , o sea:

P(Z2/9223000) = P(resistencia muestra=3500, favoreclendo 3000 pana
o 28 dias/estado real @ = 3000) = 0.5

P(Z /@ =3000) = P(resxstenc1a muestras2500,favoreciendo 2000 para '
28 dias/estado real © = 3000) = 0.2
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- P(Z /@ ='3000) P(re31stenc1a muestra=4500,favoreciendo 4000 para.
© 28 dias/estado real 6 = 3000) = 0, v N

Una muestra es tomada y su ﬁes1sten01a determlnada como 2500 psi ,

favoreclendo una re51sten01a de 28 dias de 2000 psi,o Sed 8 ; -Las.

'probabllldades posteriores condicionales de la resistencia verdadera &
~ estado real 8, dado que la muestra favorece a 2000 psi son:
P(e, = 2000/2,) =
P(Z /9 22000) P(Q =2000)
P(Z /9 =2000)P(9 *2000)+P(Z /9 =3000)P(9 ~3000)+P(Z /9 -QOOO)P(G =4000)

(0.7)¢0.3) . 0021
(0.7)(0.3)+{0.2y(6.6) + (0)(0. 1) 33

P(o, széoo/zi>= = 0.635

P(Z'/O =3000)P(9 =3000)

. _ _(0.2)(0.6) _ .
B(8, = 3000/2,) = = ¥ T 0.33 = 9.365
2 P(Z /9 ) P(e ) _ .
' ®(Z,/6_.=4000) P(6,.=4000) ' ' ~
- _ 173 ' 3 _ 0(0.1) _
P(QS,’ 4000/2,) = — e — =50
121 P(zi/ei) P(ei)

Elifesultado'de la muestra ocasiond la exclusién de 93 =(4000 psi

y un cambio de los pesos relativos hacia el estado observado, 6.

El 1ngen1ero toma una segunda muestra que resulto en 22 favorecien .
do una res1stenc1a de 28 dias de 3000 psi. A este punto sus probabl- ' 5
lldades priores a la segunda muestra, son 0,635, 0.365 y 0. " Las pro-
babilidades posteriores, dado que la segunda muestra favorece a 3000 <

psi son:
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P(2,/6,2000)P(0,2000/2, )
- ! 1 : (0 3)(0 635) _
P(6,=2000/Z,)=—5— 7 (0.3)7(0.635)+(0.6)(0.365)+(0; 3)(0)
L P(z,/e,) Ple,/2) | T |
i=l : L T S
L 0,19 _ | - o
P(91 = 200Q/Z2) = o5t - 001:#65 : - R o

. P(22/92:3000)P(9223000/Zi)

P(92=3000/22) = . (006)(00365) N

3 _' T 0.41
izi 3(22/9i) P(e,/2,)

P(e2 = 3000/22) = 0,535
- (0.3)(0)
P(Q3 = 3-&000/22) S e e 0

Si el ingeniero toma una tercera muestra, estas filtimas probabili-

dades vendrian a ser las probabilidades priores a la tercera muestra.

Las probabilidades posteriores calculadas arriba tambi&n pueden ser
obtenidas considerando que las dos muestras constituyen una sola mues -
tra, o sea, suponiendo que ambas muestras se obtuvieron simult&neamen

te.,

. . ;o
Ejemplo 43. En base a los registros de una estacidn pluviéméthiga ,
un ingeniero responsable de un distrito ée riego estima quéfléféﬁbba&;G"'
bilidad de que llueva mafiana es 0.7 y la:ppobabilidad de qué néfllué;.
va 0.3, Escuchd por radio los pronésticoé‘dél tiempo ﬁara obféhéb'in
formacién adicional sobre el tiempo de maﬁana En base a su experlen
cia previa con los prondsticos, encontrd de que no siempre se cumplen
y que las 81gu1entes probabilidades condlclonales descrlben la precx-

sién de los prondsticos.
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-Estado - : Prondstico . Prondstico

ei ‘ lluvia no lluvia -
91 é 1lluvia mafiana : ' ' 0.6 i: _ Oa%
92 =.no lluvia mafiana o 0.3 057

Calcular la ﬁrobabilidad de que llueva maﬁana dado que el ingenlero e

oyd pronostlcar 11uv1a a la radloc > o _a'

Solucidn
] ‘.‘

Las probabllidades priores son:

8

p (91) 0.7

P (92) = 0.3
sea’

z, = (prondstico 1lluvia)
Enfonces :

P(zi/ei) = 0.6

P(zi/gz) z 0,3

La férmula de Bayes d&:

P(2,/0,) P(6,) (0.6)(0. 9)'

P(Z, /6, 3@(9‘}+§Z2 /9 )P(e Y - (0. 6)(0 7)+(0. 3)(0 3) = 0. 83

P(Qi/zi)i
La'prwbabilidad‘pedida es de 0.82,

Eﬁeﬁplo Ly, Un ingeniero usa bombas desechables altamente especia-
lizadas y dificiles de construir en un proyecto de investigacidn. De
bido a los requisitos especiales sélo 65% de las bombas que recibe

del fabricante son fitiles para el proyecto. Por lo fanto, idea un
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proyectd de inspeccidn que espera le ayude'a seleccionar un alto por-
centaje de bombas Gtiles entre las rec1b1das. Con el objeto de ver s1 '
el proceso de inspeccidn es valido, lo pone en préctica y continfa pro

bando todas las bombas que re01be después de ser 1nspecc1onadas.» Ob-

‘tiene la siguiente 1nformac1on

i) 0 75 de las bombas rec1b1das pasan la 1nspecc1on,

11)de las bombas que son ﬁtlles para el proyecto, 0.9 han pasado la--

inspeccidn.

oCual es la probabllidad de. que una bomba que ha pasado la 1nspec-

cibn sea ﬁtll?

Solucidn

(la bomba es fitil)

Q|
]

.
]

(la bomba pasa la inspeccién)

Entonces 1os datos-dei problema son:

"

P (U) = 0.65

0.75

1]

P (Ij

P (1/U) = 0.9

Tenemos que calcular P(U/I)
- Aplicando la formula de Bayes obtenemos

P(I/U) P(U) 0.9 x 0,65
P(U/I) R T6) = T0.75

= 0,78
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"VARIAELES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES

Una varlable aleatorla es una variable numérica asociada
‘a un experlmento o un fenémeno y cuyo valor no puede. ser
pronostlcado con certidumbre antes de realizarse el expe

rimento o fenfmeno. El comportamiento de una variable a-

leatoria se describe por su ley de probabilidad que pue-

de ser caracterizada mediante una distribucién probabi -

"~ lfstica, una funcién generatriz de momentos o una fun -

cibn caracteristica.

A. VARIABLE ALEATORIA DISCRETA Y DISTRIBUCION DE PROBA-
BILIDAD (d.p) ‘

Si el nGmero de valores que puede tomar una variable
aleatoria es contable, entonces se habla de una variable
aleatoria discreta (v.a.d) y su distribucién de probabi-
lidad es representada por una funcibén de masa. Sea X la
v.a.d. y ¥ un valor que puede tomar,entonces la d.p. se.
define como P (x) © sea: '

p, (%) =_P(X = x)

La funcién de distribucifén cumulativa, FX(X) es dada
por: '

>

F_(x) = P(X ¢ xJ = -
x X; <% px (x;)

Ejemplo 45. En el. ejemplo del nGmero de vehiculos. parados
frente al semidforo de la esquina se puede haber ‘asignado

las 51gu1entes probabllldades:'

e

Iy
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f
)

X M XK X X X X
; . )
N U W N = O

0.1
0.2

| 0.3

P, (x) = ¢ 0.2 ~ para ¢
0.1
0.1
0.0

'En la figura 22 se plotea.ésta d.p. donde cadaibgffafu
ordenada es proporcional en longitud a la probabiliqad de -
que la variable toma ese valor. ' ‘

La dlstrlbu016n de: probabllldad debe satlsfacer 1os a-’
xiomas de probabllldad, saber 0 « Py (x) < 1 para toda“x.., 

pX px(x) =1 '
todas x e
Py (%) 4
asb 0.3
Pla<X<b) = 1 p(x)
X»a - ; 0.2
Flg 22 Dlstrlbu016n de pro l
babilidad de una v. '
a.d. 6 funcién de 0 1 2 3 , 5'

masa. | |
~La distribucibn acumulada Fi(x) se presenta a;continua-ﬁ_.
¢ién en forma matemitica y grafica_(figura-23). .

[ 0 _ ' _ o (% < 0
0.1 | 1ex<1
S 0.3 1 < x < 2
RS = 4 0.6 parad 2 ¢ x < 3.
0.8 ' 3 < x < 4
0.9 4 < x <5
| 1.0 5< x




BT

F_(x) * | |
P (x _
x 0 | —
0.8 | —
i
0.6 |- I.—_—J
. T
0.4 | v |
) —
0"2 - 1
! _
0 1 | . 1 1 { ? . —»

o L 2 3 4 5 6 %

Fig. 23. Funcién de distribucién cumulativa de una v.a.d.

El c8lculo se ilustra con la siguienté»determinacidn de

4
b

P, (4)=P (x<4) Py ;)" = B, (0)+p, (1)+p, (2)+p, (3)+p, (4)

xi$4

0.1+ 0.2 + 0.3 + 0.2 + 0.1 = 0.9

B. VARIABLE ALEATORIA CONTINUA Y FUNCION DE DENSIDAD DE
'PROBABILIDAD. '

La variable aleatoria contfnua (v.a.c) puede tomar cual
- quier valor del eje real. Se utiliza mucho en problemas de
la ingenierfa civil aunque la v.a.d. pérecerIa mis apropia-
da debido a la limitacién e inadecuacién de los equipos de
medicifn que requieren operaciones de redondeo y asi no dan
valores contfnuos. . ’ ' |

N
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'Parfimos.el eje x en segmentos'infinitésimos»de igual loﬁg£
_tud‘dx y definimos una funciénva(X) tal que la probabilidad
de que X tome un valor entre x'y (x+dx) sea igual a'f(x)dx.
A la funcibn £(x) asi definida la llamamos funcién de densi-

dad de probabllldad de la varlable aleatoria contInua La prov
Ky € XS xyes |

.f_. P(xl § X s %)) = i £ (x) dx

P (X=x)=0 puesto que dx ha desaparecido.

£ (%) no es una probabilidad sino una medida de la den-

sidad o 1nten51dad de probabllldad en un punto.

T - por ende, f (x) no tlene que ser restrlngldo a. Valores

menores que 1

- sin embargo se debe cumpllr las dos cond1c1ones 51gu1en

tes:
fx(x) > 0

{w_ fx_(X) dx = l : RN . '

= v_la funcibn de distribucién de probabllldad acumulada se

define como: ‘ ,

F, (x) = P(X < x) =_£xf(u) du Entonces:
| a F(x)

f‘x’ = —

| 2 ¥3
Fig. 24. Densidad de probabllldad para el ejemplo 46
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- Ejemplo 46. Supongamos qué se.quiefe adoptar como funcién

de densidad de probabilidad de una variable aleatoria con- «
tinua 1a curva que se muestra en la figura 24, Se puede de.'v '
sarrollar la expre516n matemdtica de tal curva, . COmo:

.

0.15 X ~ 10 10 < x < 20
y =< . | |
0.15 202X 20 < x < 50
0 i para otros valores de

X
Para que esta funcifn constituya una funcién de densi =
dgd, se debe tener:

-]

4 ydx=1
Calculamos f_ém'y dx

20 , 50 50 - x

w x-10 | 3 .
Ly dx =7/ 0,155 dx + S 0.15 ax
10 20
2 20 2 .50

= 0.015[ 5 - 10x] + 0.005 [50x -——]
T 20
ik (10)2 o

= 0.015 [( - 10%20)-( —=5— - 10x10)]+0.005

S 2 . 2 -
[(50x50 -—381—)-(s0x20 - 23— ]

=0.015 [(200-200)~(50-300)]+0.005 [(2500-1250)~-

-(100-200)]
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= 0.015x50 + 0.005x450 = 0.75 + 2,25 = 3

Entonces se debe dividir los valores de Y por 3 para ob

tener una funcién de densidad de probabilidad, o sea:

0.05%= 10 para 10 < X < 20
10
fx(x) = .
000550 - X 20 <X < 50
30
G x < 10 y % >50
Se buede verificar que se tiene
fx(x) > 0
y co
“é fx(X) dx = 1
a) Calcular
P (X< xl) donde 10 < %) < 20
b) Calcular
P (x2 <X < x3). donde 20 < X, §x3 -< 50

c) Estimar (a) y (b) cuando xy = 15, %, =27.5 y x5 = 35

d) Graficar la funcifn de distribucidn acumulada

| 1 1
a)P(XS xl) = f.,oo fx(x) dx= f_oo 0.05 _x__—_l@l dx = S ooosx"lo dx
10 10
X2 | 0
- 2 ¢ 10
= 0.005 |x IOX’XI - 0.005 t(__%r__- 10x,)-(+22_ _100)
2
2 2 20w, +100
X X X
= °°005i_-1-.-10x +50i=000005 i 2
2 : | 2

2

0.0025 (%; - 169
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X X L2
: c_ 3 .73 50-% .. 0.05 reau_ X
b) P(xzsx<x3)—x£ fx(x)dxfxg 0.05 35— dx= =55 ,[SQx 5]
; _ 0.05. i 2 2
¢c) Para x, = 15

1
P(X < 15) = 0.0025 (15-10)2= 0.0625 6 6.25%

Pa;a X, = 27.5 y Xy = 35

P(27.5 < X < 35) = %03 [100(35-27.5)-(35) %+ (27.50) %]
= 0.2344 6 23.443
- d) La funcibén de distribucién acum@lada se define como:
F (x) = [ fx(u)du-

Primero para 10 € x < 20

4 - 2 X '
F (x)= f 0.05 2752 du = 0.005[—— 10u] =0.005
' 10 | ; 10
x 100 |
[5— - 10x ==+ 100]

F, (x) = 0.0025(x-10)° para 10 < x < 20

Segundo para 20 < x < 50

30 - X

Fox) =/ 0.05 8% au+ ¥ 0,05 228 qu
| 10 - 20 30

- |
= 0.25 + f 0.05 232 du

20

e



_ 0. 05 u” - .
= 0,25 + [50u > ] / = 0. 25+ =
20
x2 400
[(50x-—3—)- (50x20 - )]

0.05
60

(100 x - x°- 1600).

-1 2 1
= 1200 ¥ t 13

x - 1.0833 para 20 < x < 50
Para x > 50 se tiene

F (x) =1

Calculamos unos cuantos. puntos para graflcar F (x). Es=-

ta gr&fica se muestra en la flgura 25,

g - F(x) Cro(x)
X.
| 10 g 0 : :

15 [0.0625 | T

20 |0.25 1.0 |

25 10.479 |  0.80}

30 [0.667 |  0-60r

35 |0.8125 | 0.401

‘i .. 0 y ‘ ; ¥ -

40 |0.9127 |- , 10 20 30 40 50 x

45 10.979 Fig. 25, Funcién de dlstrlbuc16n acumula
50 |1.00 o ' da de una variable aleatoria

] g : contfnua.

FUNGION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA,'G (x)

‘A menudo estamos 1nteresados en la probabllldad de que
1a varlable X sea superlor a un valor x dado. Esta probab1
lidad se calcula como uno menos el valor de la funcién de
distribucibn acumulada y constltuye una fun016n llamada
func16n de dlstrlbu016n complementaria.
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Gx(x) = ; - Fx(x)

Ejemplo 47. Velocidad méxima_anual_del viento. Un ingenie-
ro disefiando una presa de embalse requiere la velocidad mé
xima anual dei viento para la determinacitn del borde 1li -
bre a proveer pata contrarréstar el efecto de laS'ondaé>g§.
neradas por el viento en la superficie libre del agua. Se

enter6 de que los histogramasvde los datos de viento méxi-
mo ahual en la zona tienden a la forma exponendial negati-
?a.:Ademés supo dejque los vientos de intensidadimenor que
10Q{K@/§ tienen en general una probabilidad de 0.95...

Determinar:
Py .

a)“la func16n de dlstrlbuc16n complementaria
b) la probabllldad de que la veloc1dad del v1ento sea
. superlor a 200 Km/h : '

Soluc16n.

La func16n de den51dad es de la forma-
’ Ali ‘ ’ 1 o -AX :

- £ (x) = ke Xz 0

_ x o x2 v

Para que sea correcta se debe tener:

_éwfx(X) dx = /“ke ¥ ax = ¥

oo ' “AK ‘ :
J -Ax _ k it _ ko _k 1 _
~% ke dx = [- T e _]o— +re - é-zrg =1
Entonces,
Y-l k=2
-Ax

La fuhciﬁn de densidad es: fx(x) = g

av
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Adem&s se sabe-que:
P (X & 100 km/h) = 0.95°
100 100

p(X<1oo) [ E(x)dx = [ e —Ax’ dx—['e A ]1°°- 0. 95
i 0 0 1

- ‘1°°*+ 1= o 95
.Se despeja A -como sigue:
~1003_ -o.osf
—lOOA—‘ln 0. 05
—lQOA— -3 ..
A»= 0'003
Entdnées la funcibn de densidad es:
: fx(X) = 0.03»é,70°0383

‘La funci6n de distribuciéh'acumuladé es: F‘(x) :'P(x,<ZX), 

N x i B x
Fo(x) = [ 0.03.e -o. 03u 4 f o 03 &70- °3u du —[ -o. °3ujo
-.FX(X)‘= 1 - e_o‘03x: .

”La funci6n de dlstrlbu016n complementarla es Gy (x) VP(x%x)
; o _ _ .—0.03x
GX(X);j 1 | FX(X) f-

b) Para x = 200 Km/h.

Gx(200)  ° 03(200) 0. 00248 = 0.25% .
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'C. SISTEMAS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCION CON- -
. JUNTA. ' ' L ’

' Un espacio muestral bidimensional involucra lalconsiderg':
ci6n simulténea de'dos_variébles'aleatoriaSICuyo comporta -
miento puede ser detéfminadO«por_una ley de probabilidad
COnjgnté. Esta ley pdede representarse por una distribucién

conjunta, en este caso una distribucibn bivariada.

1. DOS VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS
Distribucién conjunta de probabilidad o funcidn‘conjunta
de masa de probabilidad P

x,y(x,y) de 2 v.a.d. Xy Y.

Py xey) = PLE=0N (v=p)]

Funcibn de distribucién conjunta acumulada FX Y(x,y)
. o . 14 .

Fy vy (%) = P[(X<x)N (Yey) ]= 2 Towe P (x5,¥5)
) X <X Yixy X,Y "
L J
a. Distribuci6én Marginal
El comportamiento de una variable considerada aisladamen-
te se describe por su distribucién marginal. Se obtiene al

sumar los valores de Py Y(x,y) sobre todos los valores de
: ’ . .
la variable despreciada de una manera formal:

Py(x) = P(X = %) =toda§'yi%PX;Y(x’yi)

(0 = PO <) = I )

b. Distribucién Condicional

Si la variable Y toma el valor Yoo las verosimilitudes de
los varios valores de ‘la otra*Vagiable SOnrdadas‘por.px Y(tho)
» B r % R

)
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Si se renormalizan estos valores de modo que su suma es
igual a la unidad, formarIan’una funcién de distribucién
propia que se llama fun016n de distribucién cond1c1onal

: de X dado Y, pX/Y(x,y)

Px,Y(X'Y" = P<X=x/Y=y-) " -Pé’§§§$Y=y>
- x Y(x,y) o pX,y(x,y)
- T TP (",y) = =ty
todos x,. X,Y v y

_ Se debe llamar la atenc16n ‘en que el denomlnador es la
' dlstrlbuc16n marginal de Y evaluada al valor dado de Y. De

una manera 51m11ar-

vy Px,x®e¥y) o

pX/(Y>Y) (XIY) =P ‘x=X/Y>Y).‘=

De una manera general escribimods:

Pr/y%e¥) = Py (yay) %o9)
%C.'DISTRIBUCION coNJUNTA

La dlstrlbuc16n conjunta se obtlene de la cond1c1onal

como 51gue-
Py,y (Xs¥) = Py y (x,¥) pyﬁy) 4 R
Ejemplé 48, La'distribucién conjunta'discreta de los flu-

jOS'médios-anuales Xy Y de dos rfos se presenta en la ti
bla 11: '
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Tabla 11. Distribucién conjuntaPX Y(x,y) de'loS_caudaIes‘.

medios anuaies de los dos rfos X e ¥

Cauaal medio-éhﬁal

nual del
rio X en m3/s.
20 | 25 | 30 |35 | 40
— s .

v o |0.04 [0.10 |0.03 [0.02| ©O
s . " o _
3w o , '
"%l R 0 {0.050.25 |0.07 |, O

S:f- - - P

T . T o =

0 o : : )

E ol g 0 0 |0.10 |0.21 [ 0.06
oo v _ ! . ;

m , .

T O ‘ . ;
B Hl. 9 0 0 0 10.02 | 0.05

éSon los caudales medios anuales de los rids'X'

|

pendientes?.
R

. Hallar las distribuciones marginales de X va
. Haliar la distribuci6én condicional de X para y

, Hallar lavdistribucién condicional dé Y para X

Y

. Graficar la funcién de distribucién'conjunta'px_i(x;y)

80_m3/s.

30 mo/s.

Y indef



0.40

T _)//{/f, R 2R

A PX’Y(x,y)‘

.BSQ

- Solucién

1.

225

-

20 25 30 35 . u0

N .03 L~ ;;62
S

Y

.07

Figura 26. Distribucidn conjunta disdfgfa’de los caudales medios anuales

de dos rios Xy Y.,

2.a.vDiStribuciGn margihal'de X

, 90 . \
20 px(zo) = z pX,Y(lzo"Y‘i)=

yi=60

xl
]

Py,y(20/60)+py (20,70)+py 4 (20,80)+p, ,(20,90)=

0.04 + 0 +0+0 ={0564~ :

'De una manera similar obtenemos

_ 90 :
x = 25 px(25) = 'z _px Y(25,yi)=0.10+0.05+0+,G)=0.15
' 7 S y.=60" 7 ‘
1
90
X =

= 30‘ PX(30)= Y§=5Q px'y(3Q,yi)=0.03+0.25+0.10+0=0.38
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| 90 | ' o

x = 35 py(35) = _ Lgo Py y(35,7;) = 0.02+0.07+0.21+0.02=0.32
v A1 b v . v o

x = 40 p (40)_ go : (40,y.)= 0+0+0.06+0.05 ;. 0 11‘-*
Px T y;7=60 Px,x *0r¥y . ‘ T

La diStribucién marginal de x,py(x) es:

% ..px(X),
20 |o0.04 | 4 b (%)
25 0.15 0.40 -
30 | 0.38 .
35 | 0.32 0.30
40 | 0.11 " 0.20 k
0.10 | l I B
.0 11 | >

0 10 20 30 40 50 x
Fig. 27. Distribucién marginal de X.
2.b. Distribucién marginal de Y.
. 40 -
Py (¥) =xiz=zopx,y(xi'y) para ¥ =y

40
xf=20 Px,y
1 . )

o
|

= 60 py(60)= (x,,60) = 0.04+0.10+0.03+0.02+0

Py(60) = 0.19
y = 70‘pY(70)='xi;20 Py,y(X;470) = 0+0.05+0.25+0.07+0=0,37

40

K
]

/80 py(80)=" 0+0+0.10+0.21+0.06=0.37

*

Y
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40 - ‘
(x ,80) 0+0+0+0 02 + 0 05 = 0 07

= 90 pY(90) L0 Px Y

La dlstrlbuc16n marglnal de Y es.v

{
Y pY_y - 0.40 | %{X)
60 | 0.19 0. 30
70 | 0.37 T ‘
80 | 0.37 | - 0.20 Lk
90 | 0.07 .
0.10 } |
Fig. 28. Distribucién L ' .
marginal.de Y. _ : 0 20 40 60 80 100 Y
7 3.”Lé diéffiﬁﬁéidn condicional ﬁe deado.Y'é Y, es:
| ' px y ¥ Py ylxy)
pX/(Y—y ) (xpy ) — = L
‘ todas X4 pX Y(xi'yo) ) pY{{Yo)
X =20 Dy ,,y_an (20,80) =—22i = =0
| . ~ p (25,80) ‘.
X =25 Py g_go) (25,80) =X - D _-¢ ¢
._ | Py (80) 0.37 |
| o P
. ‘ . pe. (30, 80) >
x = 30 px/(sto)_(30,80) X, ¥ =2 - 0.27
' | py (80) 7 0.37
g . : & (35r80) )
X =35 Dy yogg) (35,80)=—2eL L o= 22 g 5y
S py (80) 0.37 :
p, (40,800 oo
_ _Pxy _ 0.06 _
X = 40 Py, yo 80)(40 80) 'prBO)- 37— =0.16
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La distribuCién gondiqional'de X dado que Y = 80 es:

' S 1. 4 .
X | Py y(xs80)|  0.60 By y(x,80)
22 9 0.40"
30 |- 0.27 -
35 0.57 - 0.3 o -
40 0.16 'O.QO;.
| 0.10
'Fig. 29. Distribu-  0 o ey ,
cién condicional de S ' Y —_l il
X dado Y=80. 0. 1020 30 40 .50 60 .70 " .x
4."La probabilidad condicional de Y dado &:< X es:
X, X _
8] y (x.,y) = i< o :
: <¥/(X<x°)~ i x.gx Py (xi)
: , i ol
- - 230 Px,y '60)
y = 60 Py, (x<30) (*3+60) = —= o =
S “ S | Py ‘%i)
xi<30 N
_vQX;Y(20’60)+px y(25:60) " 4 4440 10 0.14
T 20y, , (257 - 0.04%0.15 U"I§‘° 74
o o x5 .30 px Y(x '70)
y=710 pY/(X<30)(xi'7°)=--- p = °©
. x.<30 XOi
i
0 + 0.05

= 0.04%0.15 - 0-%6
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- - _ .0 ';
¥ = 80 Py, (xe30) *:/80)= 5713 = 0
e | 0

¥ =30 Py xe30(*3:90) = 575 = 0

La distribuci6n'condicional de Y dado X<30 es :

- _ 0,80 4 ]
Y. p . . .
S Y/X 30 . :
70 ‘ 1 0.26 - 0.60 ¢
90 . 0 |
| | 10.30 |
Fig. 30. Distribucién d édﬂ
condicional de Y- dado e
que X < 30 I
: - 0.10 ¢+
.

L : »
020 40 60 .80 100 Y
5 Las varlables X Y'Y no son 1ndepend1entes puesto que:

hxy FRx
También séibuéde mostrarvque px,Y(*;y) # pk(*) pY(?)
Lbs'céudaleé énuales.qé loé_iioééx i Y sqh relacioﬁados.
2. VARIABLESfAiEATOﬁiASdeNTINUAS

La den51dad conjunta de dos variables contfnuas se defl-
ne como la funcibn fX Y(x,y) tal que 1la probabllldad de que
X esté en el 1ntervalo (x, x+dx) y Y en el 1ntervalo {y,y+dy)
Sea igual a fx Y(x,y)dx dy. Para que fx Y(x,y) sea una den-
51dad véllda se debe tener: : S o , _ ' 4
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—-—t0 =%

Lalérobabilidad‘de que X y Y-caigan’dehtrO'de-la regibn
rectangular o campo a.€x<by c <'y < d} es dada por:

p[(a<X<b)N(cey<d)] =

'.g:':'—.‘:b"
Q -

Tt yley) axay
La disttibuciﬁn»conjunta aéuﬁuiada ée-défipe.gomb::'
: ' L xy vri'v | .v
Fy y(Xs¥) =P L(f“<X<x)f7(*“<ny)Jf£ A x}Y(P'V)dq dv
En consécheﬁcia:lr

: _ 6 .

‘a. Distribuci6bn Marginal : S o l"ﬁ

" La densidad marginal de X se obtiené integrando la den51
dad conjunta sobre todos los valores de Y 0 sea:

£ = fX,Y<x.y> ay

La distribucién marginal acumulada es:

Fy(x) =P (X< x) = _[ £,(u) du
o también
Fe(x) = ;-; y(ury) du dy .= Fx y (X,

b. Distribucifn Condicional
La densidad condicidnal de X dado Y é‘yo se escribe
fx/Y(¥fYO) y es dada por: ' '
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| £, o (x,y)
_ X,Y o
Ex/y®i¥o) = £ )

donde fx Y(x‘,yo)‘es la densidad conjunta evaluéda,para Y =
. ? . - . . ) . ] . . . .
YorY '

fy(y,) es la distribucibén marginal deY’evaluadépa_raY:Yo

La distriﬁpciénlcondicional acumulada de X dado Y=y° es:

j X v
La den51dad condlclonal puede ser generallzada como 31gue
CE (x,y) 2 —
fx/(Y>¥o) o fY( y) dy
Yo

Ejemplo 49, Los caudales mensuales de dos rfos tlenen la
dlstrlbuc16n conjunta sigulente.

< < 4 < - - <L
0,‘.

IR k(180—x-y x  30.; 50 "y 150

o . en cualquier otro caso

Determinar:

1. E1 valor de kX para que la densidad f (x;y) sea

- védlida. oo S _ A

La probabilidad de que 10, < x'<15 y 100< Y <150
La probabilidad de que 20 ;s X €30 R
‘La probabilldad de que X + Y > 120 _

La densidad y distribucién acumulada marglnales de X

(o) NS 2 R S N S S}
.

La den51dad v dlstrlbuc16n acumulada cond1c1onal de
Y dado X = 10. R '
o 7. La probabllldad de que Y sea superlor a 120 dado que
X esté comprendldo entre 20 y 30. ‘



8. La distribucién aéumulatiVa'conjunta de Y y Y.

1. Para que f, ,(x,y) sea”ﬁvz deﬁsidad dé probébilidad se .

' debe tener

8
3
>
o)}
X
Qs

M
I—!

O sea

30 150
S J k (180-x-y) dx dy
0 50

1l :
B

Integrando con respecto a y se obtiene 
30 2 150 _
/ k [l80y xy- f—'] dx = 1
0 50

O sea
: 30 o . ' '
'k / (8000-100 x) dx = 1 . o
0 | , v ) _
Integrando con respecto a X se obtiene:
kK (195000) = 1
.k»= l I
l§5006 
Entonces:
R LR BRI

| - 15¢ 150 | | - |
2. P(10<X<15 /N 100<Y<l50)= /- (180 x—y)dx dy 0, 055 N
: 10 100 19306 '

L R, . . . . i
7 - i .
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30150 g o
P (20¢X<30) = s f I§§555_(180 x-y) dx dy _,o 282
S 20 o

;_P(x + Y'>h120f.

'@~X +Y > 120 es equlvalente ay> 120 = X, O sea |

© 30 150 1
0 120 x

g'P(X%Y>120) P(Y>120-x) T —T§§6664180—x-y)dx ay=

Densidad marginal de x:

150 . 8000 - 100x
—Tos000—

-0

fx(X)': S fx'Y(x’Y)dy=sé W(lBO—x-y)dy-

DiStribuciéh;acumuiada margina; de x:,;

o rY) - —
: ‘Y/x T 0T

 8000x-50x2

R b4 R : -
Fx(x)= / fx{§)dx; = 2 - =

135000

Densidad condicional de x dado x = x_.

X}Y<xo;y> IgTS-Wb-(lso x, y) ,' 180-x_-y
Iggﬁgﬁ(sooo -100x,, ) 3555 IG 0%,

Por ejemplo para xo'% 10'_‘

170 -

C By (100 = o

'La distribuci6n cumulativa condicional de Y dado X es:



.94,

Y m0ey 1 o1 2
v o amy . P(¥>120, 20<X<30)
7. P(Y‘>lv2’0/20§x<3.0)._ = Pl X< 30
S 150 30, i . .
P(Y>120N 20sX¢30) = J J Y {180~x-y)dy dx = 0.031
‘ o 5n on 495000 : . St
: : 120 20 ‘ R _ _ R
agyo 0.031 _ ’
P (Y>l2_0/20<.X<30)— m —!_ 0.109
8. La distribucién acumuiétiva conjunta Fy Y(x,y) estd dada
por: ' ’ -
Xy | |
Fx,Y(x'Y) = _[ L fx,Y(e,v) du dv
Para definir esta integral conviene definir bien mediante
una grifica las regiones en que £y y(X,¥) estd definida. En L.
. - . ’ o ’ .
la figura 31 se han identificado nueve regiones resultantes
del campo de definicibén de fx Y(x,y). -
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SN -
©) y ® @
(0,150) 0<x<30 {30,150)
| o -

@3 G 5
v A\ :
™ ’ > ’
v v
(@] o
[Te N I8 n

(0,50}  0<x<30 |30,50

o] o]0

Figura 31
En la fegién'l fXVY(x,y)-=-o y en conéecuencia
. ’ ) . .
X,¥(x,y)) =0 x <0, y <50

En la régién 2 vaY(x,y) = Oupuesto'que X < o aungue
N X ’ - .
50 - y < 150. ' '

Una situacién similar se presenta en las regiones 3‘ 6y
7. De una manera general la dlstrlbuc16n conjunta acumulada
es 1gual a cero 51empre que X 0 6 y < 50
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En la regidn 5 tenemos:
_ _ x

F LY = 7 I‘g“‘ﬁ (180—u—v) du dv
e " o 50 ,

o 1 .2 2. 1.2,
FX,Y(*:'Y) = m (180xy -7750 X-——z—- X y+25x —29{Y )

0 < xk 3o,<50<;y < 150

En la regﬁ@nfEM s

x 150
o . 180-u-v '
Fx,y®:¥) = /[ Tgsgop I A
8000%-50x%> - |
Fy,y(x/¥) = —55p500 — 0 < *x < 30, y > 130

El mismo resultado ha sido obtenido como distribucién
marginal acumulada de x.

En la regién 8 tenemos:

F (x,y) = J ?0 180-u~v 4y av
X,y *rY sg o 195000

| : ) |
4950y - 210000 - 15y o
195000 x 3 30, 50$y<}50

FX,Y(X'Y)=

Esta expresién es idéntica a la diStribuciGn marginal de
Y.
En la regibén 9 tenemos:

| 30 150
= 180-u-v
Fy,y (%:¥) ,é~ éo T95000 du dv

FX,Y(X'Y) = 1 X » 30, 'y » 150 .

- Combinando estos resultados parciales podemos definir la
distribucién acumulada conjunta de la siguiente manera:
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n

Y =0 . x<06 ys 50

= 1 _
FXIY(X'Y)— m(leoxy -7750x~- 1/2X y+25x l/2xy )
| o 0 < x < 30, 50 <y < 150

, : 2
_  8000x-50x""
Fx,y%:¥) = —155500 —

0 <x<30,y> 150

4950y - 210000 - 15y2

y (Xoy) = = 195000

x %30, 50 <y < 150
Fy y(%,¥) = Lo . x> 30,y > 150

VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

Si'la distribucién condicional de X dado Y es igual a'la
distribucién marginal de X, se dlce que las dos varlables

x y Y son estocﬁstlcamente 1ndepend1entes.'

Si dos variables X y Y son 1ndepend1entes se debe tener,
- segln las varlables son dlscretas o contfnuas: ”

fx(X)

Px(X{' -6 ',fk/y(x,y)'=

| px/foly)
Py glxy) = PY(y) 6  f¥/X<x.y> = fY(y)
Py y(xy) = Pxfx5fPY(Y)-» 6 fx;Y(x'y) = £y x) fg?Y)»
Fy,y(Xs¥) = Fy(x) Fy(y)

Fyy (X:¥) = Fy(x)

FY/x(x.y) = Fyly)
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. En la préctlca el 1ngen1ero asume que ‘dos o mds varia-

bles son 1ndependientes porque plensa que. no'son”relacio-

nadas. Muchos de los problemas que confronta'el 1ngen1er0'-

resultan dema51ado complejos de no adoptarse la asuncién
de la 1ndependenc1a‘entre las Varlables,

'MUESTRA ALEATORIA

L

Consideramos el experlmento que con51ste en lanzar una
vez una moneda y observar si aparece cara o sello Sea el
evento. ' ' ’

Xl [el nﬁmero de caras que aparecen en el primer lan
~ zamiento es x, ]

. Obviamente Xq puede tener el valor 0 6 el valor 1. La-

probabilidad de ocurrencia de cualquieravde estos dos valo
'res es 1/2, La funcién de probabilidad de masa de Xy es:’

v X:L . ;
donde q = 1-p = 1-1/2 = 1/2

- | X 1-x
< _ 1, %11 1 -

P l(xl) = (5) (3) x, = 0,1

Lanzamos la moneda una segunda vez y deflnlmos X
s1gue.

2 como »

X, = [ el ndmero de caras que aparecen en el segundo
lanzamiento es XZ%‘

La vargable xztoma'cpmoivalor Q 6 1. La funci6én de masa
debx2 es:
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_ ;1
PXZ (Xz)'.— ('2—) (5,.)

Los eventos X, y X, son independientes, o sea, el valor

2

Xy, DO estd influido por el valor xq. La distribucién . con
junta.de. las vaxlables-xl y.xzvsevobtiene como:

_ | 1-x

_ - (1 1 1, ~,1

X_z) —Px (Xl)Px _(X2) ('2—) (-2-) (zr) (7)

(x
L, 1 2

X)X,

Se dice que.ﬁna muestra de tamafio 2 sacada de una tal
poblacibn es una muestra aleatoria. En otros términos,
 cuando cada miembro de la poblaci6n tiene la misma distri
bucién y si un miembro es independiente del otro, se dice
due una muestra de tamafio dos es sacada de 1a funcién de
masa px(x), Este concepto puede ser extendido a variables:
contfinuas y también a m8s de dos variables como sigue:

r
A

“Sean n varlables aleatorias xl,x ,...Xn conjuntamente

2
1ndepend1entes, cada una con densidad f(x) Entonces se,

dice que xl,x c.oX ~constituyen una muestra aleatoria de

2
-tamafio n sacada de f(x). Consecuentemente para conseguir
una muestra aleatoria, los miembros de una muestra son to

dos obtenldos bajo las dos condiciones 51gu1entes-

(a) c¢ada miembro de la poblacién tiene el mismo chance

de ser incluido en la muestra.

(b) la presencia de un miembro en la muestra no afecta

el chance de otro miembro de estar en la muestra.

Bajo estas condiciones las variables aleatorias correspon
dientes a cada miembrc de la muestra, tendr&n una distribu
cibén comln y serdn independientes cumpliendo asi con las

condiciones de una muestra aleatoria.
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En el experimento consistiendo en sacar una bola de una
urna conteniendo bolas de diferentes”coloies-con reemplazif

L1

miento de la bola, se cumple con las dos condiciones de una
muestra aleatorla. En caso de que no haya;reemplazamiento, 
s6lo se puede hablar de muestra aleatorla si la poblac16n
es muy grande o sea infinita. : '

s b5 '

Otra-situacién en que el ingeniero obtiene una muestra

- aleatoria, es la en que hace un experimento con repeticio- -
nes. El caso més comGn es el de repetir varlas veces la me'
~dicién de una cantldad desconocida. Las repeticiones- deben'
efectuarse bajo cond1c1ones similares y una medicibn no- de
be 1nflu1r cualquier otra.

/
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DISTRIBUCIONES DERIVADAS

En ingenieria encontramos a menudo variables aleatorias que
son relac1onadas a otras medlante una formulacidbn matemétlca o
loglca. De conocer la distribucién de la o las variables inde
pendientes se puede determinar la distribucién de la variable
dependiente. A contlnuaC16n se presentan algunas técnlcas que

permlten tal determ1nac16n

A. DISTRIBUCION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Sea X la variable aleatoria y Y la variable relacionada'con
X mediante Y==g(X) Se presentarén aquif los métodos més utili
zados para .la determinacibén de fy (y) 6 Fy(y) a partlr de la
distribucibn conocida fy(x) 6 Fx(x) '

1. FUNCIONES UNIVOCAS Y MONOTONICAS

El caso més simple es aquel ‘en que la func16n Y=g (X) es
univoca y mon6tona. En otros términos, existe un s6lo valor
de §'para cada valor de X? vice versa, también Y siémpre au-
menta cuando x aumenta. Bajo estas condiciones existe la fun .
cién inversa k==g"1(y) vy Y és inferior o igual a un valor yg
si vy sélo si X es inferior a élgﬁn valor x,, este valor parti

cular de la funcibn siéndo Yo =9 (xg5) .

: Si_se_tiehe la funcibén de densidad fy (x) se calcula fY(yf

como:
Fy(y) = £y (x). I%-’é = fyld ()] |—9_Y__d .dyf)’

Alternatlvamente, se puede determlnar Fy(y) de la 51gu1ente_

manera

Py =P < y) = Plgm <yl = 2[xsoT ()] = Fylat ()]
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Ejemplo 50 m

Supongamos que la Variable_éleatoria admite la siguiente
densidad: ‘ '

: ) 2
£ (x) = k e A (X  ¢)

Sea la funcidén Y tal que

y = g(x) = eX
Entonces
x = g l(y) = 1n y
dx _d(ny) _1
dy dy Y
B . ’ - '_.‘ 2 .
£ o7 ()] = £lny) =k e A(1ln y=-c)
= |9 -1 _k ~A(lny=c)?
fY(y) = '3? flg=t(y)] = v e
.Ejemplo 51

Sea X una variable aleatoria admitiendovla siguiente den-
sidad:

n
|—I

fx(x) 0 < x<1

= 0 - en cualquier otro caso.
Sea la funcibn Y = 3X + 6

a) Hallar la funcidén de densidad de Y
b)-Hallar la distribucibn acumulada de X

'¢) Utilizando la distribucién acumulada de X derivar la de Y.
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Solucién’

a) Calcﬁlamos.

X =‘g_? (y) = Y_;_é.

ax _ alglp] 1

dy dy 3
- -6
fxla™' ] = £,(X5)
o
Entonces

Wi
»
[AY

_ ff(y) _

g_;{;" fx [9_1 (Y)] =

b) La distribucibn cumulativa de

. %
Fx(x) = P(Xgx) = [
Para x< 0, fx(x) ='0,'pbf lo

Para. 0 <x<1; fy(x) =1y

Fy

Fx
Para x»1, f,(x) =0y
En resumen:
-Fx(x) =0 x<0
Fx(x) = x 0 < x
21

L
-
~

‘ EX(X)' _

=1 0 <'2L§§-< 1
=0 en cualquier otro caso
% 6 < y’< 9

0 | en cualguier otro caso

X se define como

fx(u) du

tanto Fx(x) = 0

<.
(x) = J 1dx = x

0

1 @ -
(x) = [ 1ldx + [  0dx =1
R o 1
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c) La funéién dadé es
Y = 3X + 6

Fyly) = P(Y<;y)_= P(3X + 6 € V) =_p(x’§vX;L_).= F (XTT—)

Para x £ 0 y £ 6 .Y : fY(y) = F, (X;;ﬁ) = 6» 
Para 0<x<1l  6<y<9 | F;{(Y) = FX_(Y'SG)-.:Y;G
Para  x > 1 y > 9 ‘FY(Y) = FX(Y%%Q)-= 1
En resumen
Foly) = 0 | v <6
fY(y) = X%%é . 6 <y <9
Foly) = .1 ‘ y 29

2. TRANSFORMACION GENERAL

En muchos casos, las funciones de variables aleatorias no
son monotdnicas ni univocas. En tales casos, se puede deter-
minar la distribucién acumulada de la funcidn como se explica
a continuacién.

Sea la funcidn

Y = g(x)

Por definicidén

Fyly) = P(Y < y)

Pero se tiene
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CP(¥<y) = P[§.;oma-losxvalores X para los cuales
| g(x) € v]

[ £, (x)dx
x X/
Ry |

. donde Ry es aquellatregién donde g (x) es inferior o igual a Y-

| En la Figura 32 se han graficado la funcién y =g(x), la den
sidad fx (x) y la distribucién acumulada Fy(x). En la gréfica

éuperior se ha identifiéado 1é_régi6n Ry donde g(k).syg, o sea
los intervalos '

X, £ X §x

De modo que

P(Y € ¥,)

P(X ¢ x, Ux, € X g X3)

P(X g x,) + P(x, € Xgx)

P(Y < yg)
En la gréfica (b) de la densidad de X se han identificado
las 4reas cuya suma es igual P(Y £ ¥Yo)r O sea -

P(Y g YQ_) = P(X xl‘) .+ P(x2 £ X g xa) '
X - X3 '
= S fx(x)dx + S £y (x)dx.

c2

_ En la grédfica (c) de la Figura 32, se ha preSentado un,prg'
ced;miento'alternativo para calcular P(Y:syo). Se basa en el
uso.de la distribucién acumulada'Fx(x), o sea o
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y= _g(xf P(Y<yo)'= P(X tal'quékg(x)syo)
P(Y<yo')'_-=P (szlU X2 \<X\<X3)A'
(a)
Yom— - —f— — — | —
IRV
Y\<Yo L I — >
Tl T2 | "
£ A ! O
I I I
| e :
| l
| (b) |
! |
|
I
|
F. (x)
X P (Ysyg)= Fy (%1) 4Fy () ~Fy (x;)
1 ——JI—-—_—.V—l—————l— —————
. . I
Folx V-t — — 4 _
X 3 | I |
| | |
|
| b (c) |
| | |
oo ¥ % x

Figura 32. Distribucidn derivada, caso general
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P(Ysy,) =P(Xsx,) +P(x, < X § x,)

Fy(x,) + Fxﬁle"'Fx<x2>

gjemplb 52
Los caudales méx1mos anuales Q del rio Paguey en El Paso
se . ajustan ‘a la siguiente distribucién acumulada:

—o~0.003049 (g - 950.528)
FQ(q) = e i

En la Figura 33 se presenta el costo total C de reservori¢s
y mejoramiento de cauce para control de avenidas como funcién:
de los caudales m&ximos del rio Paguey en El Paso.

c M

o 12

g - .

o 10

2 ‘

9 8

=

-

g 6

o

o

—~ 4
B ]

g ,

s 2

(o]

4(;; - ] ¢ 1 i
9 0 . 500 - 1000 1500 2000 q

Figura 33, Funcién de>costb.total de control de avenidas.

Debajo de la gréfica de la funcidn de costo dibujamos la
distribucidn cumulatlva de los caudales méx1mos anuales del

rio Paguey (Figura 34)
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. i | L L " >
o . 500 1000 1500 2000 g

Figura 340 Distribucién acumulada de los caudales méx1mos
‘ anuales del rio Paguey en El Paso.

v En la Figura 33, el punto A corresponde al costo minlmo, o
sea, c = 2 x 10® Bs. En consecuencia:
5,

Fc(c) =i0 ’ c g 2 xlloé_Bs

vEn:las Figuras 33 y 34 se puede apreciar que a cg4x10°®
Bs corresponde el intervalo 700s(q< 1150, o sea o

Fo(4x10°) = P(700 < q<1150) = F, (1150) = Fy (700)
= 0.57 - 0.11 = 0.46
Fo(c) = 0.46, c =4 x 10%® Bs.

De una manera similar calculamos

Fo(6x10°%) = P(630 < g 1400) = FX(1400)-FX(630)"

0.77 - 0.07 = 0.70

Fole) = 0.70, c =6 x 10°
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Fo(8x10°%) = P(580<qg 1650)
= Fx(16500)-eFx(580) = 0.88-0.05 = 0.83
Fc(c) = 0.83, c ;'8 x‘l06 Bs

Slgulendo este procedimiento podemos calcular F (c) para
_cualquler valor de C En otros términos podemos desarrollar
la d1str1buc1on de C a partlr de la de Q.

_Ejemplo 53

Una varlable aleatorla discreta X admite la 51gu1ente fun-

c16n de masa.

Py (x) = ‘para x =

cooocoo
) ] L] ] L] L]
PR OWN R
Ve W RO,

Derivar la distribucién de la funcién
Y = (X - 3)?

La probabllldad de que Y toma un valor y es igual a la su-
ma de las probabilidades de aquellos valores de X para los

cuales Y=y. Por ejemplo, Y=1 para X=2 y X=4, en con.
secuenc¢ia: '

Py(l) = py(2) + py(4) = 0.3 + 0.1 = 0.4

pY(O) = PX(3) = 0.2

pY(4) = pX(1)~+ px(S) = 0.2 + 0.1 =20.3

Py (9) = py(0) = 0.1
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En resumen:

Py (¥) = para y=.

OO OO
W N
WO

B. DISTRIBUCION DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES"ALEATORIAS

Existen en la ingenieria casos en que una-variab1e és una
funcién de dos o mls variables aleatorias. Por ejemplo, una
avenida es funcién de la duracién y de la limina de precipi-
taciénzcaida‘durante una tormenta. La velocidad del flujo
en una seccidén del cauce de un rio es funcién del caudal‘y‘
del 4rea de la seccidn. o | o

El problema se presenta entonces de la siguiente manéra:
Sean X y Y dos variables cuya distribucidbn conjunta'f%}Y(x;y)
6 FX,Y(X’Y) estd dada. Se quiere determinar la distribucién-
de la variable E’que es una funcién de X y ¥, o sea,‘Z=z(x,y).'

1. DISTRIBUCION DERIVADA POR ENUMERACIQN

- En caso de que las variables aleatorias XyyY seanvdiécre%’
tas, la densidad pz(z) 0 la distribucidn acumulada Fz(z)"
de la variable Z puede ser desarrollada por enumeracién. La
probabilidad de que Z sea igual a un valor particularvg_es la -
suma de las probabilidades de los pares de valores Xy X ta1és
que z(x,y) = z. De esta manera se determina’ fz(z)‘pa:a:cada
valor posible de z a partir de fX,Y(x'y)f '

Alternativamente, se puede determinar la probabilidad de-l 
que Z sea inferior o igual a z, o sea, Fz(z) es iguaiﬂas;a'v
suma de las probabilidades de todos los pares (x,y) para los
cuales z(x,y) < z. | | -
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Ejemplo 54

La distribudién'conjunta 'px Y(x,y) de los caudales medios
Px, 1

anuales X y Y de dos rios se presenta en la Tabla 12.

a)”

b)

Derivar 1la funciéh’de masa 'pz(z) a bartir de.pX'Y(x,y)
. 14

siZ es la funcién 2 =”Mafo,Y}.

Derivar la dlstrlbuc16n acumulada Fs(s)% a partir de

Px Y(x,y) 51 S es la suma S =X+ Y.

TABLA 12, Dlstrlbuc16n blvarlada de los caudales,medlos men-

“suales Xy Y supuestos dlscretos.

' X
5 20 50
10 | 0.1'8_2. | 0.5 | 0.02
> 25 0.15 | 0.22° | 0.05
10 o."o'; | 0.05 0.15

Solucidn

a)

b)

Se derlvaré la funcién de masa pz(z) enumerando para cada

valor z de Z los pares (x,y) que corresponden azZ=z. Lue
go se obtendr& la probabllidad de que 2 =12z sumando las pro
babllldades de los pares: correspondlentes (x,vy). El proce
dlmiento se 1lustra en la Tabla 13 y en la Tabla 14,

En la Tabla 13 se puede idgntificar todos los pares (x,y)
tales que'S es inferior o?igual a s. La suma de las probg
bllldades de tales pares e$ igual a P(X € s). En la Tabla
15 se 11ustra el procedlmlento.



TABLA]13.' Enumerac16n de - (x,y) y de los valores corres-
' ; pondlentes de z y S.w : :

S (xey)

Py,y (X:¥) | z=max[x,y] | s=xty

(5,100

. { 5,25)
('5,40)
(20,10)
o3

. (20,40)
(50,10)
(50,25)
(50,40) -

08 | 10 | 15

0.15 | 25 ¢ | 30

P R R
0.15- | 20 | 30

0.22 | . 25 .| 45

Co.0s | 40 | eo
©0.02 - | .50 - | 60

[ 005 | s0 | 75
| 0.5 | .50 | .90

TABIA 14. Cilculo de p,(z).

' E)Z(z.) = P(‘Zv= z)

101' 
20
25::fpx Y(5 25) + p‘ (20 25)
: X, Y

4o

50

1px Y

IpX Y(

(5, 10) : o;is ?

20, 10) = 0.15

_px Y(5 uo) + pX Y(20 40)

..pX’Y(SO:,‘lo)cf PX}Y-(SO’QS) + pX’Y('SO_V,L}O‘) =0,02 +,0'05 + 0.15

0.15 + Q.22

0.03 + 0.05

 ,0{18"

0.15

0.37
0,08

0,22

. c.f o
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TABLA 15. Cé&lculo de’Fs(s).

P(S¢s) = P(X,Y tales que S<s) - FS(S)_:P(SS s)

15

30

45

60

75

90

pX,Y(S,lo) = 0.18

pX’Y(S,io) + pX’Y(5,25) + pX’Y(20,10) =

0.18 + 0.15 + 0.15

pX,Y(S’io) +'pX,Y(5,25) + PX,Y(57”°) + pX,Y(20,10)

t Py ¢(20,25) = 0.18 + 0.15 +0.03 + 0.15 + 0,22

px,Y(S,lo) + pX,Y(S,QS) + PX,Y(S’“O) + pX’Y(QO,IO)
+ pX,Y(20,25) + pX’Y(QO,MO) + pX’Y(SO,io) =

0.18 + 0.15 + 0.03 + 0.15 + 0.22 + 0.05 + 0.02

PX,Y(S’io) + PX,Y(S’QS) + pX’Y(s,uo) + Px,Y(2O’10)
+ pX,Y(20,25) + pX’Y(QO,HO) + pX,Y(SO,lo) + pX,Y(SO,QS)

0.18 + 0.15 + 0.03 + 0.15 + 0.22 + 0.05 + 0.02 + 0.05

PX,Y(S’io) + pX,Y(S,QS) + pX,Y(S,HO) + pX’Y(QO,io)
+ pX’Y(20,25) + pX’Y(QO,HO) + pX’Y(50,10) + pX’Y(SO,QS)
* Py Y(so,uo) = 0.18 + 0.15 + 0.03 + 0.15 + 0.22

2

+ 0.05 + 0.02 + 0.05 + 0.15

0.18

0.48

0.73

0.80

0.85

1.00
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2. METODO DIRECTO

.El concepto de la enumeracibn puede extenderse a funciones
de dos variables contfnuas. Puesto que Z es una funcién de X
-y Y, debemos obtener Fz(zo),'al calcular la probabilidad de

que X y Y estén en la regién donde z(x,y)s:zb.

Ejemplo 55

-_- Sean dos variables aleatorias X y Y cuya distribucién con-

junta es
| Sp(20-x-y) . 0<x<12  4<y<8
fx,xXiy) = | | |
0 . en cualquier otro caso

Hallar la distribucién de % donde 7 = max[X,Y]

Soluciénlﬁ
a) PUésto'que Z = maX[X,Y], las variables X y Y deben ser in-

ferior o igual a Z.

F,(z) .=“PIV(Z £ 2) =P[max[x,Y] < z] =P(X§ znYgz) =FX'Y(z,z).

Para determinar Fz(z) basta con reemplazar ambas variables

X y,z‘por z en laidistribuciéh acumulada FX,Y(X’Y)'

3. DISTRIBUCfON DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS

Supongamos que se tiene fx Y(x,y),'lavdistribucién bivaria
. : ’ o A

da de X vy Y. Sea la suma

S = X+ Y
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Se puede demostrar que

-]

S fy y(s-y,y)dy

fgls) = J

- En caso de que X'y Y fuesen independientes, se tendria:

fs(s) = _J fy(s-y) £, ay

- 00
De una manera similar
0

I £g(x) £y(s-x) dx

- 00

'fS(S) =

| Ejemplo 56

Se da la distribucién bivariada

_ 'ﬁ(zo‘x.f.y) . 0<x<12  4<y<18
: Q ' _ encualquierotroCaso

Hallar la densidad de S donde S = X+ Y

' = 2 _ o2 1 o
‘fS(S) = fo fX,Y(X’s x)dx = fo m(zo .x s+x-) dx

1 : _ 12 _ _l_ -
fq(s) = 337 [20x ,sx]o = 55(20 - s)
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MOMENTOS Y ESPERANZA MATEMATICA

A. CASO BE UNA VARIABLE ALEATORIA.

- Sea una variable aleatorla X con ‘una dlstrlbuc16n de tlpo

. arbltrarlo. Se llama esperanza matemétlca al valor medlo, o}

"s1mplemente media, de X, o sea,’

.
It

- E(Y)

todos X3 1

‘m,, = E[X]— ' x..px(xi) .'cuéndq la variable X es discreta

X  E[X]= | fmx.fx(X)dX-_ _cuando X es una variable contfnua
- o e TS _ :

Para una muestra de tamafio ny la media muéstral es: .

- 1 n
X = = I X,

n i=1 1
- § . v )

1. ESPERANZA DE UNA FUNCIQN DE UNA VARIABLE ALEATORIA
Sea Y = g(x)
5 ) - '
E(Y) = [ y.fY(y) dy
. . ) -00 | .

donde fY(y) es lé distribucién derivada de X’a partir de fx(x).

_Pero es mis sencillo calcular la esperanza de Y como:

_ w0 » _
E(Y) Elg(x)] = /. g(x) fy(x) dx ~ siYesunavariable continua

todosx

E [g (x)] = & g(x ) px(x ) si Y es unavariable discreta
i S ' o :
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2. MOMENTOS

Deflnlmos como momento de’ orden n de la varlable aleatorla

"X la esperanza de la funcién X o sea,

-4}

mxhﬂ - E(Xn) = Xn'fx(X)dx fﬁ55513' ‘ para X continua
Yy

mxhﬂ =B = 3 x?‘px(x.) a | para X discreta
Rl . todos x; 1 a1 : ‘ oo -

Para n = 1}'el momento de orden 1 es la media E(X).

3. MOMENTOS CENTRADOS

El momento centradd de la variable aleatoria 5) 0. momento

de X con respecto a su media, es, por definicién:

@Xﬂﬂv? E[(X-—mx)n] - f (x mx)n fx(x)dx‘ s;gges continua

-0

c“x(n_) E[ (X ~my) "] Lo (x;-m)" py (in5 ~siXes discreta
: v o todos'xy. :

El'moménto centrado de ordén 1 es cero.

a) Varianza , .
Es una medida de dlsper516n 1gual al segundo momento cen-

trado

Q»Z

Z=var[x] = E[x-m)?] = T (x; - ) Py (x;)

tgdosxi

si X es discreta;
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0 .

i (x —'I‘nx)'z | fx (vX)‘ .dx-..j

(o= var[x] = [-m)?] <

'si X es contfnua.

b) Desviacién Tipica .
9% T. %%
'c).Coefigienté de variaci6n

Vx' =L}g§
o .Qx

d) Coeficieﬁpe de asimetria .

oo

o

1Figura 35._Efe?td:de'yj sobﬁeilaffﬁnciéh‘de densidad;fk(g)

g)quefiéientefde-curtosis-(éélanamiénto)f
o ) o

Tog
f)fCoeficieﬁteﬁdéjexceso

5 E' = v, - 3 donde»3-eSvYé‘dejlavdiStribucién normal.
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Ep(x) g

strtica - Mesoct Platocfirtica =
Y. estrecha) (como 1la o AR

_Flg. -36. Efecto de - E s
PROPIEDADES DE LA ESPERA__ A

E[c]

E (c':X"_)v ="cfE (X) 2

ncién de densidad £, (x)

E(a +bX) - a + bE(X) ;ff:;i-
.,Eb M)+g mﬂ ?E'“@ﬂ:fEb?mﬂ
E[x + Y] E(X) + E(Y)

5. PROPIEDADES DE LA VARIANZA RETRNE

' Pof def1n1c16n'

2
X

*.Va?KX)  E(XZ-ijxlkmx ) 'E(X?) HZmXE(X)ebm

E[O<~m3)ﬂ

o
n

E(x?) - _me--fmx-'=-, = BT -my

il
o

Vat(é)\v
var (cX) = c2Var (X)

Var (a+bX) = b2vVar (X)




",.12‘0 v

'Q'Ejemplo-57

Sea la funcibn Y = bX + cX?
Calcular E(Y) = my

m, = E(Y);% E (bX ejcxz) ; bE(x) - CE(X?) = bmy - CE(X?)

j.{ ; _é L 2 : '21 - 2 2
og’ = EXH -mf 6 E(X') = o+ my
m, ;’bm - C(d mX )

6. ESPERANZA CONDICIONAL

'LIamémos esperania condicional al valor'medio de la'varia—_
ble X calculado a. partlr de su den31dad<kaprobab111dad condl-v

'.c1onal, 0 sea,

“VE(x/x:>x6) = 1 oRE
L Xg

X/X>x (x) dx

v Var(X/X;;xo) = _fw[X *_E(X/Xo)lzf

(x) dx-
Xg .X/X > Xq

En general

(x)dx

Celseaml = o g fX/A

Elg(x) /X = %5] = g (xo)

o«
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:7, COSTOS Y BENEFICIOS ESPERADOS'

" Sean C y B el costo y benef1c1o correspondlentes a una ca-

pacidad X. En general

C = C(X) I .
y - E@ =Eelcx] = fc £ (6 ax
E(®) = E(B®] = B £ (x) ax

-0

Ejemplo 58 - Capacidad de una Bomba

La demanda X durante la hora de verano de mixima demanda en
una estac1on de bombeo de agua tiene una distribucién triangu-
lar dada por- '

Mooye x-50 50 < x € 150 cfs

S _ 2 _ 1 _ _ :
: fx (x) = —100 mz (x - 50) 150 <€ X € 250 cfs

i

1o R " en cualquier otro caso

- La bomba existente es adecuada para una deménda de 0 a 150
cfs. Se debe instalar una bomba adicional que funcionari sélo

L]

si la demanda sobrepasa la capacidad de la bomba existente.

1. Desarrollar la distribucién de la variable aleatoria Y, la
demanda sobre la nueva bomba. ‘

2. Determlnar la capac1dad de la bomba ad101onal si se adopta

cel 51gu1ente criterio de dlseno.

a) la capacidad de 1la bomba ‘adicional debe 1gualar el valor es
perado de la demanda sobre la bomba.

'b) la capacidad de 1la bomba adicional debe igualar el'valor es



.122.

perado ‘de’ la demanda sobre la bomba, dado que esta demanda

seré& superlor a cero.

c) la capac1dad de la bomba debe ser tal que el costo total
esperado sea minimo.  Los costos 1ncluyen (a) el costo de
la bomba y de su 1nstalac16n, que se supone igual'a'
100-+102, ‘donde z es la capacidad de la bomba; y (b) un
costo asociado con la falta de suplir 1la demanda méx1ma,
y dado como 10+ (Y-z)2. EL costo total C es entonces
igual a:

V7
N

100 + 10z : Y
100 + 10z + 10 + (Y -2z)2 = Y >z

En esta expresibén, (Y-2z) es la cantidad'pér la cual 1la
- bomba de capacidad 2z falla en suplir la demanda Y.

Soluc16n»

1. Puesto que la bomba existente tiene una capac1dad méx1ma de
.150 cfs., la demanda Y sobre la bomba adicional es igual a ce=
ro hasta que la demanda alcanza 150 cfs. Como el valor m&x imo
de la demanda X es 250 cfs., Y se obtiene como - | |

B X g 150
Y=g1'(x) = o

X > 150
Esta funcién se graficd en la Figura 37(b).
Podemos desarrollar la dlstrlbuc16n de Y cons1derando las. -
figuras 37(a) y 37(b) ' '
150

P(Yv = 0) = P(X £ 150) .=, i) ﬁvlo—)—g:(x -50) = l'/2 = p,?(y) ,
. , 50 AXE BN v
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£, (x) A
- - (a)
1
100 [
0 . 50 100 150 200 250 X
Lo : |
y =4 g(x) l N
: (b)
100 | i |
1
50 |- 1}
| R
¥ ’ . . . N 5 : : >
0 . 50 100 150 200 250 X

Flgura 37. (a) Curva de la densidad de la demanda Xy (b) fun—
: cidn Y—g(x) graflcada. _
Para 150 < X < 250 la func16n Y=X- 150 es univoca y mono-

t6n1camente creciente, y la dens1dad de Y se puede obtener me-
dlante

Id[g:l(Y)]l

=g g+ [ o

x =g (y) =y + 150

dafevt ] 4
dy T dy

(y-+ 150) = 1

| - | |
£, [g 1(y)] = 100 _ (100)2-(y+-150- 50)

_ 2 1

* 100 ~ (100)° (Y.+ 100)
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oy = L - _ 1 |
By =100 ~ ooz Y 0 <y <100
De modo que Y es una‘variable mixta, discretaxy-ébntinua,

cuya funcién de distribucién es:

7

1/2 ~ y =0

Py (y)

_ 1 1 Y - 0 <y g 100
- 5O = 150 T 110072 » |

Figura 38. Distribucidn
mixta de Y, la demanda

sobre la bomba adiciona

2. Valor esperado de la demanda
E(Y) = -pY(Y) + .of Y(I-o—d' - Wy) dy.— 16.7 QfS__
b. Valor esperado dado'Y 2> 0

oo

E[y/Y > 0]

= ¥ fy,y0y) dy
£,(v)  Ey(y)
_fY/Y>O (y) = P(Y> 0)‘. = 1/2 = ZfY‘(Y)

s Y 1 o '
efv/v> 0] f2y(155 - 1rboy) dy = 33.3 ofs

3. Cuando z =0 el Ginico costo és el asociado con la falla de

suplir la demanda. El valor esperado de C para 0< z < 100 es

L
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S(C) = Vo ? 11
;j.,(C)~ (120 + lOZ)pY(O) + ,g (100 +10z) (.100 110072 y) dy
+f1°°[100+iOz+10+(y-z)2](l ~ 1 y) dy
d , 100 ~ (1002 ¥/ ¢
= 1/2(100-+1o ) + (100 +102) (+2= - 1 ) d
- - z A Z2) 190 ~ (Toop Y! &
100 . 1 1
+ I 10155 - Tro0E V) U
100 - 1 1
/7y =2 (155 - TToo ) dY
d | i
¢ = 1/2(100 +102) + (100 +10 ; P - 2 vy ay
A S B £ R ¢ L LR et
100, 1 -1
+ 10 /" (155 ~ Tro0)TY) &Y
a2 1 1
f(y z) ('100 (100)2 Y) dy
, . : o . .
= 1/2(100 +10z) + 1/2(100 +10z). + 105%280)5)’
+ == (100 - 2)? - L (1003 - z%) + _z 1(1002-4z2)
* 300 )" = 370072 3 {100y ‘100
0 < z g 100
Para 2z = O rE(C)_=V3305
Para z = 100 E(C) = 1100

z23
(100)2

Intermedio: dE(C) _ 145 _10(100-20) _ —-l——(100 -z )%+

. \
V4
T+ 1/2 - 3/2 (108 =0
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zZ. . = 67.5~cfs

O

Costo esperado“totﬁl

_ \
c(z)
3000 |
2000
1000 '==fv-
0 ' 67.50 - 7

Figura 39. Gréfica del costo esperado  totai: como
: : fung%én de la capacidad de la bomba.

B. ESPERANZA MATEMATICA DE VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAMENTE
 DISTRIBUIDAS - : : .

La nocién de esperanza se extiende a variables conjuntamen.
.te distribuidas. - ‘

:1. ESPERANZA DE UNA FUNCION

Sean X y ¥ con distribucién £y Y(x,y) si son continuas y
. . ’ . .
Py Y(x,y) si son discretas. Sea Z = g(X,Y).
At _ o

(@) = E[gx,n] = 1 glxy) £y, (x,y) dxdy '

E(2) = E[g(X,¥)] = I I  glxi.y;) Py y(X;s¥y)
- . todos xi todos yi o 3 r

¢/
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2. MOMENTOS

Si dejamos g(X,Y) = x1y"

:.E(XlYn) = [ [ len fX Y(x,y) dx dy .
' -0 =00 ’ i

es llamado el momento de orden 1 +n de las variables aleato-
rias X y Y. |

I
=3

Para 1 =1y n=0 E(x'Y?) = E(x)

it

n
o
It
=i

" Para 1 y n=1 E(x%¢!) E(Y)

- 3. MOMENTOS CENTRADOS

Si ahora definimos: g(X,Y) = X - mX)l (Y - my)n

. 1 S ':n PRal e 1 n
Elsx,0] = E[K-mp)" (v-m ] = 7 L eme(y -m
fx’Y(x,y) dx dy

e»s el momento centrado de orden 1 +n de las variables aleato-

rias X y Y.

Para 1=2 y n=0 o = E[g(x,v)] = E[(x -.mx)_zl
| =Var(x) = S (x - my)?

coax[/ o f£x,y)ay]
Para 1=10 'y n=23 = o2= Elgx,v)] =E[(¥ - my);_”z]

[}

Var (Y)
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- 4. COVARIANZA
Cuando 1=1 n =1 se obtiene el momentb de orden 2
llamado covarianza de X y Y, Cov(X,Y) 6 Oy v
, : _ _ hae , ,

°x,Y

-0 -®

fxly(x',y),dx dy =

5. COEFICIENTE DE CORRELACION -

Se obtiene al normalizar”la'cqvarianza, dividié&ndola por
el producto de las desviaciones tipicas.

£ _ Cov(X,Y).
X, ¥ 9y 0y

Es obvio que -1< pX'IY <1

Ejemplo 59

La-distribhcién'bivariadaVde Xy Yes

7‘}-(-)-f(s..,5-:;-y)_, - 0<x<10 1<y<5
fXIY(x’Y) = B - | . . | ’
- 0 o - en cualquier otro caso

Hallar el coeficiente de correlacién de Xy Y.
Solucibn v
Por definicibn

b - Cov (X,Y)
xl Y ‘dx 'C'Y
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o = B[(X —“mx.) 2] -

omy =E(X =EXY)= S [x £y y(x,y) dx dy

. == Q0O - Q0

= 5 fw0_ 1 .
{ .g 580, (15 ,\x y) dx dy
m =—1-—ﬁ (48 - 4x) ax =—1—[24x102——1o’]'
X 2 0 - 280
‘my = 31809524
R _ .5 10 1 e
m, = E(Y) —Jl' f.y-z-%(ls X-y) dxdy

m, = 2.809524

02 = E[(x ) ]—{ (x - 3.81)%dx [{ 785 (15 -x - y) dy]
2 = - -—

c ‘ f (y 2. 81) dy [fo ?3_ (15 - x - Y) dx]

SRS LR S o S
Cov (X, Y) _z{q f(x 3.81) (y - 2.81) 55 (15 - x y)<p<dy

___  Cov (X,Y)

Py - ‘
X__, Y .crx UY'_

5. MOMENTOS DE FUNCIONES LINEALES

SEo¥m el Ry e B TR e

la esperanza de Y es:

L _n ~'n o
E(g) = E _[151 a; X;] = i§1 aiE(‘X.i)



130,

Este resultado es v&lldc que los X, sean indeég@dientes 0.-no,
' La varianza de Y es: oo : :

n n

Var (Y) = Var[):'a ] = E aZVar(X )+2 L I aja, Cov(x x5
: i=1 i=1 i=1 j= =i+l
si las variables X; na son indepehdientest Cov(x,Y) = 0.

Eﬂ‘caso de independencia de los Xs4 1la férmula se reduce a:.

n M3

. o )
Var(Y? a;f Var(xi)

i

" En el caso de n = 2, 8e tiene Z = AX + bY¥, y.

Var (z) = Var (zX +bY) = a2Var (X) +b?Var (¥) + 2ab Cov (X,Y)

2 2.2 ' ;
+ b Oy +_ 2ab ‘px,de'_GY

Vér(Z) oy

8i 7 = ¢cX - dY

— 2 2 2.2 _ _
Var (2) = c®gy + d%o, - 2cd Py, v 9% cY.

Para 2 =}X + Y tenemos m_ =m

2 x_+m

Y

VarSZ)» = E[(z2 -my)?] "E[(x+y'—m* - my) 2] =E{[(X'm}£’ + (¥-my))*}

.l

E[(x = nix)2 + (Y - mY)2+ 2(X -my) v(¥ - mY)]

E(X -my)? + E(Y —_mY)z_f 2E ["(x——,m,;) (Y-my)]

Var(X) + Var(Y) + 2 CoviX,Y)


varianza.de

)
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5. MATRIZ DE COVARIANZA

Sean x ’ Xz’ . . .'} X' las variables aleatorias conjunta—

mente dlStrlbUldaS. La matrlz de covarianza es 1a matrlz de

todos los momentos de segundo orden._

Caso de dos varlables X y Xz:'

Los momentos de segundo orden se obtlenen cuando en la férmu-

la g(x ,x ) = Xl Xn se hace 1+n = 2.

Se Qﬁgée’demostrar que Ogxy = Oyx Puesto que
'  0xY = E[(x - my) (Y - my)]

_ GYX = E[(Y - mY) (X - mx)]

X Y X1 X, 1
2 '
X ox GXY X1 %2
i .2 ‘ : 2.
Y % 9% X2 | % °z
Matriz de covarianza : : Matriz de covarlanza

de Xy Y . : de X3 y Xz
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