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El Centro Interamericano de Desarrollo Integral de Aguas y 
Tierras (CIDIAT) fue establecido en el afio 1964 mediante. 
un acucrdo entre el Gobierno de Venezuela, la Universidad de 
Los Andes y la Organizacion de Estados Americanos (OEA).

£

Despues .de 10 afios de operacibn y cumplido cl proceso de 
transferencia, el CIDIAT pas6 a ser un Centro Venezolano 
dirigido y administrado eonjuntamente por el Gobierno de 
Venezuela y la Universidad de Los Andes.

Ademte, para sustentar las aetividades del CIDIAT en palses 
miembros de la OEA, se firmb un nuevo aeuerdo que rige el 
denominado “Programa Interamericano" el cual se realiza 
eonjuntamente por el CIDIAT eomo Institucibn Venezolana 
y la Secretaria General de la OEA.
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I. INTRODUCCION

de

ha

II. ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS i

A. EXPERIMENTOS

*

La observaciSn de la demanda de agua de un cultivo du-Ejemplo 1.

cer 
ocurrencia.V

ria»
probabilidad al proceso

La teoria de la probabilidad trata de variables y eventos rela- 
cionados con un fenomeno aleatorio o con algGn experimento. El ter 
mino experimento se utilize aqui en su sentido mas general, pudien- 
do involucrar un ensayo mieceptisble- de ser repM'idOjla observacion 
de un fenSmeno dinamico que no puede ser duplicado o una operacion 
mental con el proposito de descubrir el estado de algtin fendmeno 
desconocido o con el de probar un principio o una hipotesis. A con 
tinuacidn presentaremos algunos ejemplos de experimentos o fendme - 
nos aleatorios.

En lo que sigue presentaremos ciertos conceptos de la teoria de pro­
babilidad que ilustraremos mediante ejemplos sacados de la ingenie - 

Se ilustrard tambien aunque sumariamente la aplicacidn de la 
de toma de decision en ingenieria.

Enel proceso de tomar decisiones concernientes a los problemas de 
disefio, operacion y manejo que confronta, el ingeniero elabora mode- 
los que le permite analizar los sistemas bajo consideracidn. Debido 
a su gran atraccidn el enfoque puramente deterministico se utiliza 
en la elaboracidn de tales modelos. Sin embargo la gran mayoria 
las decisiones se basan en estados futures de la naturaleza cuyo co 
nocimiento nunca se tiene a ciencia cierta. A lo mejor se puede 

un prondstico de estos estados asociados con su verosimilitud de 
En otros tdrminos la estimacidn de los estados futures 

estS incierta y el metodo Idgico de tomar en ‘ cuenta esta incertidum- 
bre es el enfoque probabilistico.
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rante el mes en una region dada. Una de las variables aleatorias re 
lacionadas con este fenomeno es el deficit agricola o la cantidad 
de agua necesaria para que la evapotranspiracion de la planta sea 
igual a su evapotranspiracion potencial» Los valores posibles de es 
ta variable pueden ser los resultados posibles del experimento.

Ejemplo 5. Supongamos que un ingeniero de fundaciones debe decidir 
de la longitud de las estacas que deben penetrar hasta el subsuelo 
rocoso. No existe registro de perforacion en la zona. El ingeniero 
puede basarse en la geologia de la zona, posibles cortes naturales y 
su experiencia para estimar a que profundidad esta la roca consolida 
da« .

Ejemplo 2. La observacion de las crecidas ocurridas en un punto da 
do de un rio« Los resultados posibles de este experimento pueden 
ser la escorrentia instantanea maximas anuales observadas.

Ejemplo 4. Un ingeniero quiere determinar el numero de automoviles 
dirigiendose hacia el sur, que llegan a un paro completo a las 12 m., 
debido a un semaforo ubicado en una esquina. Para esto se traslada 
a mediodia, cada dia, a la mencionada esquina y registra el numero 
de vehiculos parados antes de que la luz se vuelva verde. Si cada 
vehiculo tiene una longitud de 5 m y la cuadra tiene 25 m de largo, 
el numero maximo posible de vehiculos en la cola es 5. Una variable 
asociado a este experimento puede ser el nGmero total de vehiculos 
paradoso En este caso los resultados posibles del experimento 
los numeros 0, 1,..., 5.

Ejemplo 3. La observacion del numero de tormentas durante un inter- 
valo dado de tiempo caidas sobre una region, constituye un experimen 
to aleatorioo Si definimos una tormenta como un evento de precipita- 
cion con una duracion de 24 horas y si el intervalo del tiempo consi 
derado es de 5 dias, los resultados posibles del experimento son 0, 
1, 2, 3, 4, 5.
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B. ESPACIO MUESTRAL

«»

}

laUna representacion grafica del espacio .muestral S se presenta en 
figura 1.

’ E5

dos del experimento son

Ejemplo 6. Supongamos que en el ejemplo 3, el ingeniero esta intere- 
sado tanto en las tormentas como en las avenidas encima de un caudal 

3dado, por ejemplo,1000 m /s» Si el interes. esta en avenidas de 24 bo­
ras de duracion y durante intervales de tiempo de 5 dias los resulta- 

los pares de numeros de tormentas y avenidas.

Un valor particular de la variable, o sea, un elemento del espacio 
muestral se llama punto muestral o muestra. De manera que el espacio 
muestral esta constituido por todos los puntos muestrales. -

E2’ E3S = { Eq, E19

Ejemplo 7. En el ejemplo 3, la variable asociada con el experimento 
es el numero de tormentas.Cdmo el numero maximo de tormentas en 5 
dias es 5, exis"ten 6 posibles valores de la variable o puntos mues - 
trales. Designamos estos puntos muestrales por E , E , E , E„, E , E , U x o -Hi 0
cada uno asociado con un nflmero particular de tormentas. E^ significa 
que se observa 0 tormenta, E^ significa que se observa 1 tormenta,etc. 
El espacio muestral S constituido por las 6 posibles observaciones 
puede_ ser representado como

Consideramos como resultado de un experimento o fenomeno la obser- 
vacion.o valor de una variable asociada con el experimento. La colec- 
cion de todos los resultados posibles de un experimento se llama un 
espacio muestral. En otros terminos, el conjunto de posibles observa­
ciones o valores de la variable aleatoria del fenomeno constituye el 
espacio muestral.
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Ejemplo 8. En el ejemplo 6 se observan simultaneamente dos ndmeros: 
el numero de tormentas y el ndmero de avenidas. La variable asociada 
con el experimento es constituida por este par de numeros. Los valores 
posibles de la variable o puntuales muestrales pueden ser representa - 
dos por E , E , E , E , cada uno asociado con un numeroU j v U JL U A. 0 j 5
de tormentas y un numero de avenidas. En n significa que se observa 
tormenta y 0 avenida, E 
avenida. etc

Figura 2. Representacion grafica 
de un espacio muestral para nume_ 
ros de tormentas y avenidas. El 
punto muestral E,. . es asociado 
con el par ordenadS (i,j) en 
que i es el numero de tormentas 
y 1 el numero de avenidas.

I ' ■

E n significa que se observa 0 
significa la observacion de 0 tormenta y 1 

De una manera general el punto muestral E 
par ordenado (i,j) donde i es el numero de tormenta 

el numero de avenidas tales que i + j < 10. El espacio muestral .que 
ilustra graficamente en la figura 2, puede tambien ser dado comof
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C. EVENTO ALEATORIO

Evento Elemental

Evento Compuesto

o

/ Eventos Colectivamente Exhaustivos o Corijunto Exhaustivo de Eventos

Si, en cualquier observacion, un evento cualquiera de un conjunto

Es un evento aleatorio constituido por un solo punto muestral.
Dicho de otro modo 
valor de la variable.

“1,2

Es un evento aleatorio formado por dos o mas puntos muestrales 
resultandp de la combinacion de eventos elementales.

En el experimento del ejemplo 8 el evento aleatorio M. 
es un evento elemental. Este 

"Se observara 1 tormen

un evento elemental esta constituido por un solo

Un evento aleatorio A es una coleccion de puntos muestrales de 
un experimento. En otros terminos, un evento es un conjunto de valo- 

’Ms pdsibles de la variable-asociada con un experimento. Es tambien 
un subconjunto del espacio muestral.

-Ejemplo 10. En el experimento del ejemplo 8 el evento N: "se obser- 
varon mas de 3 avenidas", es un evento compuesto, puesto que estM 
formado de los puntos muestrales E_. . tales que i + j > 3.

: Ejemplo 9.
constituido por el punto muestral E.
evento puede enunciarse como sigue, Evento M: 
ta y 2 avenidas".

Ejemplo 11. En el experimento del ejemplo 8 el evento p: "Hay dos 
tormentas y 2 avenidas dado que hay 4 eventos de interes", es un 
evento compuesto que involucra mas de un punto muestral.
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ESPACI0 MUESTRAL UNIDIMENSIONAL

una

Espacio Muestral Discrete

«

que

donde i s 1 y j = 2", tiene como 
donde i / 1 y j ^2’’.

El event© M:
[c:

to»

El event© N del ejemplo 1G: "se observaron mas d$ 3 vfe 
tiene com© complement© el event© NC: "Se observa -

Ejemplo 12 

ron 3 o menos

Do

Ejemplo 13o 
complement© el event© M'

E.

o 6 o

"E. .
"E. o1»3

, de eventos debe peurrir se dice que el conjunto de eventos es exhaus 
tivo. Tambien se dice que los eventos del conjunto son colectivamen. 
te exhaUstivos»

El complement© A de un event© A consiste en los puntos muestr£ 
les del espacio muestral de un experiment©, que no estan iiicluidos 

cen el evento A. El complemento A de un evento A es tambien un even

Una variable discreta puede tomar solo valores discretdSo El es­
pacio muestral del experiment© asociado a tai Variable, tdndra sdlo 
puntos muestrales discretos, y se dice discrete.

. Ejemplo 14o El experiment©' del ejempl© 7 admite un espacio muestral
discrete unidimensional puesto que estS constituid© per una coleccion 
de puntos muestrales discretos como se ilustra en la figura 1, y 
un solo ndmero estS asociado con cada punto muestral»

Si la variable asociada a un fenomeno o experiment© tiene 
sola dimension, o sea, si cada valor de la variable involucra la ob- 
servacion de un solo nfimero, entonces se dice que el espacio muestral 
es unidimensionalo



Espacio Muestral Continuo
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Una variable continua puede tomar cualquier valor en un interval© 
finite o infinite0 Un fenomeno o experiment© cuyos resultados posi- 
bles se identifican con los valores de tai variable, tiene un espa - 
ci© muestral continuo que se puede representar por un interval© de 
la linea realo .

Ejempl® 15o Consideramos el fenSmeno del viento en una estaciSn y 
observamos los valores de la variable constituida por lt?diredci6n ddl 
viento, expresada por el Sngulo que forma con la direccion Norte. La 
direccion del viento es unidimensional puesto que en cadaobservacion 
se mide un solo nfimero que represents un anguloOE1 edpacixp muestral P 
teErdspOTdiente ©S' unidimensional y tambien continuo porque el 
Sngulo puede tener cualquier valor comprendido en el interval© fini- 
to 0 a 360 gradoSo

Extension de la Nocion de Espacio Muestral Discrete. *
En la prSctica se suele considerar mucha$ variables continuas co- 

mo variables discretas por una © varies de las siguientes razdnes:

80 100V Km/h
Figura U. Espacio muestral 
continue unidimensional, para la 
velocidad del viento. : Es el irf 
tervalo infinite 0 a ® 6 la li­
nes real„ * >

0 20 U0
00

300 360°

Fi^uba 3. . Espacio muestral 
continuo unidimensional para 
la direcciSn del viento« Es 
el interval© finite 0 a 360° 

■ de la linea realo

Ejempl® 16o Al fenSmeno del viento le-podemos asociar conjo varia - 
ble la velocidad del viento. El espacio muestral unidimensional co- 
rrespondiente es continuo puesto que la velocidad del vientb puede 
tomar cualquier valor en el intervale infinite 0 a “o
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RELACIONES ENTRE EVENTQS

dice

las observaciones o mediciones de la variable se hacen en puntos 
especificos del espacio o del tiempo;

Fo

Sin embargo se debe tener siempre en mente que estos argumentos no 
destruyen la naturaleza continua de la variable y del espacio mues — 
tral de un experiment© en el que se observe la variable.

En el fenomeno de la escorrentia la variable bcisica es 
continua puesto

o 8 o

los valores son redondeados, por ejemplo, los valores 240.3367 
y 12.9524 son aproximados como 240.34 y 12.95;

Eventos Mutuamente Exclusivos o Disjuntos
Si dos eventos no tienen ningun punto muestral en comfin, se 

que son mutuamente exclusivos. En otros t&rminos, dos eventos alea- 
torios que no pueden ocurrir simultaneamente son incompatibles o mu-

el principio de la incertidumbre que limita la precision de cual_ 
quier medicion. Aun cuando se tiene la banda de un limnigrafo 
dando un registro continue del nivel de agua enun punto de un 
rio, en la determinacion del nivel en un instante dado no se a- 
doptara un numero como 3.7820156<.m sino 3,78 m debido a la falta 
de precision en la medicion.

Ejemplo 17.
correntia instantanea en un punto de un rio es continua puesto que 
puede tomar cualquier valor entre 0 y La variable escorrentia 
diaria derivada de la variable basica tambien es continua. Sin em - 
bargo en un registro de datos de escorrentia diaria encontramos solo 
valores discretos como 20.16 y 20.17, desechando todos los valores 
del interval© comprendidos entre estos valores. En otras palabras 
afin que la escorrentia diaria sea una variable inherente continua,el 
espacio muestral involucrando los valores de esta variable sse trata 
como discrete.
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Figura 5

Interseccion de Dos Eventos

Es!

Si dos eventos aleatorios no son mutuamente exclusives, el conjun 
to de puntos muestrales que tienen en comGn se llama su interseccion 
denotada por AAB. Si la interseccion de 2 eventos P y 0 es equiva 
lente a uno de los eventos, por ejemplo a 0, se dice que este event© 
esta contenido en el otro. La interseccion de dos eventos A y B, de 
notada por A H B, signifies que "ocurren A y B simultaneamente".

o 9 o

F’E2

evento N

u3 A

Ejemplo 18. En la figura 5 se han identificado dos eventos mutuamen­
te exclusivos M y N del espacio muestral del experiment© del ejemplo 
2. Evento M: "Se observaron menos de 2 tormentas". Evento N: "Se 
observaron mas de dos tormentas". Si ademas consideramps el evento 
0: "Se observaron 2 tormentas". Los eventos M, N y 0 son mutuamen­
te exclusivos: no pueden ocurrir simultaneamente los tres, ni toman 
doles de a dos.

Ejemplo 19. El evento P: "Se observaron un nGmero de tormentas i- 
gual o superior a 2", y el evento M son mutuamente exclusivos. Pero 
los eventos P y N son compatibles puesto que tienen en comun los pun 
tos muestrales E^, E^, E,., o sea, si ocurren Eg, E^, Eg los dos even_ 
tos P y N ocurren simultaneamente. Los eventos P y 0 no son mutua­
mente exclusivos porque tiene el punto muestral Eg en comGn.

line
l’-.D-

tuamente exclusivos. La nocion de eventos mutuamente exclusivos se 
extiende obviamente a mas de dos eventos. Por definicion los eventos 
elementales son mutuamente exclusivos.
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■ if

es el evento

[Se observer on mas de 2 a.

Es

Union de Dos Eventos
el evento constituido

lo 4

En la figura 5 la union de dos eventos

CEo- EJ esy

En la figura 6 la union de los eventos

P

La interseccion de los eventos N = [Se observaron mSs 
i®tea^eresj y P = [se observaron 2 o mas eataswaenjbasaxtof;]

Interseccion PfiN.Figura 6.

Ejemplo 20» 
de dos even

o
Eo

N =

E1

P ft N =

M =

&2,

V Esl

Ejemplo 21«

conteniendo los puntos muestrales Eg9 E^ y E^o Como la interseccion 
P A N es equivalents al evento N entonces N esta contenido en P. 
ta interseccion se ilustra en la figura 6„

Ejemplo 22o

EUSE3>

Er E3>

I * T“® ® •"1
Ie2 'Eg E^ Egl

Xn

Iv

Ce3-

La union de dos eventos aleatorios A y B es 
por la coleccion de todos los puntos muestrales que ocurren por 
menos una vez en A y B. La union de A y B que se denota por A U B , 
expresa el evento de que"ocurra A o B o ambos"«

mils
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Diagramas de Venn

a n b sombreado

sombreado

sombreadoAU B

Figura 70

E4»

Los diagramas siguientes, que explotan la analogia entre la Slge- 
bra de eyentos y las Sreas en un piano, se llaman diagramas de Venn. 
Ayudan a visuali^ar las relaciones entre eventos.

.11.

PUNs

N s

AC

Diagramas de Venn ilustrando relaciones 
entre eventos.

P‘2’ E3* EU’

[E3’

La union P U N es el evento P mismo.

A B



* ESPACIO MUESTRAL MULTIDIMENSIONAL
■9

Espacio Muestral Bidimensional

.12.

Si una variable asociada a un fenomeno o experimento tiene va - 
rias dimensiones, o sea, si cada realizacion de cada punto muestral 
involucra la observacion simultlnea de varies ndmeros o componentes , 
entonces el espacio muestral del experimento se dice multidimensional. 
Un espacio muestral multidimensional puede ser discreto, continue 6 
discreto-continuo, dependiendo de la naturaleza de les componentes de 
la variable.

Es un espacio muestral multidimensional cuyos puntos muestrales 
son compuestos cada uno por un par de ndmeros. Los componentes del 
par ordenado pueden ser constituidos por dos variables continuas, dos 
variables discretas o una variable discreta y una continua dando asi 
lugar a un espacio muestral bidimensional continue, discreto o discre 
to-continuo.

Un espacio muestral multidimensional es discreto si todos los com­
ponentes de la variable asociada al fenomeno son constituidos exclusi 
vamente -por valores discretes. El espacio muestral multidimensional 
es continue si todos los componentes de la variable son continuos. El 
espacio muestral multidimensional es discreto-continuo si algunos de 
los componentes son discretes y otros continuos. Se ilustrarab estos 
tipos de espacio muestral utilizando espacios muestrales bidimensiona 
les.

G.

Ejemplo 23. El espacio muestral de la figura B.2. es bidimensional 
discreto puesto que cada uno de sus puntos muestrales E. . estS forma 
do por un par ordenado (i, j) donde i ^1 dtoKmeiitas y ]’ el nd
mero de OB^tetdaes. son variables discretas. Este espacio muestral pue_ 
de plotearse en un sistema de coordenadas bidimensionales corn© se i -

Espacio Muestral Discreto, Continue y Discreto-Continuo
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lustra en la figura 8 donde se puede apreciar su naturaleza discreta.

Figura 8

0
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Velocidad del viento, V

Numero de tormen- 
tas, i

c 
e

Espacio muestral bidimensional 
discrete.

360
300
200
100

0

Figura 9.
Espacio muestral bidimensional 
continuo.

Consideramos el fenomeno de viento y observamos a la
Siendo estos dos componentes conti-
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Ejemplo 25o Consideramos el experimento que consiste en la observa. 
cion, durante intervales de 30 dias, del ntimero y de la duracidn de 
eventos de precipitacion con lamina superior a un nivel dado. El 
espacio muestral del experimento es bidimensional y discrete continuo

Ejemplo 24.
vez su direccion y velocidad V.
nuos, el espacio muestral es bidimensional y continuo. En la figura 
9 se ilustra este espacio muestral que es el area limitada per les 
ejes horizontal y vertical de coordenadas y la horizontal pasando 
por el ppnto (0.360). La velocidad del viento es continua pudiendo 
tomar cualquier valor en el intervale 0 a y la direccion del. 
viento es tambien continua y toma cualquier valor del interval© 0 
a 360.
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*H. ESPACIO MUESTRAL CONDICIONAL

I

y se

100
_ L
8020

_ l_
40

__L
60

8 
7
6
5
4
3
2
1

0)

w c 
O \O 
-P *H 
C O 
<d nJ 
>. p 
<D M ‘

Pu
<U -H

TJ O
<D

O ?•<(i r 
g

Un evento aleatoric condicional se define como un evento aleato - 
rio A a ocurrir dado que un otro evento B ha ocurrido y se denota 
por A/B* La coleccion de los resultados de un experimehto dado que 
un evento ha ocurrido, constituye un espacio muestral condicional. : 
El espacio muestral condicional contiene solo los puntos muestrales 
en que ha ocurrido el evento B. Por eso es una parte reducida.del 
espacio muestral del experimento primario,.o del experiment© sin la 
condicion.

siendo que uno de los componentes, el flumero de eventos de precipita 
cion, es discreto y el otro, la duracion de la precipitapion, es con 
tmuo. Este espacio muestral se grafica como las lineas horizontales 
de la figura 10. suponiendo un nGmero maximo de 8 eventos de precipi 

. tacion en 30 dias.

Duracion de la precipitacion en 
horas.

Ejemplo 26. Consideramos el experimento del ejemplo 23 dado que .se 
observe exactaimente una avenida. El espacio muestral condicional 
es el conjunto de puntos E^, E^, e^, E^ , E^ y se ilus -
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4 I

5 /j = 1 ]

Q e1
Numero de tormentas, i

Figura 11.

11 [E ./i > 3 ]
*

0
•* NGmero de tormentas, i

Figura 12.

Espacio muestral discrete condicional del 
experimento de la otservacion de tormentas y avenidas 
dado que se observe exactamente una avenida.

Espacio muestral discrete condicional a 
la observacion de 3 o mas tormentas.
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O

2;

m
nJ

<U>
nJ
<D ’n

o
<D

2;

tra en la figura 11.

Ejemplo 27. Consideramos el experimento del ejemplo 23 dado que 
se observaron 3 o mas avenidas. Este espacio muestral condicio­
nal se ilustra en la figura 12 y tiene seis puntos muestrales.

[ E. .L

11 I 1 I

12 3 4 5
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Especio muestrel continue 
y condicionel pare el ex- 
perimento E n/V >40.

Ejemplo 28. En el experimento del viento del ejemplo 24 consideramos 
el experimento dado que la velocidad del viento es igual o.superior a 
40 km/h. El espacio muestral correspondiente es continue condicional 
y se ilustra en la figure 13. Es el area limitada por el eje V, la ho_ 

360 y la vertical V = 40.

Ejemplo 29. Consideramos el experimento del ejemplo 25, dado.que tene 
mos interes exclusivamente en las tormentas cuya duracion esta com - 
prendida entre 40 y 100 horas. El espacio muestral condicional es bi- 
dimensional discreto-continuo y se grafica como los segmentos de 11 - 
neas horizontales de la

I R

60 80
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III. MEDIDA. DE IA PFOBABILIDAD

«

A. ENFOQUE CLASICQ DE LA PR0BABILIDAD

N.B. El ingeniero puede elegir de considerar como primario un espa- 
cio muestral condicional, dependiendo del criterio que ha ele- 
gidd y de su conveniencia,

En este metodo la probabilidad de los eventos elementales se ob- 
tiene por deduccion logica. La probabilidad p se define como la ra -

Las medidas de probabilidad se asignan o se derivan, bien sea por 
derivaciones logicas o por metodos experimentales o por metodos sub- 
jetivos. Begun se utiliza un metodo o el otro se.habla del enfoque 
clasico de interpretacion de las probabilidades, del enfoque de la 
frecuencia relativa observada o del enfoque subjetivo de pesos rela - 
tivos.’

Si a cada punto muestral o evento elemental de un espacio muestral 
asignamos un numero de acuerdo a ciertos axiomas de probabilidad, Ila 
maremos este ntimero una medida de probabilidad. Las probabilidades 
de eventos compuestos y mas complejos se calculan a partir de las 
probabilidades de los eventos elementales.

La actual teoria matematica de la probabilidad se basa en el axio- 
ma de que las probabilidades o medidas de probabilidad de los eventos 
elementales son conocidas. A la teoria de la probabilidad no le im - 
porta como las medidas de probabilidad se obtienen ni lo que signifi- 
can. Simplemente nos dice como usarlas de una manera consecuente en 
la derivacion de la probabilidad de eventos compuestos. Sin embargo, 
conviene que el ingeniero que tiene que asignar probabilidades sepa 
lo que significan puesto que sirvan de datos de entrada a cualquier 
modelo o analisis probabilistico.
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en
o sea:

S

donde
a[apareces

sellq] *

En otros terminos, se puede

4

S -

caraj

[aparece

se usa solamente respecto a un espacio
La expresion "escoger un punto al azar de 

significa que S es espacio muestral equiprobable.

..ISo

P(E1)

p(e2) = 1/2

- 1/2

Ei’

Ejemplo 30= 
lanzar una moneda,

E1

E2

{E1’ E2}

Si la moneda es normal y hecha de una sustancia homogenea, hay i- 
gual chance de que aparece cara y sello 
escribir:

El espacio muestral S del experimento consistiendo 
contiene dos puntos muestrales.

0 o o 0 E52}

zon de los eventos favorables m al nGmero total de eventos n, o sea, 
= El enfoque clasico se basa en el concepto de eventos elements.

les equiprobables o de igual chance de ocurrenciao En particular 
el espacio muestral es equiprobable y tiene n puntos muestrales o 
ventos elementales entonces la probabilidad de cada punto es 1/n.

{E1- E2’

Ejemplo 31o En el experimento consistiendo en sacar al azar una 
carta de una baraja corriente de 52 cartas, el espacio muestral se 
compone de 52 puntos muestral=

La expresion "al azar" 
muestral equiprobable» 
espacio muestral S" 
o sea, que cada punto muestral de S tiene la misma probabilidad
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ENFOQUE DE LA FRECUENCIA RELATIVA OBSERVADA

«

F

e t

P

Ejemplo 32

S

donde
- [aparece cara]

Bo

Se repite 100 veces el experimento de lanzar una mone- 
da normal, cuyo espacio muestral S es

m s —n

ol9o

- 1/52P(Ej,)

E2}

Puesto que hay 52 cartas con igual chance, cada una de ser sacada, 
la prpbabilidad de sacar una carta particular es 1/52,

[se saca una carta particular,el as de diamante, por 
ejemplo]

1

E.1

El enfoque de la frecuencia relative observada permite determi- 
nar la probabilidad por experimentaciSn u observacion. Si se puede 
repetir un experimento un nfimero n de veces, y si se cuenta el ntime- 
ro de veces, m, en que ocurre un evento elemental, entonces a la ra­
zon m/n se le llama "la frecuencia relativa observada F del evento e 
lemental," o sea:

El valor de F es cerca de la probabilidad exacta p del evento 
lementalo Si se repite el experimento un ndmero grande de veces, 
sea, sin* “entonces F p0 Sin embargo en las ciencias fisicas 
la probabilidad exacta nunca se conoce y se sueie aproximarla por la 
frecuencia relativa observada»

= {E1,



y E respectivamente

*49s

0o49

0,51

C. ENFOQUE SUBJETIVQ DEL CONJUNTO DE PESOS RELATIVOS

49
100

j “2 

son:

o51

ml
S ' —■ n

-51 =
100

ni2—- £ n

o20o

Estos valores son muy cerca del valor de la probabilidad exacta 
de 0.50 y se aproximaran mas de 0.50 a medida que n se hace mas gran 
de. Aproximando la probabilidad por la frecuencia relativa observa- 
da se obtendria:

E2

y m2 = 
vas observadas de E^

F 1

P(E1) =

p(e2)

F2

- [aparece selloj

El enfoque clasico y el de la frecuencia relativa no son de uso 
general. El primero se limita al caso de los espacios muestrales e- 
quiprobables, mientras que el segundo requiere situaciones en que se 
puede realizar y repetir un experiment©. Existen situaciones en las 
que los eventos elementales no son equiprobables y la realizacion de 
un experimento es imposible o carece de sentido. En tales situacio­
nes el ingeniero puede asignar a los resultados posibles de un expe­
riment©, probabilidades que constituyen un conjunto de pesos relati­
ves expresando su apreciacion individual de la verosimilitud relati­
va de los resultados. En este sentido, la probabilidad de un evento 
puede concebirse como una medida subjetiva del grado de credibilidad

Al contar el ntimero de ocurrencias de cada evento, se obtiene
51 para E^ y Eo respectivamente. L® frecuenciasrelati 

y j 2
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s -*

donde ?
[el suelo a 10 niodebajo de la fundacidn

[el suelo

0o251— sU
1  

1+3

o21»

Familiarmente,
mo "tendencia a favor o contra su ocurrencia". 
lidad de un evento,
y la tendencia contra su ocurrencia es m

debajo de la fundacion no es arc

es arcillaj

P ~ ml

E1

P(E1) =

E2

<E1, E2J

Bascindose en su experiencia en situaciones similares, su conoci - 
miento de la geologia local y el sabor de un pufiado de material a la 
superficies el ingeniero puede expresar la tendencia a favor de cada 
uno de los eventoso Al expresar la tendencia a favor de es 1 a 3 
signifies quo. la probabilidad del evento es

la probabilidad sujetiva de un evento se expresa co.
Si p es esta probabi- 

la tendencia a favor de su ocurrencia es mi a m, 
a m donde D  1 F « + m2

a 10 mo

que un ingeniero tiene en un juicip o un pronSstico., Esta interpret^ 
ci6n de la probabilidad, como un concept© intelectual mas que una pro. 
piedad fisica, al igual que los dos enfoques, puede tambiSn servir co. 
mo una base a la teoria moderna de probabilidad, siempre que satisfa- 
gan los axiomas de probabilidad0 Situaciones en que se aplica este 
enfoque son en general en las que hay incertidumbre en el estado de 
la naturaleza o que existen condiciones desconocidas de ella-

Ejemplo 33o Para un proyecto de puente, un ingeniero de fundaciones 
necesita decidir si el suelo a 10 metros debajo de la fundacidnproyec. 
tada del puente, es arcilia» El espacio muestral S del experimento 
tiene dos puntos muestrales, o sea:
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Basandose en la tendencia

De

donde
[se observe i vehiculos parados]
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s
5
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1+3

0,10
0,20
0o30
0o25

• QolQ
Oo05

Ejemplo 34o

P(Eo)
P(E1)
p(e2)
PCEJ

P(E_)o

o22o

F <E2) =

E4’ VS = {Eo,

Al hacer ciertas suposiciones acerca del comportamiento de los ve­
hiculos y conociendo algo acerca del flujo promedio del trafico, es 
decir, simulando el mecanismo basico de los eventos, el ingeniero pue 
de asignar o calcular probabilidad para cada punto muestral del expe- 
rimento sin nunca hacer observacion en la esquina„ Sin embargo para 
que estas medidas asignadas sirvan de base a la teoria de probabili - 
dad es imprescindible que satisfagan ciertas condiciones o asSfesmas de 
probabilidad« Un posible conjunto de pesos relatives que podria asij* 
har el ingeniero es;

3
4

E3’E2’El’

Ei =

Supongamos que en el experimento del ejemplo 4, no exis 
te todavia la esquina ni tampoco la cuadra., 
del desarrollo urbano el ingeniero puede estimar corn© cinco el ntimero 
maximo de vehiculos que pueden parar en el semaforo proyectado 
modo que el espacio muestral de su experimento es;

De la proposicion del ingeniero se desprende la tendencia contra
E^ es 3 a 1, y tambien que la probabilidad de E2 es:
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AXIOMAS DE PROBABILIDADD.

AXIOMA I.. Para todo evento A se tiene

0 P (A) <? 1

donde P (A) denota la probabilidad del evento A

a» P (S) = 1

P (A U B)

&

1

No importa cual se utiliza de los tres enfoques de interpretaciSn 
y asignacion de las medidas de probabilidad, estas ultimas deben sati£ 
facer tres axiomas de probabilidad para asegurar la validez matematica 
de cualquier resultado derivado de la aplicacion correcta de la teoria 
axiomatica de probabilidad.

Las siguientes condiciones deben cumplirse por las probabilidades 
asignadas a los eventos de un. espacio muestral.

£
todos i

.23.

Si S es el espacio muestral, o sea, si S es el evento a- 
sociado a todos los puntos muestrales entonces:

= P (A) + P (B)

AXIOMA III.

AXIOMA II.

P (E.)i

Si A y B son dos eventos mutuamente exclusivos entonces 
la probabilidad de la union A U B es la suma de las probabilidades de 
estos eventos, o sea:

Puesto que el espacio muestral S es la union de todos los eventos 
elementales, E^ los cuales soft mutuamente exclusivos,: a axioma III 
puede escribirse como :
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LOS AXIOMAS Y LOS ENFOQUES DE PROBABILIDAD
Axiomas I y II

Re
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k

F.

son los nfimeros de veces que se observe en log

0

0

k
E

0
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donde m., 1

s 1

m2»

0

o

in, k
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F 1

n

n

F2

0 o

■ 5k

o c o j K

Los axiomas I y II son simplemente convenciones convenientes 
quieren que las probabilidades seah nftmeros positives y que la suma 
de las probabilidades de todos los eventos elementales (o de una se­
rie de eventos mutuamente exclusives y colectivamente exhaustivos del 
espacio muestral) sera normalizado a 1» Estos dos axiomas son res— 
tricciones naturales sobre las probabilidades y que surgen del enfo - 
que clasico y de la frecuencia relativa« ..

En el enfoque clasico se asigna a cada uno de los k eventos elemeii 
1tales equiprobables la probabilidad — que esta siempre entre cero y X-

uno. Ademas la probabilidad del espacio muestral o suma de las proba_ 
bilidades de los k eventos es necesariamente igual a uno, o sea

En el enfoque de la frecuencia relativa observada si existen k po- 
sibles resultados o eventos E^ de un experimento y si el experimento 
se repite n veces las frecuencias relativas ^2’ ° ° ’ asocia- 
da con los eventos E., E respectivamente, son1 2. K



Puesto que

= n+ m.0 k

satisface axioma I y su suma

= 1

Axioma III

0

En el enfoque subjetivo de asignacion de probabilidad el ingeniero

+ m2 +

0 o

o25.

satisface axioma II,

>•••»£]< respectivamente.

+ m, k

El mStodo de asignacidn de probabilidades del enfoque clasico y del 
de la frecuencia relativa observada, asegura que la serie de eventos 
involucrados es colectivamente exhaustiva del espacio muestral? Sin em 
bargp el ingeniero debe asegurarse de que los eventos bajo considera- 
cidn sean mutuamente exclusivoso Esta condicion se cumple:cuando se 
definen los resultados posibles de un experiment© de modo que no haya 
entrometimiento de uno en el otro y sean completamtente distintos el ii 
no del otroo

cada frecuencia F, i
siendo

eventos E^, E2

0 0

Este axioma requiere que las probabilidades sean asignadas a los 
eventos de tai modo que la probabilidad de la unidn de dos eventos mu 
tuamente exclusives sea igual a la suma de las probabilidades de los 
eventos individuales. No se puede violar este axioma si la asigna - 
cidn original de probabilidades se ha hecho a una serie de eventos mu 
tuamente exclusivos y colectivamente exhaustivos del espacio muestral.

mk . + — = n
+ n>2 +

.■ n .

m. m.1 2— + —- +n n

' Respecto al enfoque subjetivo de pesos relatives, los axiomas I y 
II requieren que, despuSs de asignar un conj°unto de pesos relatives 
a los eventos elementales, se normalice estos pesos relatives divi - 
diendo cada uno por -@1 toMl o
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es roca

Entonces el espacio muestral es

S y

Qo25 %

0<,251 
1+3

1 
1+3

£ 
4

1
4

es arena^

roca consolidada.

p(e2)

o26o

E3*

E3

E1
E2

[el suelo a 10 nudebajo de la fundacion es arcilia]
[el suelo a 10 iDodebajo de la fundacion
[el suelo a 10 m=debajo de la fundacion
consolidadaj

P(E1) =

debe asegurarse de que los resultados posibles del experimento no 
superpongan el uno al otrOo Tambien debe asegurarse de que los even- 
tos a que asigna probabilidad sean colectivamente exhaustiyos del es­
pacio muestralo El ingeniero actuaria de una manera inconsecuente si 
se piensa que la verosimilitud de la union de un par d© resultados o 
eventos disjuntos puede ser diferente de la suma de las verosimilitu- 
des individualeso

{Ei, E2,

Ejempl© 35o Si en el ejemplo 33 el ingeniero de fundaciones decide 
que "la tendencia a favor de la ocurrencia de arcilia a 10 m. debajo 
de la fundacion es 1 a 3", "la tendendia a favor de la ocurrencia de 
arena es 1 a 3" y que si el suelo no es arcilla ni arena, debe ser u- 
na roca consolidadao Estas suposiciones implican que atribuye a la 
ocurrencia de arcilla un peso relative de 1 y a los otros resultados 
posibles un peso relative de 30 Los posibles resultados remanentes 
son arena y roca consolidada <> Puesto que a la arena le asigno un peso 
relative de 1, el peso restante, o sea 3-1 = 2 debe atribuirse a la 

Sean los eventos;
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0.50

P(E. U E„) 0.25 + 0.25 0.50
0.75s

0.750.25 + 0.50s s2 3 2
TambiSn

P(E. U E'1 2

Validez de los AnSlisis Probabilisticos

2 
1+3

Sin embargo debemos enfatizar que el significado fisico y practice 
de los resultados de cualquier anllisis probabilistaco no pueden. ser 
mejores que los dates de entrada, o sea, el conjunto original de medi 
das de probabilidad asignadas y sobre el cual se fundamenta atiSlisis.

.27.

1 5 — S 2

- -2-

U E-)

- P(S)u E,.)

P(Eq) o

0 p (Ei) 1

IWSMWiiibS' en el hecho de que la asignacion de probabilidades a e- 
ventos aleatorios puede hacerse mediante cualquiera de los tres enfo- 
ques de probabilidad expuestos arriba. Cuando las probabilidades cum 
plen con los tres axiomas de probabilidad, el ingeniero puede estar 
seguro de que los resultados que obtiene de la aplicaciSn de la t&Oria 
de probabilidad son matemdticamente vdlidos.

- P(E.)+P(E_)+P(Eq)-0.25+0.25+0.50=1 X Z O

Hacemos hincapie en que esta asignacidn de probabilidades es acep- 
table puesto que cumple con los tres axiomas de probabilidad. En pri­
mer lugar la probabilidad de cada evento elemental E^ es un ntimero p£ 
sitivo entre 0 y 1, o sea

• '1' •

P(E_) + P(Ei‘)

!' ' ‘'“2

P(E,) + P(EO) - 0.25 + 0.50
' 1

P(E1 . -3.
P(E„ U E_)

P(E4) + P(E„).=

Puesto que los tres eventos E., E , E por sus definiciones son x. 2 o
•disjuntas y que se considerardn todos en las asignacibnes de probabi­
lidades, tenemos:
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A. PROBABILIDAD DE UN EVENTO

*
experi-

es el complemento de un eventp, entonces:

B. PROBABILIDAD DE LA UNION DE EVENTOS

%

P(A U B)

o28.

De las relaciones entre eventos y de los axiomas se desprenden cier 
tas relaciones entre probabilidades de eventos; Por otra parte es po- 
soble definir relaciones adicionales entre eventos en terminos de 
laciones entre sus probabilidades.

= P(A) + P(B) - P(A A B)

Si un evento no puede ocurrir como resultado posible de un 
mento, se dice que es un evento imposible, entonces las probabilidades 
de todos los puntos muestrales asociados1con el, son cerp.

f

probabilida - 
la certeza de

= P(A) + P(AC) = 1P(A U AC)

Se puede demostrar que la probabilidad de un evento constituido 
por la union de dos eventos A y B, dis juntos o no', es igual a:

Si AC

Puesto que un Pvento esta compuesto de uno o varies eventos ele 
mentales o puntos muestrales y que estos eventos elementales son mutua 
mente exclusives por la construccion del espacio muestral, la probabi­
lidad de cualquier evento es la suma de las probabilidades asignadas a 
los eventos elementales que contiene.

Si un evento contiene todos los puntos muestrales con 
des diferentes de cero, su probabilidad es 1 y existe 
que ocurra tai evento. Familiarmente se dice que es un evento cierto.

IV. PROBABILIDADES ELEMENTALES DE EVENTOS COMPUESTOS
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Si A y B son disjuntos o mutuamente exclusives entonces:

En el case de tres eventos, A, B y C se obtiene:

P(A) + P(B) + P(C) - P(AAB) - P(Anc) -
- P(BAC) + P(A AB AC)t

*

Entonces el espacio muestral describiendo el experimento asociado

Para simplicidad, consideramos cualquier sitio particular y supon- 
gamos que la energia electrica requerida por la industria serS 5 o 10 

mientras que la capacidad requerida de agua serd 1 o 2 iini-

P(A a B D C) =

En otras palabras, la probabilidad de ocurrencia de A o B o ambos 
es la suma de las probabilidades individuales de A y B, menos la pro 
babilidad de su interseccion u ocurrencia simultdneao

unidades, 
dades»

Consideramos el disefio de un sistema de utilidades sub- 
terraneo para un parque industrial contando con seis sitios similares 
para edificios,,

Entonces la fSrmula de la unidn de eventos se reduce a la del a- 
xicsna III«

«29»

P(A A B) = 0

Ejemplo 36o

Los sitios no han sido todavia arrendados de modo quo Se ignora aun la 
naturaleza de las instalaciones o industria para cada uno. Si el in- 
geniero provee capacidades de agua y energia en exceso de la demanda 
realmente encontrada, habrS malgastado el capital de su clients. Si, 
por otra parte, las facilidades son inadecuadas, se harSn fi&desarios 
cambios costosos.
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El espacio muestral es:

los

Tabla 1.

f«•
ProbabilidadPunt© Event© a

muestral element©

(10,2)

Calcularemos la probabilidad de los eventos W. y E dondeiJ
de i unidades|= | la demanda de energia es

= | la demanda de agua es de j unidades |

(5.1)
(5.2)
(10,1)

0,6

En una entrevista con el ingeniero el cliente hizo una serie de 
proposiciones acerca de tendencia a favor y pesos relatives de 
cuales el ingeniero pudo asignar el conjunto de probabilidades de la 
tabla 1„

E.W.i J

WJ

0,1
0,2
0,1

= [la demanda de nergia es de i unidades y la de 
de j unidadeso I

Utilizando lo expuesto arriba y la tabla 1 podemos calcular la pr£ 
babilidad de otros eventos»

E5, W2»E w2J

E5W1
E5W2
E10W1
E10W2

s ignada por 
el dueno

10’ 10’s = {e5w1s

E.1

E5W2’

con un solo sitio consiste en 4 puntos muestrales (5,1), (5,2), (10,1) 
o (10,2). A cada uno de estos puntos muestrales esta asociado un e- 
vento elemental E.W.1 j

WpE



2
asociado.

P(W_) = PCEj-W^) + P(E W_) = CL 2 + 0.6 = 0.82 5 2 10 2

0.25 1

De una manera similar calculamos:

,W_) = 0.1 + 0.6 = 0.7

= 0.1 + 0.2 = 0.3

even

U E )

Puesto que la interseccion Wo A E tenemos:2 10
*

P(w_ V E ) = 0.8 + 0.7 0.6 0.92 10

P(E_W_) + P(E5 2

)V

Podemos tambien calcular la probabilidad de la union de los 
Por ejemplo:tos.

32.

PCEJo + P(.E5W2)

10W2> + P(E

= KW o 1

p(w2

p(w2

0,2 + 0,6 + 0,1 = 0,9p(w2 E10

) - P(w2

) =E1O

P(W2) + PE10 E10

La probabilidad de W, 
tos elementales,

Hubieramos obtenido el mismo resultado si partiendo de los eventos 
elementales o espacio original, habiamos sumado las probabilidades de 
aquellos eventos elementales asociados a W2 V E^q. En otros terminos 
podemos tambien calcular*.P(W2 U sumando las probabilidades de los 
eventos elementales en que se observaran 2 unidades de agua o 10 unida 
des de energia, o ambos, o sea:

= PCE^Wj) + P(E1o>,2

io’ =

2 es la suma de las probabilidades de los even, 
mutuamente exclusivos, con los que el event© W„ esta

En otros terminos:

es el event© E.10 z

10W2> + P<E10Wl)=

PCW,) = P(E.WJ + P(E1 0 1 1qW1) = 0.1 + 0,1 =

P(E10>



c. PROBABILIDAD CONDICIONAL

P(A/B)

La probabilidad condicional P(A/B)

*

P(AAB) = P(A/B) P(B)

P(A/BAC) P(B/C) P(C)

para n eventos

Cuando son involucrados tres eventos, se puede utilizar la siguien 
te formula:

la
La condicion de

.33.

" P(AABAC)

a menudo se desea calcular P(AAB) a partir de P(B) 
Entonces se da la formula de la siguiente forma:

no es definida para P(B) = 0.

En aplicaciones, 
y P(A/B).

= P(B/A) P(A)

P(AH B) 
’ p(b)

La probabilidad condicional P(A/B) puede ser interpretada como 
probabilidad de que A ©curra dado que B ha ocurrido.
que B ha ocurrido reduce los resultados al conjunto o serie de puntos 
muestrales en B, o sea, el espacio muestral condicional, pero no po - 
dra cambiar las verisimilitudes relatives de los eventos elementales 
en B. Si la probabilidad de aquellos puntos en B que son tambiSn en 
A, o sea, si P(AAB) es renormalizada por el factor P(B) para operar 
dentro de este espacio muestral reducido, el resultado es la raz6n 
F(AAB)/P(B) o la:probabilidad de A dado B.

La probabilidad condicional del evento A dado que el event© B ha 
ocurrido se denota por P(A/B) y se define como la razon de la probabi. 
lidad de la interseccion de A y B a la probabilidad del evento B.



A

P(An Bn c N) -- P(A/Bnc N) P(B/A N)
■* ■.

N) c

Supongamos que en el ejemplo 36

Tenemos

D, INDEPENDENCIA DE EVENTOS
Dos eventos A y B son independlentes si y solo si

P(AAB) = P(A) P(B)

o sea

(P(A)

P(AAB)

En la teoria de probabilidad se desmuestra que dos eventos A y B ' 
son independientes calculando P(A), P(B) y P(AA B) y mostrando que:

que la independencia probabilistica o estocastica de dos even - 
tos A y B implica que

En otros terminos la probabilidad de A es independiente de la ocu- 
rrencia de B y viceversao

.34 <,

En la practica ingenieril, se basa generalmente en el conbcimiento 
de la situacion fisica para declarar que se supondra que dos eventos

0 0 0

- P(A) P3[E

P(C/D ...

= 0,87) =

P(A/B) -

P(W2/E10

o P(M/N) P(N)

■ J

Ejemplo 37. Supongamos que en el ejemplo 36, el ingeniero quiere de 
terminar la probabilidad de que un sitio con una demanda de energia 
de 10 unidades requeriria tambien una demanda de agua de 2 uni- 
dades (wp.

Hw2n e1()> 
p<Eio>

0.6
0.7



>■1 •

i

REGLA DE MULTIPLICACION
Igs eventos A, B, C

P(AA BAG N) P(N)

e-
s

Event©

*

Estimacion de probabilidad 
del ingeniero

0O3
0.7
1.0

O 0e o

0.2
0.8
1.0

E.

En base a esta informaclon, el ingeniero asigna las siguientes pro 
babilidades.

35.

Demanda de energia
E5
E10

2 P(A) P(B) P(C)

Demanda de agua
W1
W2

De una manera general, 
independientes si y solo si.

serein (o no seran) asumidos independientes. Mediante la asunciSn de 
la independencia se calcula uno de los tres terminos de la ecuacion.

Ejempl® 38. Enel ejemplo 36 supongamos que el ingeniero no satisfe 
cho con la manera arbitraria de su cliente de asignar probabilidades, 
ha muestreatb un nGmero de firmas en parques industriales similares. 
Concluyo que no existe ninguna relacion aparente entre demandas de 
nergia y de agua. Por ejemplo que una demanda alta de energia no 
coincide con una demanda alta de agua.

..., N son mutuamente

Se conoce este teorema como la regia de multiplicacion. xp^^lrgque 
^^M§veventos son independientes, entonces la probabilidad de su ocu 
rrencia simultanea es igual al producto de las probabilidades indivi- 
duales de ocurrencia.
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10

DECISTONES BAJO RIESGOF.

t

«

^La demanda de la industria del primer sitio es una 
unidad y la del segundo sitio 2 unidade^j

.36O

= 0.14

= 0.06

Ejempl® 39o

— P(E.

s P(E

= P(E

AW1)

En el ejemplo 38 de las utilidades consideramos para 
simplicidad, Gnicamente la demanda de agua e investigamos la capaci- 
dad de disefio de una tuberia secundaria abasteciendo un par de sitios 
similares en el parque industrial. Las instalaciones en los dps si - 
tios representan dos ensayos repetidos del experiment© descrito mas a 
rriba. Denotaremos por

:1OW2>n w2>

P(Ev 10

P(E ) P(W.) = 0.2 x 0.3□ 1

P(E ) P(W_) = 0.2 x 0.7 
D £

P(E.AW )
□ 1

p(E1ol

p(Ecn w )

Adoptando la asuncion de la independencia estocastica de las deman 
das de agua y energia, el ihgeniero puede calcular las S’igMentsS pro. 
babilidades. '

= P(E_W.)□ 1

= P(E_W_) = □ z

Demostraremos la utilidad del analisis probabilistic© cuand© el 
ingeniero debe tomar decisiones frente al riesgo.A'S^^^iy^^ssasenta. 
remos Solo rudimentos del analisis de decision.

) P(W2) = 0.8 x 0.7 =0.56

Entonces si asumimos independencia estocastica de las demandas en 
los dos sitios, podemos calcular las siguientes probabilidades a par- 
"tir de la asignacion de probabilidades hecha por el ingeniero, o sea:

W/ W„ - 1 2

= P(E10Wl’ ) P(W ) - 0.8 x 0.3 = 0.21



P (W. ) P (W/) 0.09(0.30)(0.30)s 1 1
p^wp P(W,) P(W„) (0.3)(O.7) 0.21s s:1 2

P(W„) P(WJ (0.7)(O.3) 0.21s 2 1
(0.7)(0.7)P(W.) P(W6) 0.492 22'

1.00

Sean los eventos:0

de 2 unidadesjes
2

2

Entonces:
0.092

0-^ + 0.21 = 0.422

2

agua.
y w2wt

2^

- 0.49

PXWjWJ

P(D_)o

D3

p(w2w2)

; P(®u)

P(D2)

PCW2W2)

P(w W1)=

p(w1w2)+i(w2w1) =

La asuncifin de la independencia estocastica implica que el ingenie 
ro piensa que no hay razon de alterar la probabilidad de la demanda de 
la industria del segundo sitio &i sabia la del primer sitio. En otros 
tSrminos el conocimiento de la demanda del primer sitio dS al ingenie 
ro ninguna informacion nueva acerca de la demanda del segundo sitio. 
Este caso podria presentarse gi el directive de la segunda industria 
escoge su sitio sin que le importe la naturaleza de su vecino. Si las 
demandas de los seis sitios son mutuamente independientes, la probaki 
lidad de que todos los sitios tengan una demanda de una unidad de a - 
gua es:

D4

p(w1w1)

D2 Q.a demanda total de agua de los 2 sitios
[la demanda total de agua de los 2 sitios es de 3 unidadesj
[la demanda total de agua de los 2 sitios es de 4 unidadesj

Haciendo notar que los eventos W^W2 y conducen a la misma de­
manda total de 3 unidades de agua, podemos definir los nuevos eventos 
siguientes sobre el espacio muestral definido



(

Costos Iniciales:

v

Tardiva

!

•

8l

£

Capacidad 3 unidades de agua: $ 500 + aosto de dos unidadds
Capacidad 4 unidades de agua: $ 1500 + cost© de dos unidades

$ 1500
$ 2000

= Oo0007

A continuacion ilustraremos como esta informacion puede utilizafse 
para determinar la mejor seleccion de la capacidad de la t\iberia se 
cundaria.

i380

Darios esperados para una capacidad de 2 unidades
= P(D ) x $ 1200 + PCD.,) x $ 2000 o 4
- 0.42 X 1200 + 0.49 x 2000 = $ 1484

Costos Asociados con Posible ExpansiSn
Dos unidades a tres unidades: $ 1200 
Tres unidades a cuatro unidades: 
Dos unidades a cuatro unidades:

(0.3)6

Para tai ilustracion necesitamos los costos relatives y las perdi* 
das asociadas con posibles inadecuaciones. Supongamos que el.ingenie 
ro recopila las siguientes tablas de costos:

P(w1w1w1w1w1w1) =

Un metodo comfin para tomar en cuenta los dafios probables es de a- 
signarles un costo esperado obtenido al multiplicar el costo de 
estos dafios por la probabilidad de su ocurrencia. Por ejemplo el in 
geniero adopta 2 unidades como capacidad inicial de disefio, las posi 
bles inadecuaciones vendrian de que la demanda real de 3^6 4 unida 
des. Los dafios o perdidas asociadas con una capacidad de 2 unidades 
son los costos de expansion de dos a tres y cuatro unidades, o sea 
$ 1200 y $ 2000. Como las probabilidades de 3 y 4 unidades son 0.42 
y 0.49, el costo o dafio esperado asociado con la seleccion de una ca 
pacidadde 2 unidades, es:
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En el caso de la se -

Costo total esperado

G

«» 0

De esta tabla concluye que la alternativa de una capacidad de 
tres unidades es el mejor compromiso entre cost© inicial y posibles

2 unidades
3 unidades
4 unidades

O.U9(2000)=98O
0o49(1500)=735

0

Cost© 
inicial 

(2)
Cost©
Total 
esperado

(5)

Dafio esperado 
a una demanda 
real posible 
de 3 unidades

(3)
0o42(12O0)=5OU

0

,>
= $ 1500 x 0.49

Dafio esperado 
debido a una 
demanda real 
posible de 4

Unidades (q.)

Si el ingeniero selecciona 4 unidades com© capacidad inicial no ha 
brS ningtin dafios por remodelacion y expansidn.

$1500 x P(DU)

C2+1484
C2+1235
C2+15O0

= $ 735

Si el ingeniero selecciona 3 unidades como capacidad inicial de la 
tuberia secundaria, y que la demanda real es de dos unidades, no habra 
costo adicional, o sea, no habra dafio. Pero si la demanda real es de 
cuatro unidades los dafios debido a la expansidn de 3 o 4 unidades son 
de $ 1500 y los dafios esperados son:

.39.

s[costo inicial + dafios esperados =
- costo 2 unidades +. 1484 t

C2 
C2+1500

C2 
+ 500

Capacidad 
inicial 

selecciona. 
da o (1)

El costo total esperado a cada capacidad de disefio es igual al cos 
to inicial mas el costo esperado de los dafios.
leccion de 2 unidades com© capacidad inicial, el costo total esperado 
es de:

El cSlculo de los costos totales esperados se resumen en la tabla 
siguiente, donde C2 - cost© inicial de la seleccion de una. capacidad i_ 
nicial de 2 unidades.



I

.40.

Programacion de ConstrucciSn

[bperacion II=

I
II

M_ =

#•

$

5

Figura 17

[bperacion
[bperacion

requiere 5 dias] 

requiere 5 dias^

H M 
a 
3 o
2 <u 
o4

costos de expansion.

Ejemplo 40.

(9) g(10)=

iimilllfe

[bperacion I requiere 6 diasj
= [bperacion II requiere 6 dias]

[bperacion I requiere 4 dia^ 
requiere 4 diasj

"6
N6

Mu

(9) t( 1Q)^|

=(10)g (11)

M4
*4

z
N4

N6

Operacion I
Me o

Un contratista debe seleccionar una estrategia para un trabajo de 
construccion. Deben realizarse dos operaciones I y II sucesivamente. 
Cada operacion puede requerir 4, 5 6 6 dias para ser cumplida. Defini. 
mos los siguientes eventos;

M5
N5

. Espacio muestral para
(MiA N.)

N5



*

a

6

= 0»2

0o5

0o3

son independien-

5

9

(costo de 4 dias) P(M.,/A) + (cost© de 5 dias)<•

65

.41

P(MU/A)

P(M_/A) o
P(M_/A)0

en 5 dias (M^) qs 0,5 y en es 0.3, o sea

y m6

De una manera analoga asigno probabilidades a todas las posibilida. 
des com© se muestra en la tabla 2. Las probabilidades asignadas re - 
flejan la posibilidad de terminar el trabaj© mas rapidamente a una ve_ 
locidad de costo mas alto.

El espacio muestral que admite (M.AN.,); (M.fiN ), .(M N_) co- 4 4 4  b o
mo eventos elementales se muestra en la figura

Cada operacion puede ser realizada a tres 
diferentes velocidades, cada una a un costo diferente y cada una con. 
duciendo a diferentes verosimilitudes para el requerimiento de tiempo. 
Ademcis si el trabajo no estS terminadb en 10 dias, el contratista de- 
be pagar una multa de $ 2000 por dia.

M5

P(M_/A) + costo de 6 dias) P(M_/A)

El contratista asume que los eventos 
tes de los eventos N.,, N_ y N_.HD o

Los costos esperados E (C^/j) de la construccion de la fase i, da. 
do la velocidad j, pueden ser calculados. Para la operacion I con 
la velocidad A, o sea, para i - I y j - A, obtenemos:

El contratista juzga, en base a su experiencia, que al trabajar 
la velocidad A su probabilidad de terminar la fase I en 4 dias, even- 
to es solo 0.2, en 5 dias (M^) qs 0,5 y en 6 dias M
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Operacion

t=6 diast-U dias. t=5 dias Suma
$I A 200 0.30.2 0.5

I 0.1B 0.6240 0.3
1.0I C 0.4 0

II D 0.4 . 0.5 1.0
II E 0.3 1.0300 0.4
II F 0.1 1.0400 0.6 0.3

o sea:

1020 $

gue:

6 sea:

*

1.0
1.0

280
200

Costo/ 
dia

O.j6
0.1
0.3

3

Probabilidad de tiempo requerido 
"'“t/j’ y P(W

Tabla 2.

E(CII/F)

.42.

E(C /A) - (2OOx4)(0.2) + (200x5)(0.5)+(20Ox6)(O.3) = 1

Veloci. 
' dad

Cij

~ (costo de 4 dias)P(Nu/F) +(costo de 5 dias) P(N /F)

+(costo de 6 dias) P(Ne/F) o

De unamanera similar el costo esperado para la operacion II con 
la velocidad F, o sea9 con i - II y j = F, puede calcularse com© si-

Costo/dia, , de la operacion i a la 
velocidad j y probabilidades asignadas 
a tiempo requerido.

De igual modo se puede calcular los costos esperados para cada o- 
peracion i a la velocidad j. Estos costos se presentari en la tabla 
3.

E(Cn/F) =• (4OOx4)(0.6) + (4OOx5)(0.3)+(4OOx6)(0.1) = 1800 $



OperaciSn i

IncJ-uiremos es_

Una estrate0

*
obtenemos para la estrategia9

5
•V

P(T=9 dias/AD) [<M4n n5)U (m5a nu)]
- P |7M4AN5)A(M5AN4)J

I
II
II
II

I
I

D
E
F

A
B
C

$ 1020
1152
1232
1080
1500
1800

Los costos de la tabla 3 no involucranlas multas en caso de que el 
o sea, en 10 dias.,

Con la asuncign de la independencia de las M y las N' podemos calcu. 
lar las probabilidades de que las diferentes combinaciones de opera - 
clones o estrategias requieren un nfimero dado de dias 
gia puede consistir en la operacion IA y IID lo que denotaremos por 

Utilizando los dates de la tabla 1

Tabla 3»

ADo
AD,

= p

E (C^j)

P(T-8 dias/AD) -

trabajo no este terminado a tiempo, 
tas multas de la siguiente manera:

Velocidad j

P(M4/A) P(N4/D) =

= P(M.,fl N ) + P(MCA N) -

donde T es el tiempo total requerido por la realizacion de la opera - 
cion I y II„ Un tiempo total T = 9 dias se obtiene con M., f\ Nc 6 con 
Mj.n de modo que;

P pMu/A)n (Nu/D)] S
- 0o2 x 0„l - 0„02

Costo esperado E(C.;) de la construccion de 
la fase i a la velocidad j
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P(Ts9 dias/AD)

P(T=11 dias/AD)

E (inulta/Aiy *
+ (2000 $/dia

[multa/AD] 740+600 = $ 1340E

Para la estrategia CF tenemos:

0.04

se pue.
o

= (0.3)(0.5)=
= 0.15

s

Con una multa de $ 2000 para cada dia en exceso de 10 dias, 
de calcular el valor esperado de la multa para la estrategia AD, 
sea:

pfiX/AM (N_/D)T 
“T O

(0o5)(0ol)+(0.2)(0»4) = 0.13

12 dias.

_ p

x 2 dias).P(12 dias/AD).

.44.

'"5 

P(T=

= P(M_/Q).P(N_/F) = (0)(0.1) = 0 
D O

1 dia)i(T=ll dias/CF)+(2000 $/dia x

- (2000 $/dia x 1 dia).P(T=ll dias/AD) +

- (20O)(0<,37)+(2O0Ox2)(Ool5) -

[JX/AJA (IL/Dj] + 
O *T

=P(M_/A).P(N11/D)+P(M11/A).P(N_/D) -O 4 H O

Como los eventos (MaA N_) y (Mefl N ) son mutuamente excluyentes la 
*T U D *T

probabilidad de su interseccion es nula, de modo que

Las multas son asociadas a tiempos de construcciSn de 11 y 12 dias 
o sea T = 11 dias y T - 12 dias. Para la estrategia AD:

P(T= 11 dias/CF) - P [(M5/C)n (Ng/F)] + p[(M6/C) A (Ng/F j]
= P(M_/C).P(N_/F) + P(Mc/C).P(Ni:/F) = (0.4)(O.l)+(O)(O.3) = OO 0 0
P(T= 12 dias/CF)=p[(M6/C)A(N6/F)]
E [(multa/CF)]- (2000 $/dia x
x 2 dias)oP(T=12 dias/CF)=(2OO0)(O„04)+(2OOOx2)(O)=8O+O = $ 80.

= P[(M5/A)A (Ng/D)]+ p[(Mg/A) A (Ng/D)]
=P(MC/A).P(N /D)+(P(M_/A).P(NC/D) - (0.5)(0.5)+(0.3)(0.4) =0.37 O 0 0

12 dias/AD )=P[(M6/A) A (Ng/D)j = P(Mg/A) ,P(Ng/D)
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Estrategia Multa esperada para■T5'S '

(T=ll d/mn) (T=12 d/mnmn 12 dias

$ 13400.15 7400.37
0.09 900

400
0.34 680

BF 220
CD 0 400 4000
CE 0 240 0 240
CF 0.04 0 80 0 80

El cost© total esperado de la estrategia AD es igual a :

eE.Cj/a^
1020 + 1080 + 1340 ? $ 3440

Para la estrategia CF tenemos :

'-A

BD
BE

AD
AE
AF

0.20
0.12

0.22
0.09

0.27
0.14

440
180

540
280

600
360

120
40

120
200

Multa espe­
rada total 

para 
mm

880
560

Tabla 4

La estrategia optima esla que tiene el costo esperado total mini.
mo. '

0.03
0.05
0.03:
0.01

+ E [multa/CF] == E

E [AD total] =

11 dlas?

De una manera similar se obtiene la multa esperada para cada es - 
trategia. Los resultados de tales calculos se muestran en la tabla 4.

[Cj/C] + E [Cn/F]
=1232 + 1800 + 80 = $ 3112

E [pF total]

E [AD tota|] = + [Cjj/dI + E [multa/AD[

Los cdstos esperados totales de las estrategias se presentan en la 
tabla 5.



/mmj= E[Cj/m]+ Etc^^/n] E[multa/mm] E[nm totalj «

$AD 1020 + 1080 3UU013402100
AE 900 34202510
AF 32202810 400
BD 1152 + 1080 880 31122232
BE 1152 + 1500 560
BF 1152 + 1800 220X

CD ■ 1232 + 1080 4002312X

27321232 + 1500 2972240X

1232 + 1800 31123032 80X

En la;tabla 5 se puede . apreciar que la estrategia optima es CD.

■»

Go TEQREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

: P(A)

de0

Estrategia 
mm

CE
CF

1020 + 1500
1020 + 1800

2652
2952

3212
3172 
2712*

+P(AAB ) n

terseccion de A con los eventos B 
la siguiente manera:

Tabla 50

<>46 o

0 0 0= P(AA B )+P(A.ABJ+P(AA B.)+ . O

Dado un conjunto de eventos mutuamente exclusives y colectivamen 
te exhaustivos,B^s B^j ...,B , se puede siempre realizar la expansion 
de la probabilidad P(A) de un event© A de la siguiente manera:

En la figura 18 se presents un diagrams de Venn9 ilustrando la in- 
La ecuacion se puede escribir

Los costos esperados son costos ficticios que se utilizan para com 
parar varias alternativas„ De adoptar la estrategia CD los cestos 
reales que tendra que pagar el contratista no serial $ 2712, sino el 
costo de las operaciones I y II ejecutadas en 4, 5 6 6 dias mas $ 2000 
por cada dia real en exceso de 10 diaSo



P(A)
* 6 sea:

event© A

a

sus

Demandas AleatoriasAditivas de Sistemas Ingenieriles«

B n

0 o

0 0 0

?An B^

Diagrama de Venn ilustrando la interseccion 
del event© con un conjuntd de eventos mutual, 
mente exclusive y colectivamente exhaustive.,

Figura 18»

Este resultado se conoce come el 
tales"o 
probabilidades condicienales 
mutuamente

lo

+P(A/B )P(B ) n n

O 0 0

"teorema de las probabilidades to.
Represents la probabilidad de un evento en termines de 

, condicionadas per un conjunto de evento 
exclusives y colectivamente exhaustivos«

Ejempl© Ui,

AAB2

= P(A/B1)P(B1)+P(A/B2)P(B2)+.

B1

P(A) ~

B2

B.i

n
E P(A/B.)P(B.) 

i=l 1 1

Concept© de Demanda y Capacidad en Ingenieria
Consideramos el problema generalizado del disefio en ingenieria ci. 

vil en la que se debe preveer "capacidad" para una "demanda" probabi- 
listicae La naturaleza de la demanda y de la capacidad varia depen - 
diendo de la situacion., A continuacion sb presentan varies ejemplos 
de "capacidad" y su correspondiente "demanda", comtinmente encontradas 
en ingenieriao

Este teorema es a menudo titil en problemas donde puede ser mas fa- 
cil obtener las probabilidades condicienales de un evento, dado un 
conjunto de eventos que la probabilidad del evento mismo.



"Demanda"
&

ca-^

(
■ss

"Capacidad"
Un edificio o un elemento estructural.
Dimension del aliviadero de una pre- 
sao’^c
Niimero de canales de una autopista.

En muehos cases es factible que el ingeniero tenga la posibilidad 
de utilizar en su disefip varies tipos de capacidad como capacidad pri 
maria, secundaria, con diferentes costos unitarios y con capacidad to 
tai igual a la suma de los tipos de capacidad utilizados., En tales

Una cargao
Una avenida en 1 punto de un 
rio o
Un nlimero de usuarios durante 
una hora de punta del trafico0 
Una cantidad de agua de riego 
requerida de un embalse por un 
patron de cultivoso
Una cantidad de agua requerida 
por varies usos en una region 
dada«

Un disefio para cero dafio bajo todas las posibles condiciones de de. 
manda, o sea, para la demanda maxima posible, es imposible o prohibi­
tive en vista del alto costo asociado con el y de las limitaciones de 
los recursos economicoso AdemSs no es siempre posible definir 6 iden 
tificar todas las posibles demandas debido a nuestra incapacidad de 
pronosticar sus estados futures. Bajo estas condiciones el disefio 
mas adecuado consists en un compromis® entre el costo inicial y el 
costo de los dafios futures potenciales asociados a esta capacidad

La demanda es generalmente incierta9en particular, la demanda maxi, 
ma posible nunca se conoce con certeza» El ingeniero se enfrenta al 
problema de proveer, para una demanda rodeada de incertidumbre, una 
capacidad a la cual esta asociado un costo inicialo Ademas,

capacidad se registran dafios imputables a la 
inadecuacien de la capacidad provista y cuyo nivel y costo dependen 
de esta Ultima„ A mayor capacidad, o sea, a mayor costo inicial co - 
rresponde un costo menor de dafios potenciales o

El volumen maximo de agua almacena- 
ble en un embalse o dimension del 
embalseo
Dimensiones de varios embalses,po - 
zos, plantas de desalinizacion, 
nales de derivacion del agua.
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mas

usar
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.49.

La armazon de un edifici© debe poder sestener una carga sismica mo 
derada sin dafios visibles a la estructura. Sin embargo durante:un te 
rremoto mayor y de rara ocurrencia, una estructura bien disefiada desa 
rrollara resistencia secundaria involucrando grandes deformaciones 
plasticas y algun nivel aceptable de dafios a las ventanas y partici©* 
nes.

cases se registran dafios, usualmente moderados, si es necesario i 
la capacidad secundaria, mientras que incurren dafios mas severos 
la demanda sobrepasa la capacidad total provista. A continuacion 
presentan algunos ejemplos ilustrando posibles tipos de capacidad 
l©s costos de dafios asociados.

A veces se utiliza 
em- 

sea 
del 

abrasion y 
del. aliviadero y del caude del rio^ e inunda-

Si la capacidad total

Las presas pequefias son comGnmente disefiadas para dos o mas niveles 
de frecuencia para proveer un aliviadero y asegurar un borde libre ade 
cuado. Las demandas para ambos tipos de capacidad son avenidas de co- 
rrespondiente a diferentes niveles de frecuencia.
una avenida mayor para la determinacion de la capacidad total del 
balse o borde libre. En caso de usar la capacidad secundaria, o 
que la capacidad primaria correspondiente a la avenida de disefio 
aliviadero esta sobrepasada, solo pueden ©currirse dafios 
erosion del material 
clones de tierras aguas abaj© del aliviadero.
(incluyendo el borde libre) esta sobrepasada per una avenida se regis 
tran los dafios mencionados arriba a un nivel mas sever©, mas inunda- 
clones aguas arriba de la presa; ademas la presa puede dafiarse a tai 
punt© que puede ocurrir su destruccion parcial o total.

A menudo un sistema de abastecimiento municipal de agua utilizando 
las.aguas derivadas deun rio, inclpye-una capacidad secundaria en te£ 
mines de una bateria de pozos de los cuales se bombea agua subterra *

En caso de que sea necesario usar la capacidad secundaria Ips 
de dafios podrian incluir los cpstos de ©peracion de una ©

nea. 
costos 
bombas.
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Suma

Qo6 0o
0
0
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Calcular las probabilidades de los eventos Aa.

nivel de la

d.

•v

Problema
Supongamos que la demanda surge de dos fuentes A y B y que el in. 

geniero asigne las probabilidades que se muestran en la tabla 6.

Probabilidades condicionales de (A4/B^.) y 
probabilidades de B

OoU
0o5
0o2

P(B.) J

1.0
1.0
1.0

0.3
0

0.2
0.8

0.7
0.2
0.1
0 
1.0

0 o o

e.

c.

1 o O3

f.

Tabla 6.

b.

0 0 o 0 0 0

A 100

P(A./B.)i 3
A300 A, 400

■p 
100
B200
B300
B40Q

200

Calcular e interpreter las probabilidades de.los eventos elements 
'les del espacio muestral desarrollado en (©)„

Suponiendo que la capacidad primaria puede ser provista a $ 1000 
por unidad y que la capacidad secundaria tiene un costo de $ 
100.oo por unidad. Si la demanda es tai que la capacidad secunda

Como se puede apreciar en la tabla 6, las dos fuentes no son inde- 
pendientes.

-.J

. 50.

1“
Desarrollar el espacio muestral cuyo event© elemental es la inter, 
seccion A^A B..

Calcular las probabilidades de los eventos = 
demanda total es .
Desarrollar el espacio muestral condicional del evento = [el ni­
vel de la demanda A es i y el de B es j dado que el nivel de la 
demanda total es kJ.



<'

Solucidn3 o

a 0

«

/B

b 0

Las probabilidades de los eventos pueden calcularse utilizando 
el teerema de la probabilidad total, o sea que,

051o

)p^B200

ria debe ser utilizada, el costo de los dafios asociados es $ 1000 
ppr unidad utilizada„ Si la demanda excede la capacidad total 
(qapacidad primaria mds secundaria), o sea en caso de falla, el 

i
costo de los dafios (falla) es $ 2000 por unidad de exceso sobre 
la capacidad total. Las alternativas de disefio incluyen cualquier 
combinacion de 0 a 700 para capacidad primaria y de 0 a 700 para 
capacidad secundaria.

300>P<B

P*A300

P(\oo
P<A100

)+P(A200P<A200 )P<B100

)P(B,

7 200
+ 'P(A,

P^A200

)+U200

De igual pianera calculamos

) - (®.4)(0o7)+(0o5)(0.2)+(0.2)(0.1)+Q= 0.40
) (0)(O.7)+(0.2)(O.2)+(O.8)(O.1)+O q.12
) = (0)(0.7)+(O)(O.2) + (0)(O.l) +0=0

^B200/B100
^OO^UOO^^UOq)

)=(p.6)(O.7)+(O.3)(0.2) + (0)(0.1) + 0 =0.48

300^

Consideramos como event© elemental la interseccion A.A B.. Un es
1 . 3 ~pacio muestral bidimensional y discrete se muestra err la-figura 19.

NoB. En la tabla 6 se pufede ver que el ingeniero asigna cero como 
probabilidad. Existen dos interpretaciones de una probabilidad 
igual a cero , Primero, el evento puede ser simplemente imposible 
Segundp, puede ser posible, pero su verosimilitvi<J insignificante, 
y el ingeniero estl dispuesto a excluir este niveT del estudio ac_ 
tualg mientras manteniendo la opcion de asignar luego una probabi. 
lidad d|ferente a cero.
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400 -

'b300 -

A A200

100 -

una
se

es

= (A )400

A B

B.) = 
3

(800)

m
<u 
4-> c 
<D_ 
3 

Mh

nJ 
e—l

<D

0—1 
0) > 

•rl

Co

i j . -
es la suma de los eventos elementales.

Figura 19 <,

- (0.2)(Ool) = 0.02

o 52 o

,U(\oo
)+P(A,

P^A300 B3O0

200D 600
P(D600

P^A200 /B4O0

/B30O

200° Bi 
)"P(A2O0'' 

) =

200^

\ \ \ v60°)
\ *\ *\(500) 

(200) C300) \400)
4---—J----- 1-----1--------
100 200 300 400

Nivel i de la Fuente A

Espacio muestral del evento elemental (A^.
(el nivel de demanda de la fuente A es i y el de 
la fuente B, 3°)«

/ 03

linea identificada por el valor de k entre parentesis. Puesto 
que los eventos elementales (A.A B.) son mutuamente exclusivos.D, 13 k

la union de los (A^O B^) tales que i+3 = k, y la probabilidad 
de es la suma de los eventos elementales. Para k = 600, tene- 
mos:

- [la demanda total es kj9 esta constituido por
En la figura 19

)U(A300

~400^+P^A300

P^A2O0?ZB4O0^P^B4OO

P^A300>ZB3OO^P^B3OO^

El evento D, k
coleccion de eventos elementales (A^AB^.)
han agrupado aquellos puntos de igual valor de k, 3°untandolos por
una

B400

) =

nB300

A B300 400n B

) = 0



(0o2)(0a2) = QoOU)P(B

0<,06

Los

200 0
300
U00
500
600
700
800

fK

0*

)

Para los tres puntos del espacio muestral tenemos:

!

0.42
0.34
O. 10
P, 06
0o08 
0___
1.00

Probabilidad
P(Dk)

Nivel k de la demah 
da total D, . k

Tabla 7.

d.

.53

La probabilidad del eventp condicional [a^ 
como:

^A400A B200^° 
la figure 20.

De una manera similar calculamos las probabilidades P(D^). 
resultados se presentan en la tabla 7.

)”P^A4Q0 200^ S<XB200)”P^A400/B200

- 0 +0.02 + 0.04 s

PpA.AB./D^J .

El espacio muestral de), evento condicional pA^A B. es el
conjunto de aquellos eventos que producen una demanda total de 
600; o sea, los tres puntos (A^A B^), <A3Oo^B3Oo) ?

.A B„„„). Este espacio muestral condicional se ilustpa en

FtAiA BinD600 

P^D600^

P^A400

P^D600^
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.0

300 "

200
(£00)

100 “

)P(B,) ipE(a. 60'

B - 0

pf(A,

que el event© D ) tenemos:Puesto incluye el event© (A,600

) *PpA, £

a

P[(A S 0.33

__L 
100

De una manera similar obtenemos: 
i

I I
200 300

Nivel i de la fuente A

'uoo^^eo-lP-

SOO^GOip"

0
Oo 06

r 
uoo

(0o2)(Qol)
0o 06 L

60(3

BA200‘

Figura 200

300>

o 54 o

200A B

'300^ B

A n 
300 300

400 5

SOO^ B

300^ B

'400^Bi

^soo1

P'A3Oo/B3OO^P^B . ..
6001

(\ B> -400
600'

...n d
_______ ■ I

600^
B300f 

pTd
eoo^

200 ^<0(3 "

Espacio muestral condicional de los eventos

300)/D

P(A200- 
P(D

P(A200/B400
P(600)

pq

©
•P .
§ 400
£

<u

°n

H 
0

P(A300^ B300 

P(D600-
/B

P(D



200n b = 0.67*

pAjA :

Suma s 0 + 0.33 + 0.67 = 1.00

f.

NUT

» P son:

CP = 1000 NUP

100 NUSCS
= 1000 NUP + 100 NUS

el

CT = C P

(0.2)(0.2)
0.06

UOO^D6O(3 *

200^60 J =

Si la demands 
costo de los dafios es nulo.

Designamos por NUP y NUS el nGmero de unidades de capacidad pro - 
vistas para la capacidad primaria y secundaria respectiy&mente.La 
capacidad total es:

+ C s

.55

Interpretacion de las probabilidades P

- NUP + NUS

de las capacidades primaria, se­

es inferior o igual a la capacidad primaria.
Si la demanda D. excede la capacidad K

200n B
son mutuamente exclusiyos^

P^AUOO^B2OO^P^B2O0^
P (600) =

Los costos iniciales C , C y C^ P s t cundaria y total respectivamente

Por otra parte, las probabilidades incondicionales de los eventos 
(A200A B400)* (A3O0n B300) y reSpe£ 
tivamente. Las probabilidades condicionales [(A^ Bj)/D6oJ son 
simplemente estos valores normalizados dividi^ndolos por 0.06 pa­
ra sumar l.O.

Puesto que los tres eventos condicionales £(A, 
L(Aoa-A Bo_n)/D_-Jl son mutuamente exclusivos. y colectivamente ■ oOu 300 oOQJ 
exhaustive!?, la suma de sus probabilidades debe ser igual a 1.
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CD = cuando < NUT

1000 (D, -NUP)P(D, ) cuando < NUTk k

es:

CF cuando k > NUT

Su valor esperado es:

CEF 2000 (D. cuando > NUTk

aso -
cost©

+ CED + CEF

5nut

Si la demands excede la capacidad total, se registra una falla y 
el cost© CF asociado con una falla

primaria de modo que se utiliza la demanda secundaria, sin exce - 
der la capacidad total, los costos de los dafios CD resultantes se 
rein de:

- NUT)

Dk

NUT
E

D, >NUP k
1000(D -NUP) K

- NUT)P(D ) K

NUP < D, k

GET = C

Su :Valor' esperad® es

NUP< D. k

2000 (D.KD, >NUT k

= 400 unidades, una capacidad se- 
tenemos:

Entonces el cost© esperado total es igual a la suma del cost© ini 
cial de la capacidad total, del cost© esperado de los dafios 
ciados con la utilizacion de la capacidad secundaria y del 
esperado de una falla, o sea:

Para una capacidad primaria NUP 
cundaria NUS - 200 unidades.

NUT
CED - E

A '-



100 NUS
CT = CP + CS

)+1000CED -

-400) P(D

)+2000(D )CEF

200(700-600)(0o08)+200O(8OO-6OO)(O)

CED = CT’+ CED + CEF

s> 420000 + 22000 $+ 16000 458000£ 5

el

CET

800 
£ 
600

= 22000

<,57.

kJ600) —

CED « 1000(500-400)(0ol)+1000(600-400)(0o06)

= 1000(D
600
£

b; 4ook
1000(D, -400) P(D, ) . K K

= 16000

- 420000

- 400 + 200 x 600
' - 1000 (400) = 400000
~ 100 (200)- 20000
= 400000 ‘ + 200000

(D600

2000(D -600)P(D. )=20OO(D,nnK K /. v U «A„-600)P(Dnnrt800 800

500-U0Q)P(D500

NUT = NUP + NUS
CP - 1000 NUP
CS

s
Dk

CEF =

Se repetiran los calculos para todas las combinaciones de 0 a 700 
para capacidad primaria y de 0 a 700 para capacidad secundaria.La 
combinacidn que tenga el costo esperado total,CET, minimo es 
disefio optimo. A continuacidn se presents un programa escrito en 
F0RTRAN IV para la determinacion del costo minimo y de las capaci. 
dades primaria y secundaria optimas. La solucion optima se obtu- 
vo para una capacidad primaria de 0 y una capacidad secundaria 
300 unidades, correspondiente a un costo de 363.999.7. La solu - 
cion se presenta en la tabla 8.
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BANCO DE PROGRAMAS
I . ESPECIFICACIONES DE ENTRADA

NOMBRE DEL PROGRAMA CODIGO Capacida

Nombre del Campe Formate Factor
Hast a

1 1 2 IMP A2 1 A
2 1 5 DIV F10.2 1 N
3 1 5 M 15 1 N 3
3 6 15 B(l) F10.2 7 100.0N
3 16 25 200.0
3 26 35 300.0
3 36 45 PB (1) 0.7
3 46 55 PB (2) 0.2
3 56 65 PB (3) 0.1

14 5 N 15 1 4N
4 156 A(l) F10.2 7 N 100.0
4 16 25 200.0
4 26 35 300.0
4 36 45 400.0
4 46 55 0.0
4 56 65 0.6
4. 66 75 0.4
5 1 10 F10.2 7 N 0.0

115 20 0.0

Preparado per:Orlando Puleo PROGRAMA:

Tipo 
de

Date

CSdigo

Columnas de 
la tarjeta 
Des de

A(4)
PADB (1,1)
PADB (2,1)
PADB (3/1)
PADB (4,1)
PADB (1,2)

A(2)
A(3)

B(2)
B(3)

SI 
\100.0

N° Observaciones
Valor en el 

ejemplo

CENTRO INTERAMERICANO 
DE DESARROLLO INTEGRAL 

DE AGUAS Y TIERRAS 
CIDIAT



»
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NOMBRE DEL PROGRAMA: CODIGO:Capacida

FactorNombre del Campo Formato

0.321 305

7F10.2

F10.2 4 N

CUF
215 NNP

8 NS
F10.2 2 NDELTUP8

308 DELTUS

CddigoPrograma:

Tipo 
de 

Dato

Preparado por: Orlando Puleo

V.

5
5
5
5

Columnas de 
la tarjeta 
Desde Hasta

1
11
1

11
21
31
1
6

11
21

40
50
60
70
10

PADB{2,2) 
PADB(3,2) 
PADS(4,2) 
PADB(1,3) 
PADB (2,3)
PADB(3,3) 
PADB(4,3) 
CUP
CUS
CUD

BANCO DE PROGRAMAS 
ESPECIFICACIONES DE. ENTRADA

6
6
7
7
7
7
8

31
71
51
61

20
10
20
30
40
5

10
20

0.5
0.2
0.0
oTo
0.2
0.8

1000.0
100.0

1000.0
2000.0

8
8

100
100

N°

CENTRO INTERAMERICANO
DE DESARROLLO INTEGRAL 

DE AGUAS Y TIERRAS 
CI DI AT

Observaciones 
Valor en el 

ejemplo
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TEOREMA DE BAYES

Ademcis

y

P(A)

Entonces

SegGn el teorema de la probabilidad total

P(A)

Entonces

Alternativamente

P(B /A)

P(B./A) 
3

P(B.ftA)

P(A/B ) P(B.)
3

P(A/B.)P(BJ

P(A/B.)P(B.)3 1

P(AA B )• -

n
E P(A/B.)P(B.)3 3

H.
Consideramos un evento A y un conjunto de eventos mutuamente ex­

clusives y colectivamente exhaustivos B„, B_....,B.,...,B y estima - 1 2 3 ’ ’ n J
mos la probabilidad condicional de u»evento
to que la interseccion de dos eventos A y B. es la misma que la escri. 
bimos como

P(AA B J =

P(A/B.)P(B.).
mJ.... —

P(A)
P(B./A)

P(BjA A) -

(A A B,,) o como B.AA) tenemos:
3 3

= P(A/B.) P(B.)
3 3

3=1

3
I. es 
3

P(B./A)P(A)

n
£ PCAH B.) 

3

n
= E

3=1

De all! sacamos:
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GENERALIZACION DEL TEOREMA DE BAYESIo

La regia de Bayes puede ser generalizada en aplicaciones practi- 
cas, al llamar la clasificaeion de n estados de de la naturaleza y 
al considerar que alguna muestra generalizada ha side observada, con

+P(A/Bo)P(B )+.
P(A/Bo) P(B.) 

p(b„/a)= ...  . .... 3 . ...
J P(A/B )P(B )><A/B )P(B )+ooo oo+P(A/B )P(B ) n n

La regia de Bayes ayuda a restarle importancia al metodo que se u- 
tiliza para la asignacion de probabilidades9 o sea, el origen de las 
medidas de probabilidad9 puesto que cualquier probabilidad prior pue­
de ser revisada para incorporar a ella nueva evidencia o experiencia. 
Cuando el ingenier© asigna una probabilidad que no es idintica a la 
probabilidad empiricag, la difereneia indica el grade en que elementos 
de evaluacion subjetiva © personal sean involucrados <, Puesto que : en 
la prdctica nunca es posible obtener probabilidad objetiva o empirica 
para todos los eventos que integrals un proceso de decision, se consi- 
dera muy valioso el enfoque Bayesian© porque permite incorporar la e- 
valuacion subjetiva o personal del ingeniero en el an£lisis»

Este resultado es conocido com© regia o formula de Bayes y tiene 
muchas aplicaciones en la ingenieria donde las decisiones se toman 
frente a la incertidumbreo En particular, la formula de Bayes provee 
el metodo para incorporar nueva informacion a asignaciones previas de 
probabilidades, llamadas"pr©babilidades priores" para obtenernuevos 
valores para las verosimilitudes relativas de los eventos de interes 
para el ingenier© <> Estas nuevas probabilidades condicionales calcula 
das mediante la formula de Bayes son Hamadas "probabilidades poste - 
riores". En la formula de Bayes P(Bj/A)es la probabilidad posterior 
que es un a juste de la probabilidad priores P(A3 por las probabilida. 
des condicionales P(A/B3, o sea, las verosimilitudes de adquirir la 
informacion A dado los valores posibles de la variable B□
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La regia de Bayes se escribe:

6 sea:

6

20002

30002

uooos

Tabla 9.

Muestras cilindricas de concrete deben ser cortadas del edificio y 
pf^obadas para ayudar en la determinacion del estado verdadero. El in 

Mt*

0.1
1.0

0.3
0.6

Probabilidad prior

n
E 
j=l

resultados Z.. i

____ P(muestra/estado) P(estado) ____ .
' E ' P(muestra/estado) P(estado) 

todos los estados

Estado1 ■'Gfc^assible 
psi

P(Z./G.) P(9.)i 3 J

P(ZJQJ P(0.)

P(estado/muestra) =

91
S2
©

P(0./Z.) =3 i

Se investiga un edificio construido de concrete armado 
para defe^minar su adecuacifin para uso futuro. El ingeniero ha estu- 
diado 'la apariencia y el comportamiento anterior del concrete y, ba - 
sandose eh su experiencia y su juicio profesienal, decide que la cali. 
dad del* concrete puede ser clasificada como 2000, 3000 6 4000 psi 
(con referenda a la prueba canon de resistencia de un cilindro de 

. pulgadas por 12 pulgadas despuSs de 28 dias), AsignS las siguientes 
verosimilitudes relativas o probabilidades a estos tres estados de la 
naturaleza del concrete. (tabla 9).

Ejemplo 42.
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2
gue;

Rfisistencia de muestra

Q°2

0.6

P(resistencia muestra/estado)

una

(

w*

indiea

Q°7

0.3
(favorece 2000 psi)
(favorece 3000 psi)
(favorece 4000 psi) 0

1.0
0.2
i»0

0 =4000 psi

;o
0.3
0.7
1.0

i’

Tabla 10.

0^^2000 psi 02^3000 psi

P(Z2/0

p(Zi/©2=3000)

P(Z,/0.)3 i

s P(resisteneia muestraeSSOOjfavoreciendo 3000 para
28 dias/estado real @ = 3000) 0.6

Z1
Z2
Z3

2=3000)

- P(resistencia muestra®2SOO,favOreciendo 2000 para
28 dias/estado real © ~ 3000) =0.2

geniero cree que tales muestras dan una prediccion razonablemente con 
fiablej pero no terminante. Consecuentemente asigna probabilidades 
condicionales a los valores posibles de la resistencia de las mues­
tras Z^, Zn 6 Zg como pronosticador del estado desconocido, como si -

sea Z2 s 
3000 psi, es 0.6

Puesto que la resistencia del concrete aumenta con el tiempo, 
resistencia de las muestras de, por ejemplo, 3500 psi sugiere que:- la 
resistencia de 28 dias, que se utilize para el disefio era probablemen. 
te de 3000 psi.

Se puede interpretar las probabilidades P(resistencia muestra/esta. 
do) de la siguiente manera. Si el valor verdadero de la resistencia 
de 28 dias del concrete es 3000 psi; la t^cnica de tomar una muestra 

esto solo 60 por ciento de las veces„ La probabilidad de 
cometer un error es de 40 por ciento dividido entre Z^ y Z^. En o - 
tros terminos, la probabilidad de que la resistencia de la muestra 

3000 psi dado que el estado verdadero de la resistencia es 
, o sea:
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• Leis

9

S

S 0.635

0.365s

31 3 0

»

0(0.1) 
! 0.33

_____________ (0o7)(0.3)
(0.7)(0.3h(0.2)(0.6) + (0)(0.1)

(Q.2)(0.6) 
0.33

- °°21
0.33

P(Z^/©o=U000) P(©,=4000)
“T"

E
1^1

= U000 psi

- HOOO/Zj^)

= P(resistencia iriuestra=4500,favorecierido 4000 para
28 dias/estado real 0 s 3000) - 0.2

P(Z,/0 1
3 
Z

i-1

4OOO)P(0_=4OOO) o

PCop
P(02 = 3000^)

-2^00/Z^)-

P(Z-/0_-3OOO) o 2

P(Z1/01) P(©i)

El ingeniero toma una segunda muestra que resulto en Z^ favorecien 
do una resistencia de 28 dias de 3000 psi. A este punto sus probabi- 
lidades priores a la segunda muestra, son 0.635, 0.365 y 0. Las pro- 
babilidades posteriores, dado que la segunda muestra favorece a 3000 
psi son:

P(0qo

P(01

PCz1/©1)

2000/z ) =X

J2=3000)P(Q2=3000)
11 ....... ' ■ £

P'Zl/®is20OO)p(ei

Una muestra es tomada y su resistencia determinada como 2500 psi , 
favoreciendo una resistencia de 28 dias de 2000 
probabilidades posteriores condicionales de la resistencia verdadera o 
estado real ©, dado que la muestra favorece a 2000 psi son:

p(Z1/©i“2b0°) P(61-2000)
-2OOO)+P(Z1/©2-3OOO)P(02=3OOO)+P(Z1/©1

P(01 =

El resultado de la muestra ocasionS la exclusion de ©^ 
y un cambio de los pesos relatives hacia el estado observado, ©.
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*s

P(Z /Q.-3000)P(©2 2 5

P(ZJ9.) P(9./ZJ

0o535

s

I

*

Si el ingeniero toma una tercera muestra, estas tlltimas probabili- 
dades vendrian a ser las probabilidades priores a la tercera miifestra.

0ol9
0.41

(0.6)(0o365)
0.41

(0.3)(0) 
0.41

= 0.465

5 0

P(01-20OO/Z2)

2000/Z2)

3000^)

= 3000/Zg)

___ (0.3)(0.635)„
(0.3) (0.635)+(0.6)(0.365)+(0.3)(0)

P(©2

P(©2=3000/Z2) =

Las probabilidades posteriores calculadas arriba tambien pueden ser 
obtenidas considerando que las dos muestras constituyen una sola roues. 
tra9 o sea, suponiendo que ambas muestras se obtuvieron simultaneameii 
te.

= 4000/Z2)P(0Q

• 2
3£ : 

i-1

/
Ejemplo 43. En base a los registros de una estacion pluvidmetrica , 
un ingeniero responsable de un distrito de riego estima que la prpba- 
bilidad de que llueva mafiana es 0.7 y la iprobabilidad de que no llue- 
va 0.3. EscuchS por radio los pronosticqS del tiempo para obtener in. 
formacion adicional sobre el tiempo de mafiana. En base a su experien. 
cia previa con los pronosticos, encontro de que no siempre se cumplen 
y que las siguientes probabilidades condicionales describen la preci­
sion de los prohosticos.

p(z2/©.

£ P(Z /e.) P(9./Z )

P(01 -

'1-2OOO)P(01-2OOO/Z1)

i'“l2/wi
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if

*■

P s

p
sea

(pronostico lluvia)Z

Entonces

0o3

La formula de Bayes da:

- = 0.83£

21 V'T. 1' 2

4-

Pronostico 
lluvia

Prondstico 
no lluvia

lluvia mafiana
“no lluvia manana

Solucion
Las probabilidades priores son:

Estado
0.i

La probabilidad pedida es de 0.82.

(0.6)(0.7)
(0.6)(0.7)+(0.3)(0,3)

0.7
- 0.3

(©P
(©2)

i

P(Z1/91) ’ 0o6

91
92

p(©1/z1)

0.6 '
0.3

p(z;/9,) p(0j 11 1 
P(Z1/01^(01)+P(Z1/©2)P(02)

p(z1/02) =

i '

Ejemplo W. Un ingeniero usa bombas desechables altamente especia- 
lizadas y dificiles de construir en un proyecto de investigacion. De_ 
bido a los requisites especiales solo 65% de las bombas que recibe 
del fabricante son fitiles para el proyecto. Por lo tanto, idea un

op 
0.7.

Calcular la probabilidad de que llueva mafiana dado que el ingeniero 
oyo prohosticar lluvia a la radio. i
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i)

Solucion

(la bomba es Gt11)

(

P (U) = 0,65
0.75P (I)

P (I/U) 0.9£

= 0.78

Tenemos que calcuilar P(UZD.
Aplicgndo la formula de Bayes obtenemos:

P(I/U) P(U) 
P(I)

Entonces los datos del problema son:

11) de las bombas que 
inspeccion.

0.75 de las bombas recibidas pasan la ihspecciSn;
son Gtiles para el proyecto, 0.9 han pasado la

U =
I = (la bomba pasa la inspeccion)

P(U/I) -

proyecto de inspeccion que espera le ayude a seleccionar un alto por- 
centaje de bombas Gtiles entre las recibidas. Con el objeto de ver si 
el proceso de inspeccion es vSlido, lo pone en prGctica y continGa pro 
bando todas las bombas que recibe despues de ser inspeccionadas. 0b- 
tiene la siguiente informacion:

cCual es la prpbabilidad de que una bomba que ha pasado la inspec- 
ci6n sea Gtil?,

- Q"9 x o»65". 0.75



VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONESV.
*

A.

x

La funciSn de distribucidn cumulative, F (x) es dadax
por:

= P (X -s xj

*

VARIABLE ALEATORIA DISCRETA Y DISTRIBUCION DE PROBA- 
BILIDAD (d.p)

Px

Ejemplo 45.

x
E

X ,4X1

.72.

p (X) = P(X = X)

F (x)X (X-P
En el ejemplo del nUmero de vehfculos parados 

frente al semfiforo de la esquina se puede haber asignado 
las siguientes probabilidades;

Si el ndmero de valores que puede tomar una variable 
aleatoria es contable, entonces se habla de una variable 
aleatoria discrete (v.a.d) y su distribucidn de probabi- 
lidad es representada por una funcidn de masa. Sea X la 
v.a.d.

Una variable aleatoria es una variable num^rica asociada 
a un experimento o un fendmeno y cuyo valor no puede ser 
pronosticado con certidumbre antes de realizarse el expe 
rimento o fendmeno. El comportamiento de una variable a- 
leatoria se describe por su ley de probabilidad que pue­
de ser caracterizada mediante una distribucidn probabi - 
listica, una funcidn generatriz de momentos o una fun - 
cidn caracteristica.

Sea X
y x un valor que puede tomar,entonces la d.p. se 

define Comop (x) o sea:
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*

(x) = <

saber 0 « pv(x) c 1 para toda x

X
0.3 _

x
0.2

&
0 1 2 3 4 5

1

<

_L 
6

0.1
0.2
0.3
0.2
0.1
0.1
0.0 .

x = 0
x = 1
X = 2
x = 3
x = 4
x = 5
x =6>7,8..

3.
4
5

0
0.1
0.3
0.6
0.8
0.9
1.0

PV(X) H

babilidad de una v 
a.d. 6 funcidn de 
masa.

En la figura 22 se plotea esta d^p. donde cada barra u 
ordenada es proporcional en longitud a la probabilidad de 
gue la variable toma ese valor.

La distribucidn de probabilidad debe satisfacer los a* 
xiomas de probabilidad,

£ 
todas x

Py (x)

Px

para *

Px(x) = 1

X <

La distribucidn acumulada F'^x) se presenta a continua- 
cidn en forma matemdtica y grdfica (figura 23).

a<b 
P (a < X £ b) = £

x>a

0.!
Fig. 22 Distribucidn de pro.

para <

x c 0
1 « x
1 < x < 2
2 « x
3 4
4 < x
5 4 x
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«

0.8

0.6
0.4
0.2

0
430

Fig. 23. Funcidn de distribucifin cumulativa de una v.a.d.

= 0.1 + 0.2 + 0.3 + 0.2 + 0.1 = 0.9

B

-1 
2

f
j

i
I -i
i
1

X
5

i
6

La variable aleatoria contfnua (y.a.c) puede tomar cual^ 
quier valor del eje real. Se utilize mucho en problemas de 
la ingenieria civil aunque la v.a.d. parecerfa mSs apropia- 
da debido a la limitacidn e inadecuacidn de los equipos de 
medicidn que requieren operaciones de redondeo y asi no dan 
valores continues.

t i I
J

I 
I

J

r
J. ■

VARIABLE ALEATORIA CONTINUA Y FUNCION DE DENSIDAD DE 
PROBABILIDAD.

—► X

4
I

x .<4i

El ccilculo se ilustra con la siguiente determinacidn de 
p F (4) . 

A

Fv(4)=P(x«4) =

Fx(x)
x 1.0

Px^p Px^0^+Px^^+Px^2)+px(3)+Px(4)
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es :

x

f (x) dx = 1x
se

F (x) = P(X 4 X) = /xf(u) du Entonces:x

f(x) =

y 11

o 40 50
Fig. 24. Densidad de probabilidad para el ejemplo 46.

00 
f
-00 " •)

la funcidn de distribucidn de probabilidad acumulada
define como:

0.25 -
0.20 .
0.15 ..
0.10 _
0.05 .

0 ..

Pfx.X X X2) —1

20X2

sin embargo se debe cumplir las dos condiciones siguien 
tes:
fv(x) >0

X2
2 fv(x) dx

X3lOx^.

d Fix)
dx

Partimos el eje x en segmentos infinit^simos de igual longi 
tud dx y definimos una funcidn f (x) tai que la probabilidad 
de que X tome un valor entre x y (x+dx) sea igual a f(x)dx. 
A la funcidn f(x) asf definida la llamamos funcidn de densi­
dad de probabilidad de la variable aleatoria contfnua.La pro 
babilidad de que x^ < X 

X 
f ' 
X1

P (X = x) =0 puesto que dx ha desaparecido.
f (x) no es una probabilidad sino una medida de la den- 

sidad o intensidad de probabilidad en un punto.
por ende, fx(x) no tiene que ser restringido a valores 
menores que 1.

x
— co
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Jjo.

%

100.15 10 « x < 20

y =s
X0.15 20 « x < 50

0

y.dx = 1
Calculamos y dx

x00 dx + dx

2
- 10x10)3+0.005= 0.015 [( - 10x20)-(

[(50x50 - )1

=0.015 [(200-200)-(50-|00)]+0.005 [(2500-1250)-

-(100-200)]

x - 
“ny

00-L

00-L

(20)
2

50 -
—^0

(50)—r

50 -
30-

Para que esta funcidn constituya una funcifin de densi - 
diad, se debe tener:

20 
dx = f ■ 0.15

10

+ 0.005 [50x

x-10-nr'
2 

= 0.015[ J

Ejemplo 46. Supongamos que se quiere adopter como funcidn 
de densidad de probabilidad de una variable aleatoria con­
tinue la curva que se muestra en la figure 24. Se puede de 
sarrollar la expresidn matemStica de tai curve, como:

2
—) -(50x20

para otros valores de 
x

20 
lOx]

10

50 
f 0.15 
20

(10)2
2

(20) 2
2

_^d-i50
2 20
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= 0,015x50 + 0o005x450

Entonces ob
g sea:

20<0O05
10

f./x)X 50 - x 5020 < X <OoO
30

0 < 10 y x >50x

Se puede verificar que se tiene

0

y co 
fx(x) dx = 1

a) Calcular
20<

b) Calcular

P (x 50donde 20 < <3'

c) Estimar (a) (b) cuand© * 35y

a)P(X< f (x) dx= 0o05 dxx

100= Oo0O5 -100)(■

2if

22

1
.00

1
—00

= 159 x2Xj =27.5 y Xg

= 0.0025 (xj

- 10x1)-(.

0.05^

P (X < Xj)

X1

f (x) >X

20X.+1OO1

2 < X < x,)

-2- 10)

2

2 
2 

i x
-10Xj+5O =0.0005

= 0.75 + 2.25 = 3

X1 = 0.005

x - 10
10

se debe dividir los valores de Y per 3 para 
tener una funcion de densidad de probabilidad, 

.X - 10 para 10 < X

dx = f
10

donde 10 < x.- 1

2 
~~ lOx

x2 -x3

d) Graficar la funcion de distribucion acumulada
Xj X

XP = ff^(x) dx= f

1x2= 0.005 1



3
dx=b) *;

2[100(x3-x2) -

c) = 15
2(15-10)> 0.0625 6 6.25%P(X 4 15) = 0.0025

= 35= 27.5 y

P (27.5 4 X < 35) =

= 0.2344 6 23.44%

d) La funcifin de distribucidn acumulada se define como:

F (x) = x
s

Primero para 10 «
wu

X

+ 100]L lOx

2F (x) = 0.0025 (x-10) 20para 10x

< 50Segundo para 20 « x

50-u0.05 du + du
30 •M

= 0.25 du

20 
f.
10

x 
f 0.05

20

0.05
60

0.0'5 
To~

2 x
2

u-10
10

u-10
10

50-u
30

50-x
"“30“

.78.

x3

2 
du = 0.005[-j- lOu]

P(x2«X«x3) =

F (x) = x

[100(35-27.5)-(35)2+(27.50)2]

x3Para x2

x 
-0.005

10

x
P (x_«X«x_) = f2 3 x2

Para x^

x
L fv(u)du— OO X

x < 20

X <

X
+ f 0.05

20

x
F (x)= f 0.05

x 10

30.053 X°f (x)dx= f
X x2

2 X 
0-05 rshv x T

2



= 0.25 +
*

400[(50x- )]
I

0.25 +

Para 50 se tiene
(■

x

X

0 10 20 30 40

FUNCION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA, Gv(x)X

25. Funcifin de distribucidn acumula 
da de una variable aleatoria 
contlnua. .

1.0
0.80 -
0.60 _
0.40 .

10
15
20
25
30
35
40
45
50

x-50

2 x-1 
1200

0.05
60

0.05
30

—a x

.79.$ .

Calculamos unos cuantos puntos para graficar F (x). Es- 
ta grSfica se muestra en la figura 25.

Fig.

A menudo estamos interesados en la probabilidad de que 
la variable X sea superior a un valor x dado. Esta probabi 
lidad se calcula como uno menos el valor de la funcidn de 
distribucidn acumulada y constituye una funcifin Hamada 
funcidn de distribucidn complementaria.

fy(x) A

& 7..

F (x) = 1A

2 (100 x - x - 1600)

F (x)x 
0 

0.0625 
0.25 
0.479
0.667 
0.8125
0.9127 
0.979 
1.00

+ IT" x - 1.0833 para 20 « x < 50

x >

x24-)- (50x20

^-LSOU-^J / = 0.25+
U Z 20
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£

Determinar:

*Soluci<5n:

x > 0

dx

00

1 = + r o A 4

Entonces,
V

La funcidn de densidad es:

k
A

Ejemplo 47. Velocidad maxima anual del viento. Un ingenie- 
ro disenando una presa de embalse requiere la velocidad 
xima anual del viento para la determinacidn del horde li - 
bre a proveer para contrarrestar el efecto de las ondas ge 
neradas por el viento en la superficie libre del agua. Se 
enter6 de que los histogramas de los dates de viento m^xi- 
mo anual en la zona tienden a la forma exponencial negati­
ve. Ademcis supo de que los vientos de intensidad menor que 
100 Km/h tienen en general una probabilidad de 0.95.,

£x(x) = X.six

6 k = X

-Xx
e -■

G (x) = 1 - Fy(x) 
A A

f (x) = ke"Ax 
x

/“f (x) dx =
-00 X

00 

ke-Xx dx = [-

La funciSn de densidad es de la forma:

a) la funciSn de distribuciSn complementaria
b) la probabilidad de que la velocidad del viento sea 

superior a 200 Km/h.

- M = i' A' ' A« 1 e

/“ke-ix

Para que sea correcta se debe tener:
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1^*1

AdemSs se sabe que:

P (X < 100 km/h) = 0.95

0.95

+ 1 = 0.95

Se despeja A como sigue:

-0.05

Entonces la funcifin de densidad es:

0.03x

Ld funcidn de distribuciSn acumulada es: F (x) = P(X < x)x
X-0.03u du

La funcidn de distribucifin complementaria es Gv(x) = P(X>x)
0.03x1 - F (x) = ex

b) Para x = 200 Km/h.

0.25%

x
= f 0.03 e 

00
Fx(x)

j100 
0

Gy(200) 
A.

f (x) = 0.03 e x

-0.03x eFV(X) = 1
<n>

Gy (x) 
A

-0.03 (200) .ae . 0.00248

-100A e

-100 A -e

->x dx-L-e-'-x

/ 0.03 e"°-03uau =[-e"0’03u]„
o *- J o

100 100
P(X<100) = J f (x)dx = f ?Ae 

0 0

-100A= In 0.05
-100A= - 3

A= 0.03



.82

&

DOS VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS1.

(x,y) = p[(X=x)r> (Y=y)]

(x,y)

(x,y) = P[jX<x)rt (Y«y)J = O'

a. Distribuci6n Marginal

(x,y) sobre todos los valores de

2todas y

b. Distribucidn Condicional

X,Y

C. SISTEMAS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCION CON-. 
JUNTA.

? P
-j / X^Y

I x^.«x

Un espacio muestral bidimensional involucra la considera 
ci6n simultcinea de dos variables aleatorias cuyo comporta - 
miento puede ser determinado por una ley de probabilidad 
conjunta. Esta ley puede representarse por una distribucidn 
conjunta, en este caso una distribucidn bivariada.

Distribucidn conjunta de probabilidad o funcidn conjunta 
de masa de probabilidad PY w(x,y) de 2 v.a.d. X y Y.

Si la variable Y toma el valor y , 
los varies valores de la otra variable son dadas por p

F (x) = P (X <= x) = A

PY(x) = p(X = k) = A

las verosimilitudes de

(x^yj

Px(xl’

Funcidn de distribucidn conjunta acumulada Fv YA / x

(X± .Yj >

^,7

FX,Y

PX,y

i PX,Y

■ s 
x£<x y.<y

El comportamiento de una variable considerada aisladamen 
te se describe por su distribucidn marginal. Se obtiene al 
sumar los valores de PY YA z Y
la variable despreciada de una manera formal:
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X/Y

(x,y) = P(X=x/Y=y) =

(x,y) = p (X=x/Y>y) =

C. DISTRIBUCION CONJUNTA

(x,y)

a

La distribucidn conjunta se obtiene de la condicional 
como sigue:

Ejemplo 48. La distribucidn conjunta discreta de los flu*- 
jos medios ahuales X y Y de dos rios se presenta en la ta 
bla 11:

PX/Y(x,y) PX/(Y=y) (x/y)

(x,y) 
Tyl

P.

todos x

P (X=x/9 Y=y) 
“P(Y=y)

= P

Si se renormalizan estos valores de modo que su suma es 
igual a la unidad, formarian una funcidh de distribucidn 
propia que se llama funcidn de distribucidn condicional 
de X dado Y, pY/v(x,y).

Px,y 
PY

Se debe llamar la atencidn en que el denominador es la 
distribucidn marginal de Y evaluada al valor dado de Y. De 
una manera similar:

PX/(Y>y)

X/Y 
PX,Y 

i

(x,y)
(x-jyy) ~

(x,y_.)

'x/Y<X'y) Py(y)pX,Y

PX,Y

pX,Yyj>y 
y^ypY(y?

De una manera general escribimos;



20 25 30 40

0,10 0.020.04 0.03 0
w

0 0.25 0

00 0.10 0.21 0.06

0 0 0 0.02 0.05
£

Hallar las distribuciones marginales de X y Y2.

3Hallar la distribucidn condicional de X para y3. = 80 m /s.

3Hallar la distribucidn condicional de Y para x < 30 in /s.4.

5.

o

o r>

o 
<y»

o00

0.070.05

Caudal medio anual del 
rfo X en m^/s.

.84.

35
v

tSon los caudales medios anuales de los rios X y Y inde- 
pendientes?. !

i ■ ■ ■ . . '

0) 'C

2o ro m 
' ■' Eo

E §
•H nJ'Q O5 w (0 Sh o

• . • . ■< .•

1. Graf tear la funcidn cle dis tribuci<5n con junta p^h'X,Y^X/Y)

Tabla 11. Distribucidn conjunta P v(x,y) de los caudales 
medios anuales de los dos rfos X e Y



ft.
Solucidn
1.

p.11

x.

O.bO
02 .05

0.30 ..
.10 .21 .0680

O'. 20 ..
25US.

0.10 .03 I .02

20 25 30 35 40

2.a. Distribucidn marginal de X

para X = x

x =20

(20 ,90) =

= 0.04 + 0 + 0+0 =0.04

x = 250.

0

Px,Y(20'yi> =

.85.
.. '

90 
E 

y^eo

O.io ■■ 
60

90 
yi=60 (x,yi)

Py(30) = 
A

PX,Y

(25 ,y±) =0.10+0.05+0+0=0.15

(30,yi)=0.03+0.25+0.10+0=0.38

PX(2Q) =

Px(x) =

x/x.y)

X = 30

(20,70)+px,Y

px,y

(20,60)+px,Y (20,80)+px,y

PX,Y

De una manera similar obtenemos
90 
E 

yi=60
90 

yJ=60

PX,Y

Py(25) =A -

Figura 26. Distribucion conjunta discreta de los caudales medics anuales 
de dos rios X y Y.

07
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4*’

x = 35

0.11x = 40 P.

La distribucidn marginal de x,p

x ?■

0.30

0.20
0.10

0
4030 500 x

Fig. 27. Distribucidn marginal de X.

y = 60

70) = 0+0.05+0.25+0.07+0=0.37y = 70 pv(70) = (xt'y

y = 80 pv(80) =Y

_±
10 20

0.04
0.15
0.38
0.32
0.11

20
25
30
35
40

.(x>

, (4°)= X

py(60) =0.19

Py(35) =A

90 
y.^60

40 
xJ=20 PX,Y

PX,Y

,y) para Y = y

Px(x)

(40,yi)= 0+0+0.06+0.05 =

PY (60) =

40 
y xi=20
40

xi=20

py(y) -x

PX,Y

PX,Y

PX,Y

(xi,60) = 0.04+0.10+0.03+0.02+0

90 
yiE=6°

(x.j.,80) = 0+0+0.10+0.21+0.06=0.37

40 
iZ=20PX,Y

'X(x) es:

(35,yi) = 0.02+0.07+0.21+0.02=0.32

2.b. Distribucidn marginal de Y.

1 !

0.40 -
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s ■

y = 90 P.
4

y

0.30

0.20 -

0.10 ■

60 80 1000

La distribucifin condicional de X dado Y3. es:

(X/yrt) =o'

x — 20 = 0

(25,80)
x = 25 * oPX/&=80)

(30,80)
(30,80)=-x = 30 =.0.27

x = 35 =0.57PX/(Y=80)

p.(40,80) =x = 40 =0.16

20

= e

0.19
0.37
0.37
0.07

60
70
80
90

_L- 
40 —► 

y

p-(35,80)=—
Py

i ■

0
0.37

0.06

0.21
0.37

0
0.37

0 
0.37

Fig. 28. Distribucidn 
marginal de Y.

pX/(Y=80)

PX/(Y=80)

PX/(Y=80)

Py(y)

’x,Y(Xi,8O)=0+O+O+O.O2 + 0.05 = 0.07
40

=xi=20PyOO)

Px.Y^-yo1
E todas x

'x,y^40'80) 
Py{80)

PX/(Y=yo)

P(25,80) =—:

(20,80) = 
py

p.. v(20,80) 
rfk .f X

(80)

PX,Y
Py (80)

—X—- p 
’X,Y^Xi4y0^

Px,Y.(35,80)
(80)

x ry(x,y) 
Py (yo)

x,¥
Py (80)

La distribucidn marginal de Yves> ’

■ V 'v ■ 
_ PY\(y) 0.40 - X
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■ CK

0.6C- Px/y(x'8O)(x,80)x

0.5C-

0.4C-
0.3C_ L
0.2C_

O.K

30 40 60

4. La probabilidad condicional de Y dado X es:

y) =
X

<30y = so =

p.

*
y = 70 PY/(X<30)

■at

0.26

Fig. 29. Distribu- 
ci6n condicional de 
X dado Y=80.

20
25
30
35
40

0 
0

0.27 
0.57 
0.16

xP
■ ’ >

i
50 __ I_____ ;

70 x10 20

pX

PY/(X<30)

(x:,70)

px

PX/Y

PY/(X<xq) {xi'

(Xi,60) =

(Xi)
(Xi,60)

(Xi,70)=

0 + 0.05
O '. 04+0.15 “

Xi<30

Xi <30

- -i <

PX,Y

PX,YE

E
x. <301

x.
PX,Y

V

A
(x1,y)

Px y (20,60)+p.
, (20) 
X

'X/y(25,60) _ 0.04+0.10lQ.14_a a
.  (25) 0.04+0.15' 0 19 u*
PX

La distribucidn condicional de X dado que Y = 80 es;
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y = 80 = 0

y 90 = 0

La distribucifih condicional de Y dado X<30
0.80

Y PY/X 30 0.70

0.60

0.50
0.40 .

0.30 .

0.20 -

0.10

0 ♦
5

(x,y) px(x) py(y)

Los caudales anuales de los rfos X y Y son relacionados.

4 2. VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Fig. 30. Distribucidn 
condicional de Y dado 

. que X <30

60
79
80
90

60 80’ 100 y

0.74
0.26 
0- 
0

0 
0.19
0 

0.19

PX/Y

es :

* Px
Tambi,6n se puede mostrar que px Y

pY/X<30{xi,90) "

A

0 20 40 60 80’ 100 y
. Las variables X y-Y no son independientes puesto que:

PY/(X<30)(xi'8°)-

La densidad conjunta de dos variables contfnuas se defi­
ne como la funcidn fx y(x,y) tai que la probabilidad; de que 
X estd en el interyalo (x, x+dx) y Y en el interval© (y,y+dy) 
Sea igual a f (xzy)dx dy. Para que fv v(x,y) sea Una den- 
sidad vSlida se debe tener:
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r4

(x,y) dx dy = 1

p[ (a<X<b)H(c<Y<d)] =

En consecuencia:

(x,y) = (x,y)

a. Distribucidn Marginal

o sea:

(x,yj dy

La distribucidn marginal acumulada es:

o tambi^n
■ *

(x,«>)

b. Distribucifin Condicional

.. '-i

La densidad marginal de X se obtiene integrando la densi 
dad conjunta sobre todos los valores de ¥,

co

-L

co 
f— co

62 
<Sx<Sy

b d 
/ f f, 
'ar?

La distribucidn conjunta acumulada se define como:

00 a

x;Y(x,y) dx dy

FX,Y

La densidad conditional de X dado Y = y
■ Y es dada por:o .

Fy

se escribe o

fY(x) =A

fX,Y

FX,Y

(u,y) du dy = Fx^y

fX/Y

fX,Y

fX,Y

x
= p (X. « x) = f fY(u) du

La probabilidad de que X y Y caigan dentro de la regidn 
rectangular o campo a «x<by c < y < d, es dada por:

X 00FxW - L i fx,y

v V(u,v)du dv A / X
x y (x,y) -P '(-»<X<x)0 (-»<Y<y)]=^_/ f



donde f

es:

como sigue:
X,Y

(x>y) =•

< 1500 30 ; 50
(x,y)

en cualquier otro caso

Determinar;

<150

7.

5.
6.

y <

.91.

x 
fx/Y(u,y)du

La densidad condicional puede ser generalizada 
fv v(x,y) dx 

Zs. 
00 

/ 
yo

fx ,Y

fX,Y

FX/Y (x,yo) = P(X«x/Y=yo) =

(x,yo) =

fy( y) dy

(x,yo)

yo'y

fx/(y>V

< X <15 y 100< Y

es la distribucidn marginal de Y evaluada para Y=yo.

La distribucidn condicional acumulada de X dado Y=yQ

fX/Y

x^Y(x/yo) es la densidad conjunta evaluada para Y =

fY%>

Ejemplo 49. Los caudales mensuales de dos rlos tienen la 
distribucidn conjunta siguiente: 

J k(180-x-y 0 x <
L°

1. El valor de k para que la densidad f, 
vSlida.

2. La probabilidad deque 10
3. La probabilidad de que 20 « X «30
4. La probabilidad de que X + Y > 120

La densidad y distribucidn acumulada margihales de X 
La densidad y distribucidn acumulada condicional de
Y dado X = 10.
La probabilidad de que Y sea superior a 120 dado que 
X estS comprendido entre 20 y 30.

X/Y(x,y) sea
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(x,y) dx dy = 1

o sea

(180-x-y) dx dy = 1

Integrand© con respecto a y se obtiene

o sea

(8000-100 x) dx = 1k

*Integrando con respecto a X se obtiene:

k(195000) = 1

k=

Entonces:

(180-x-y) 150(x,y) = 0 < 30

*

•ij

1. Para que f. 
debe tener

30
f
0

30 
f 
0

30 
f 
0

150 
f k 
50

150] dx = 1
50

— 00— co

1
195000

. 11950oo

U80-x-y)dx ay=0,055

2k [iSOy-xy-^—

8. La distribution acumulativa conjunta de Y y Y.

(x,y) sea una densidad de probabilidad se X f X

X <fX,Y y <50 <

fX,Y

'. "■ .>’X

15 1502. P (10<X<15 n 100<Y<150)= f f
10 100
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"F
3. P (20«X<30)

4. P(X + Y >120)

120 es eguivalente a Y > 120X + Y >

0.25

Densidad marginal de x:

Distribucidn acumulada marginal de x:

X

6. Densidad condicional de x dado x =

y) =

= io

(10,y) =

La distribucidn cumulativa condicional de Y dado X es:

1
19500020

8000x-50x'
195000

1
195000
1&5000

1 
195000

170 - y
7000

30 150 
f I -
0 120TX

 180-xo-y ;
“ &000-10Ox o

30 150 
f
50

(xo')

fY/X

195000(180“x-y)dx dy-

5.

(180-x -y)
• w

(8000-10'0xo)
fY/X

fX,Y

(180-x-y) dx dy = 0.282

xo-

2
— £3

Per ejemplo para xq

X, o sea

(180-x-y) dy=, fy(x)= /“
/. • A — 00

P(2»Y>120) = P(Y>120-X) =

xFx(x)= f fx(x)dx)

150
(x,y)dy= f

50
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<*l

2

*•

7. P(Y>120/20cX<30)

P (Y>120f) 20^X430)

P(Y>120/20<X<30)= = 0.109

(x,y) est£ dadaX,Y

(u,v) du dv(x,y) =

X,Y

*r

150 30 
■f ' f 
120 20

y (10,y) - f 
50

x y
-L-L

0.031
0.282

P(Y>120, 20<X<30) 
P(20 « X « 30)

1Tooo

i 
1^5000

170-y = 7000fy/x

fX,YF X,Y

8. La distribucidn acumulativa conjunta F 
por:

-(180-x-y)dy dx = 0.031

Para deflnir esta integral conviene definir bien mediante 
una grdfica las regiones en que fv v(x,y) estd definida. En . A / X
la figura 31 se han identificado nueve regiones restiltantes 
del campo de definicidn de f^ Y<x,y).

(170y-| y2-7250)



3 4
(0,15<l) (30,150)0<x<30

(0,50 0<x<30 30,50

0 Ik3 )0

Figura 31

y < 50

o aunque
50

*

En la region 2 
« y < 150.

o 
in*rd
V
>1
Vo in

o 
in
v
v o m

y

.95

FrX,Y(x,y) = 0

(x,y) = 0 puesto que x <

En la regifin 1 fx y

x < 0,

(x,y) =0 y en consecuencia

fX,Y

Una situacidn similar se presenta en las regiones 3, 6 y 
7. De una manera general la distribucifin conjunta acumulada 
es igual a cero siempre que x 6 y < 50.

9

52 8

6



' .96.

(180-u-v) du dv *

(180xy-7750 x-F

0

En la regain '"ftOsaemos

du dv(x,y) =

15030, y ■0(x,y) =

En la regidn 8 tenemos:

(x,y) = du dv

(x,y^ =

En la regidn 9 tenemos:

(x,y) = du dv

(x,y) = 1 y > 150x » 30 ,

Combinando estos resultadoS parciales podemos definir la 
distribucidn acumulada conjunta de la siguiente manera:

1_ 
2

y 
f 

50

30 
f- 
0

150
f
50

30
f
0

1
195000

4950y - 210000 - 15y 
19500’0

1
195000

180-u-v
195000

180-u-v
195000

180-u-v
195000

,<50< y < 150

El mismo resultado ha side obtenido como distribucidn 
marginal acumulada de x.

X,Y!X’Y) “

F X,Y

F X,Y

F X,Y

2— x > 30, 50<y<150

FX,Y

FX,Y

a la distribucidn marginal de

F X,Y

x <
2 8000x-50x

195000

2   2 1 2.x y+25x —J^y )

Esta expresidn es iddntica 
y.

x 150 
f f
o 50

FX,Y<X'y)

En la regidn 5 tenemos:
x y 
f f
o 50



.97.

(x,y) = 0 x « 0 6 y ■$ 50

2 22(180xy-7750x-l/2xZy+25x2-l/2xy )(x,y) =

15030 ,

150(x,y) = x < 30, y0

2
150F

(x,y) = 1 x

VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

6

6

(x,y) = P (x) PY(y) 6YX

(x,y) = Fy(x) F (y) A X

Si dos variables X y Y son independientes se debe tener, 
segdn las variables son discretas o contfnuas;

1
195000

4950y - 210000 - 15y
195000

FY/X

(x,y) = f (x)

X,Y(x,y)

FXA

FX,Y

(x,y) = fy(y)

PX/Y

p
X,Y

F X,Y > 30, y

fX/Y

fY/X

f rX,Y

FX,Y

FX,Y

28000x-50xz 
195000

0 < x < y <

F X,Y

Si la distribuciSn condicional de X dado Y es igual a la 
distribucidn marginal de X, se dice gue las dos variables 
X y Y son estocSsticamente independientes.

P Y/X

50 <

x 30 , 50 < y

> 150

(x,y) = px(x>

(x,y) = fv(x) fv(y) A X ; •

(x,y) = Fy(y)

(x,y) = Fv(x) A

(x,y) = Py(y)
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MUESTRA ALEATORIA

1

es:1

= 0,1

donde q = 1-p = 1-1/2 = 1/2

= 0,1

como2Lanzamos la moneda una segunda vez y definimos X 
sigue:

X1

X1

= £ el ntimero de caras que aparecen en el segundo 
lanzamiento es

Obviamente puede tener el valor 0 6 el valor 1. La 
probabilidad de Ocurrencia de cualquiera de estos dos valo 
res es 1/2. La funcidn de probabilidad de masa de X

X1

^X

x2

. 1-x(X,) = (i) i x z

X
(x-i) = P1 ■*-

Consideramos el experimento que consiste en lanzar una 
vez una moneda y observar si aparece cara o sello. Sea el 
evento:

= [el ntimero de caras que aparecen en el primer lan 
zamiento es x^ ]

La variable X2toma como valor 0 6 1. La funcidn de masa 
de X2 es:

1 xX1

En la practice el ingeniero asume que dos o mSs varia­
bles son independientes porque piensa que no son relacio- 
nadas. Muchos de los problemas que confronta el ingeniero 
resultan demasiado cbmplejos de no adoptarse la asuncidn 
de la independencia entre las variables.

1 q



Px* .

*

4

(b) la presencia de un miembro en la muestra no afecta 
el chance de otro miembro de estar en la muestra.

Bajo estas condiciones las variables aleatorias cortespon 
dientes a cada miembro de la muestra, tendrSn una distribu 
ci6n comtin y serin independientes cumpliendo asf con las 
condiciones de una muestra aleatoria.

Px

(a) cada miembro de la poblacidn tiene el mismo chance 
de ser incluidp en la muestra.

(x
2

«99 <,■

X!.

1-X2X
(1)

1"x2

1,X

2 i 
k2'

1-x1 2 ,

X
(X„) = (i)

2

x
(x2)= (7}

1 i
(i)

Se dice que una muestra de tamano 2 sacada de una tai 
poblacifin es una muestra aleatoria. En otros t^rminos, 
cuando cada miembro de la poblaciSn tiene la misma distr£ 
bucidn y si un miembro es independiente del otro, se dice 
que una muestra de tamano dos es sacada de la funcifin de 
masa p (x). Este concepto puede ser extendido a variables 
continues y tambi^n a mds de dos variables como sigue:

= px X2

x 
constituyen una muestra aleatoria de 
f (x)o Consecuentemente para conseguir 

los miembros de una muestra son to 
dos obtenidos bajo las dos condiciones siguientes:

(x )p
1 •L

Los eventos X1 y X2 son independientes, o sea, el valor 
x^, no estd influido por el valor x^. La distribucidn con 
junta de las vaxiables X^y X^seobtiene como:

Sean n variables aleatorias X1,X2,...Xn conjuntamente 
independientes, cada una con densidad f,(x) . Entonces se 
dice que X1,X2<(.oX 
tamano n sacada de 
una muestra aleatoriaf

l,x2>
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■S'

£

En el experimento consistiendo en sacar una bola de una 
urna conteniendo bolas de diferentes colores con reemplaza 
miento de la bola, se cumple con las dos condiciones de una 
muestra aleatoria. En caso de que no hayareemplazamiento, 
s61o se puede hablar de muestra aleatoria si la poblacidn 
es muy grande o sea infinite.

- /.r
Otra situacidn en que el ingeniero obtiene una muestra 

aleatoria, es la en que hace un experimento con repeticio- 
nes. El caso mSs comdn es el de repetir varies veces lame 
dicidn de una cantidad desconocida. Las repeticiones deben 
efectuarse bajo*condiciones similares y una medicidn node 
be influir cualquier otra.
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VI. DISTRIBUCIONES DERIVADAS

A. DISTRIBUCION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORIA

se calcula fY(y)

= fxEg’1 (y)J

= P(Y < y) =p[g (X)<y] =P[x<gi(y)] = Fx[g-1(y)]

dx
SyfY(y) = fx(x)

Fy(y)

vice versax tambien siempre au- 
Bajo estas condiciones existe la fun
Y es inferior o igual a un valor yo 

xQ, este valor parti^

En ingenieria encontramos a menudo variables aleatorias que 
son relacionadas a otras mediante una formulacidn matemStica o 
16gica. De conocer la distribucidn de la o las variables inde 
pendientes se puede determinar la distribucidn de la variable 
dependiente. A continuacidn se presentan algunas t^cnicas que 
permiten tai determinacidn3

yo=g(xo)-
Si se tiene la funcidn de densidad fx(x) 

como:

dg~s (y) 
dy

1. FUNCIONES UNIVOCAS Y MONOTONICAS
El caso m5s simple es aquel en que la funcidn Y = g(X) es 

univoca y mondtona. En otros tdrminos, existe un sdlo valor 
de x para cada valor de vice versa, tambidn y siempre 
menta cuando x aumenta. 
cidn inversa x =g-1(y) y 
si y sdlo si X es inferior a algdn valor 
cular de la funcidn siendo

Sea X la variable aleatoria y Y la variable relacionada con 
X mediante Y = g(X). Se presentarcin aqu£ los mdtodos mSs utili 
zados para la determinacidn de fY(y) 6 FY(y) a partir de la 
distribucidn conocida fx(x) 6 Fx(x).

Alternativamente, se puede determinar FY(y) de la siguiente 
manera:
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Ejemplo 50

2

Sea la funciSn Y tai que

g (x)y =

Entonces

g 1 (y) = In yx

dy
2[g"1 (y)] = f (In y) »

-X (In y - c)2

Ejemplo 51

0 < x < 1

encualquier otro caso.= 0

Sea la funcidn Y = 3X + 6

Hallar la funcidn de densidad de Ya)
b) Hallar la distribucidn acumulada de X

Utilizando la distribucidn acumulada de X derivar la de Y.c)

Supongamos que la variable aleatoria admite la siguiente 
densidad:

dx 
dy

x e

dx
3y

= d(ln y) = 1 
dy y

fy(y) =

fY (x) 
A

fy(x) = 1
A

f[g-‘ (y)] = |e

£x k e-X(In y - c)

. -X(x - c) = k e

Sea X una variable aleatoria admitiendo la siguiente den­
sidad:
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SoluciSn

a) Calculamos

(y) =

fx[g-1 (y)] = fx(z o < < i

en cualquier otro caso= 0
&

Entonces

6 < y < 9

= 0 en cualquier otro caso

b) La distribuciSn cumulative de se define comox

Para x 0, por lo tanto Fv(x) = 0X

Para 0 < X <1, f (x) = 1 yX
Idx = x

Para x >1, f (x) = 0 yX
Odx = 1Idx +

En resumen:
x < 0

I0 < x < 1
x 1

x 
f

<-00

X 
f 
0

dx
dy

1 
f 
0

y - 6
3

y - 63

1
" 3

<?>
/
1

Fy(x) = A .

Fx(x) = x

fyW =

f (X) = 0, A

Fx(x) = P(X <x) =

Fy(x) = 1A

Fy(x) = 0A

fx[g-i (y)J = y x i =

Fy(x) =A

— rx = g *

fx(u) du

= 1

dx  d[g~ a (y)J _ 1
dy dy 3



104

c) La funcifin dada es

3X + 6Y

Fy(y) = P(Y^y) = P(3X + 6 « y) = P (X <

) = 0y < 6Para x $ 0 Y X

F (y) = F0 < x < 1 6 < y < 9Para Y

1x > 1 y > 9Para

En resumen

y 60

6 < y < 9

y > 91

2. TRANSFORMACION GENERAL
las funciones de variables aleatorias no

En tales casos,

g(x)Y

Por definicidn
P(Y 4 y)

Pero se tiene

En muchos casos, 
son monotdnicas ni univocas. En tales casos, se puede deter- 
minar la distribucidn acumulada de la funcidn como se explica 
a continuacidn. 
Sea la funcidn

/y - 6
Xk 3

y - 63

FY(y)

FY(y)

fy (y)

Fy(y)

3

y - 6
3 ) = F (A

FY(y) = F

Fy(y) = Fx



105

donde g(X) yo.

Y
£ X £ x

3

De modo que<•»

p(y s yo) = p(x x $ x $ x3)1
4

P(X £ yo) = P(x Xj + P(x $ X x )
2 3

las Sreas cuya suma es igual

p(y c yo) = P(x < xj

31

A

= f R.

la den
En la grSfica 

o sea

x 2

x $ Xi

se ha presentado un pro 
Se basa en el

En la grdfica (b) de la densidad de X se han identificado 
P (Y yo) , d sea

donde R y a z.

fv(x)dx. A
x;fx (x)dx + f
X2

f Y (x) dx A
v

es aquella regidn donde g (x) es inferior o igual

x
5= . f/

— 00

Ux2

+ P(x 2 s X s x3)

P(Y < y) = P[x toma los valores x para los cuales 
g(x) 4 y]

En la Figura 32 se han graficado la funcidn y = g(x), 
sidad fx(x) y la distribucidn acumulada Fx(x). 
superior se ha identificado la regidn RY 
los intervales

En la gr&fica (c) de la Figura 32> 
cedimiento alternative para calcular P(Y^yo). 
uso de la distribucidn acumulada Fv,(x) , o sea A
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g(x)y=

(a)

I

x

H

(b)

x

11

1

3X

I
I

(c)

I
I

I

l\ 
l\ 
I 
h
I

-a-
X

I
^3

I
I
I
I
I

I
I
I

t1
I
I
I

L

X3

I 
--------
I

<X^x3)

Fy (x) 
A

fvA

P(Y<yo) = P(X tai que g(x)^yo)

U x2

j__

X1

I
I
I
I

X3

P(Y<yo)=P(X^x1

X2

fy(xi >A X

Fx<x2)

fl
i

p(X<yo) 
__ 1____

I
F (x )-----L  --------L------

x 3 I I

—I
Y<y o

X2 r

Figura 32. DistribuciSn derivada, caso general

i
Fx (xl) +FX (x|2) -Fx(x2)

-r—
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Ejemplo 52

Fn(q) = eQ

12 -
10 -
8

6

4
2

AI
0 1500 q

Figura 33. Funcidn de costo total de control de avenidas.

I
500

Debajo de la grdfica de la funcidn de costo dibujamos la 
distribuciSn cumulativa de los caudales m^ximos anuales del 
rio Paguey (Figura 34).

En la Figura 33 se presenta el costo total C de reservorios 
y mejoramiento de cauce para control de avenidas como funciSn 
de los caudales mSximos del rio Paguey en El Paso.

Los caudales m^ximos anuales Q del rio Paguey en El Paso, 
se ajustan a la siguiente distribuciSn acumulada:

S

§

5 
o 
4J

2 
in 
8

to

(D 
nJ
co <u 
C o

__ 1—_
2000

< X « x3)

= Fxlx,) + Fx(xs) - FX(X2>

1 I

10’00

_e-0.003049 (q - 950.528)

p(y< yo) = p(x< Xj) + p(x2

■■ c o.
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1.0

0.8 .

0.6 .
0.4

0.2

o
sea.

0 Bs
V

= Fy(1150) - F„(700)X X
= 0.57 0.11 =0.46

Bs

De una manera similar calculamos

= F (1400) - Fy(630)X X
0.07 = 0.70= 0.77

Fc(c) = 0.70,

Fc(c) = 0.46

FQ(q) h

FC(c)

Fc (6x106) = P (630 < q 1400)

Fc(4xl06) = P (700 q < 1150)

c < 4 x 10 s

En la Figura 33, 
2 x 106

o sea

c =

0 500 1000 1500 2000 q
Figura 34. Distribuci6n acumulada de los caudales mSximos 

anuales del rlo Paguey en El Paso.
el punto A corresponde al costo minimo,

Bs. En consecuencia:

c = 6 x 106

c 2 x 10s

c = 4 x 106

En las Figures 33 y 34 se puede apreciar que a 
Bs corresponde el intervalo 700 ^q < 1150,
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BsC

Ejemplo 53

para x =

Derivar la distribuci6n de la funcidn

Y

su-

(2) + p„(4) = 0.3 + 0.1 = 0.4X X

(1) + pv(5) = 0.2 + 0.1 = 0.3

ma 
cuales Y = y. 
secuendia:

r0.1 
.0.2 
10.3 
0.2 
0.1
0.1

cw) para
En otros tSrminos podemos desarrollar

8 x 106

Una variable aleatoria discrete X admite la siguiente fun— 
ci6n de masa:

Fc(c) = 0.83,

Px (x) =

Siguiendo este procedimiento podemos calcular FpCc) 
cualquier valor de Cv. 
la distribuciSn de C a partir de la de Q.

Fc(8xl06) = P (580 4 q< 1650)

= Fx (16500) -Fx (580) = 0.88 - 0.05 = 0.83

(X - 3)2

1
2
3,

J'

Py(0) = px(3) = 0.2

py(l) = p.

La probabilidad de que Y toma un valor y es igual a la 
de las probabilidades de aquellos valores de X para los

Por ejemplo, Y = 1 para X = 2 y X = 4, en con

Py (4 ) Px (u., i • 

py(9) = PX{0) = °-1



■ r ?

En resumen:

PyW = para
►

DISTRIBUCION DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES ALEATORIASB.

Por ejemplo.

La velocidad del flujo

¥

DISTRIBUCION DERIVADA POR ENUMERACION1.

'a.

0.2
0.4
0.3
0.1

X, Y (x,y)
Se quiere determinar la distribucidn 

o sea, Z=z(x,y).

.110.

: - <■

Alternativamente, se puede determinar la probabilidad de 
que Z sea inferior o igual a z, o sea, F '(z) es igual a la 
suma de las probabilidades de todos los pares (x,y) para los 
cuales z(x,y) z.

En caso de que las variables aleatorias X y Y sean discre- 
tas, la densidad p„(z) o la distribuci6n acumulada F„(z) 
de la variable Z_ puede ser desarrollada por enumeracidn. La 
probabilidad de que Z^ sea igual a un valor particular z^ es la 
suma de las probabilidades de los pares de valores X y Y tales 
que z(x,y) = z. De esta manera se determine fg(z) para cada 
valor posible de £ a partir de fv v(x,y).fX,Y

Existen en la ingenieria casos en que una variable es una 
funcidn de dos O mMs variables aleatorias. Por ejemplo, una 
avenida es funcidn de la duracidn y de la Icimina de precipi- 
tacidn cafda durante una tormenta. 
en una seccidn del cauce de un rio es funcidn del caudal y 
del cirea de la seccidn.

El problema se presenta entonces de la siguiente manera: 
Sean X y Y dos variables cuya distribucidn conjunta f 
d F^ y(x,y) estS dada.
de la variable Z^ que es una funcidn de X y Y,

Yi
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Ejemplo 54

a partir de p.

TABLA 12.

X

5 20 50

0.1810 0.15 0.02

0.1525 0.22 0.05

40 0.150.05

Solucidn

a) Derivar la funcidn de masa 
si Z_ es la funcidn

(x,y) de los caudales medios 
se presenta en la Tabla 12.

pz(z)
Z = Max{X,Y}.

o igual a £. 
bilidades de tales pares es igual a P(X < s). 
15 se ilustra el procedimipnto.

0.03

Fg(s) a partir de 
S = X + Y.

b) Derivar la distribucidn acumulada
Px,Y^X/^^ — es la suma

Distribucidn bivariada de los caudales .medios men- 
suales X y Y supuestbs discretos.

La distribucidn conjunta pv „A f Y 
anuales X y Y de dos rios

b) En la Tabla 13 se puede id^ntificar todos los pares (x,y) 
tales que es inferior o igual a s. La suma de las proba

En la Tabla

a) Se derivar^ la funcidn de masa pz(z) enumerando para cada 
valor £ de £ los pares (x,y) que corresponden a Z =;z. Lue 
go se obtendrS la probabilidad de que Z = z sumando las pro 
babilidades de los pares correspondientes (x,y). El proce 
dimiento se ilustra en la Tabla 13 y en la Tabla 14.
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A ■

TABLA 13.
e

(x,y) s = x+yP-

10

CSlculo de p„(z)ZiTABLA 14

*
s-

10 0.18

Px,y(20,10) 0.1520 0.15

25 (20,25) = 0.15 + Q.22 0.37

(20,40) = 0.03 + 0.0540 0.08

(50,40) = 0.02 + 0.05 + 0.1550 0.22

w

I

40
20
25
40
50
50
50

15
30
45
30
45
60
60
75
90

0.18
0.15
0.03
0.15
0.22
0.05
0.02
0.05
0.15

PX,Y(5,25) + p y 
A, |

(5,40) + pY „ 
A j IPX,Y

x,¥(x-y)
( 5,10) 
( 5,25) 
( 5,40)
(20.10)
(20.25)
(20.40)
(50.10)
(50.25)
(50.40)

PX,Y

—p
pz(z) = P(Z = z)

(5,10) - 0.18

Enumeracidn de (x,y) y de los valores corres- 
pondientes de Z y S.

Px,Y(50,10)+px,y(50,25) +px,Y
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TABLA 15.

8

P(X,Y tales que S<s) P(S^ s)s

15 (5,10) 0.18 0.18

30 (5,10) + p. 0.48

(5,40) +45 (5,10) + p. (20,10) 0.73

60 (5,25) + (5,40) + p. 0.80

(5,10) +75 (20,10) 0.85

(50,25)

90 (20,10) 1.00

(50,25)

PX,Y

PX,Y

PX,Y

(20,25) +

PX,Y(

(20,40) +

P(S Cs) =

Ccilculo de Fc(s).

+ PX,Y

, (20,10) =

Fq(s)

1XjY(5,25) + pxy5,40) + pXjY

0.18 + 0.15 +0.03 + 0.15 + 0.22

PX,Y

+ Px^y''20’20-’ + PXjy12U’40? + PX Y
0.18 + 0.15 + 0.03 + 0.15 + 0.22 + 0.05 + 0.02

(5,25) + px Y

(20,40) + ]

Px,y(5s10) + ?x Y^5’25) + P-

0.18 + 0.15 + 0.15

(20,25) =

(5,25) + px,Y

(20,40) + p.

(5,10) + px y

(20,25) +

(5,10) + p
A 5 I

(20,25) + p.

, (20,10)

(50,10) =

Px,y(5,10) + pXjY(5,25) + px,Y(5,40) + p^ 

+ px,Y(20,25) + px,Y(20,40) + px,y(50,10) + p 

+ px y(50,40) = 0.18 + 0.15 + 0.03 + 0.15 + 0.22 

+ 0.05 + 0.02 + 0.05 + 0.15

PxjY^’’^^^ PX y^S’2^) Px y^s^O) I" Pjj y 

+ px,Y(20,25) + px,Y(20,40) + px,Y(50,10) + Px y 

0.18 + 0.15 + 0.03 + 0.15 + 0.22 + 0.05 + 0.02 + 0.05
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2. METODO DIRECTO

S'

Ejemplo 55

0 < x < 12 4 < y < 8(20 -x - y)
(x,y) =

en cualquier otro caso

Hallar la distribuciSn de Z donde

Solucidn

(z,z)

X,Y

DISTRIBUCION DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS3.

la distribucidn biyaria
1*

X + YS

(x,y)/

Z = max[x,Y]

Sean dos variables aleatorias X y Y cuya distribucidn con- 
junta es

El concepto de la enumeracidn puede extenderse a funciones 
Puesto que Z^ es una funcidn de X 
al calcular la probabilidad de 

z (x,y) zQ.

a) Puesto que Z = max[x,Y], las variables X y Y deben ser in­
ferior o igual a Z_.

Fz (z) = P(Z < z) = p[max[x/Y] z] = P(X<z n Y<z) = Fx y

f X,Y

fX,Y

Para determinar Fz(z) basta con reemplazar ambas variables 
x y £ por £ en la distribucidn acumulada Fy v(x,y).

de dos variables continuas. 
y Y, debemos obtener Fz(zo) 
que X y Y est£n en la regidn donde

Supongamos que se tiene 
da de X y Y, Sea la suma
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Se puede demostrar que

(s - y , y) dy

En caso de que X y Y fuesen independientes. se tendria:

fx(s - y) fY(y) dy

De una manera similar

Y

Ejemplo 56
Se da la distribucidn bivariada

0 < x < 12 4 < y < 18

Hallar la densidad de S donde S = X + Y

en cualquier otro caso
• ■

00 

f
— 00

00 

f
— 00

00 

f
— 00

1
384

fs(s) =

fs(s) = ^(20 -s)

fs(s) =

fs(s) =

fq(s) = o

(m(2o-x-y)

L°

f X, Y

fX,Y

fX, Y

T
(2 0 - x - s + x) dx

[20x - sx] J2 =

(xz s - x) dx = f - 
0

f12
0

fY(x) f„(s - x) dx 
A X
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VII. MOMENTOS Y ESPERANZA MATEMATICA

A.

sea,

= e[x] = cuando la variable X es discretax i FX

y
00= E[x] = cuando Xes una variable continuaX

Para una muestra de tamano n> la media muestral es:

x

X

1. ESPERANZA DE UNA FUNCION DE UNA VARIABLE ALEATORIA

g(x)Sea Y

E(Y) =

E(Y) = E[g(x)J =

g(xi} Px(xi> si Y es una variable discreta

donde fy(y) es la distribucidn derivada de Ya partir de fx(x). 
Pero es mSs sencillo calcular la esperanza de Y como:

1 
n

n 
E 

i=l

E 
i=l

xi

00 

f.
— 00

E(Y) = E[g(x)] =
todos

E 
todos x^mx

mx

Pv(xi)

CASO ^E UNA VARIABLE ALEATORIA

f y fY(y) dy
— 00

X .1 f .1

f x fv(x) dx
— 00

g(x) fx(x) dx si Y es una variable continue

Sea una variable aleatoria X con una distribucidn de tipo 
arbitrario. Se llama esperanza matemStica al valor medio, o 
siihplemente media, de X, o
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2. MOMENTOS

fl­

para X continuam.

y

para X discretam.

el momento de orden 1 es la media E(X).1,Para n =

3. MOMENTOS CENTRADOS

o momento

sixes continua

n sixes discreta

El momento centrado de orden 1

cen-

Definimos como momento de orden 
X la esperanza de la funcidn Xn

£ 
todos X£

00

/ (X
—co

00 

f
— 00

si X es discreta;

E [ (X - m.

E 
todos

todos x,.

-x)n] -

<") = 
X

! (n) = 
X

-mx) px(x.)

fx (x)dx

fx(x) dxE(Xn) =

x2 = Var [x] = E [ (X - mx) 2] =

E(Xn) =

n de la variable aleatoria 
o sea,

lx)n] = (xi - mx)

es cero.

PX(X±)

xn

Px(Xl>

(xi

a) Varianza

Es una medida de dispersidn igual al segundo momento 
i ■' .trade:

El momento centrado de la variable aleatoria X, 
de X con respgeto a su media, es, por definicidn:

mx)n A
(2 (n) = e[(X - m.

x .ni
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b) DesviaciSn Tipica

X

X

Y r<O YPO

I/' X

Figura 35. X

f) Coeficiente deexceso

donde 3 es y2 d© la distribucidn normal.- 3E

si X es continua

--
X X

e) Coeficiente de curtosis (aplanamiento)
(u) ■ ; ■

= ..^x_ -
■ CTX 7.

Efecto de y, sobre la funciSn de densidad fv(x) A

= var[x] = E,[(X fY(x) dx 
A

^2

fx(x)

■“x’
.00

f (x - m„) 2
■00 '

fY(xy‘ 
A

d) Coeficiente de asimetria
UX<” •

A

CTX

Y2

c) Coeficiente de variaciSn
VX mY A

fx(xr
o

2
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fv(x)x
E>o E=o‘

E>o

4.

E (cX) cE (X)

92(X)j

5. PROPIEDADES DE LA VARIANZA

Var(X)

Var (c) 0

Var(cX)
*

Var(a +bX)

Por definiciSn:

e[x+Y] = E(X) + E(Y)

E[(X-mx)2] = E(X2

/

/

E (X2 )

E (X2) - 2mVE (X) + m 2
AA A

+ E[g2 (X)]E[g1 (X) +

fY (x)4 A

c2Var(X)

= b2Var(X)

E[c] = c

J "   —* ' ----------------------T^’-1 .

leptocGrtica Mesoctirtica ,
(alta y estrecha) (como la normal)

Fig. 36. Efecto de E sobre la funcidn de densidad fx(x)
PROPIEDADES DE LA ESPERANZA

E(a+bX) = a + bE(X)

2mxX + mx2)

- E(X2) - m.

----—----- r—-t—
Platoctirtica

2mx2+ mx2
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Ejemplo 57
Sea la funcifin

Calcular

E (bX - cX2)

pero,

6

)+ m.

6. ESPERANZA CONDICIONAL

i E(X/X>xo) =

Var(X/X>xn) =oz

En general

E[g(x)/A] = g(x) f

E[g (x)/X =

‘X

X

(x) dx 
o

CO

f
— 00

= E(X2)

- CE(X2)

E(x2) = a

X-Hf^/x > !Xo(x) dx

bmx

X<J = 9(*O>

- B(x/xo>r fx/x>x

my

ax2A1,

Y = bX + cX2

Llamamos esperanza condicional al valor medio de la varia­
ble X calculado a partir de su densidad de probabilidad condi­
cional, o sea.

m 2 X

co
/ [x

xo

X/A(x) dx

'x2 + m.

E(Y) = my

00 

f
xo

= bE(X) - cE(X2) = bmv xmy = E(Y) =

- c (cr 2
A
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7. COSTOS Y BENEFICIOS ESPERADOS
*

C = C(X)

E (C) = E[C (X)] =y x

E(B) = e[b(X)] = X

Ejemplo 58 - Capacidad de una Bomba

en

(x - 50) 50 < x < 150 cfs

150 < x < 250 cfs

en cualquier otro caso

1.

<■

b) la capacidad de la bomba adicional debe igualar el valor es

a) la capacidad de la bomba adicional debe igualar el valor es 
perado de la demanda sobre la bomba.

2
100

1 
(Tool

'0

2 (x - 50)

2. Determinar la capacidad de la bomba adicional si se adopta 
, el siguiente criterio de diseno:

£x(x) “

pacidad X.

/ C(x) fY(x) dx
— 00 &

f B (x) fv (x) dx 
— 00

a una ca-

1 
(100)2

cfs.
si la demanda sobrepasa la capacidad de la bomba existente.

Sean C y B el costo y beneficio correspondientes 
En general

La bomba existente es adecuada para una demanda de 0 a 150
Se debe instalar una bomba adicional que funcionard sdlo «

Desarrollar la distribucidn de la variable aleatoria Y, la 
demanda sobre la nueva bomba.

La demanda X durante la bora de verano de maxima demanda 
una estacidn de bombeo de agua tiene una distribucidn triangu­
lar dada por:
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dado que esta demanda

Y < z
C =

Y > z

■ X < 150

X > 150

Esta funcidn se grafic6 en la Figura 37(b).

P (Y = 0) = P (X < 150) =,

<
(100

150 
f

50

100 + lOz

f - 150

En esta expresidn, (Y-z) es la cantidad por la cual la 
bomba de capacidad £ falla en suplir la demanda Y*

Podemos desarrollar la distribucidn de Y considerando las 
figures 37(a) y 37(b).

1(100) | :/X " 5°) = Py )

+ lOz + 10 + (Y-z) 2

Y = g (X) =

Solucidn
1. Puesto que la bomba existente tiene una capacidad maxima de 
150 cfs., la demanda Y sobre la bomba adicional es igual a ce- 
ro hasta que la demanda alcanza 150 cfs. Como el valor mciximo 
de la demanda X es 250 cfs., Y se obtiene como

perado de la demanda sobre la bomba, 
serS superior a cero.

c) la capacidad de la bomba debe ser tai que el costo total 
esperado sea minimo. Los costos incluyen (a) el costo de 
la bomba y de su instalacidn, que se supone igual a 
100 + 10z, donde z_ es la capacidad de la bomba; y (b) un 
costo asociado con la falta de suplir la demanda mdxima, 
y dado como 10+ (Y-z)2. El costo total C es entonces 
igual a:
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•*

?!

(a)

100 200 250 X

(b)
100 _

50 .

0 50

(yj = y + 150

(y,+ 150) = 1
a

(y + 100)

150
I
l
I
I

2 TOO

------ _i
50 

g(x)

2 
" 100

dx
dy

i
100

i
(100)*

1 uool

d[gx 1 (y)J 
dy

o 
y =n

d
“ dy

T (y + 150 - 50)

fy (x) A

fY(y) =

X = g-1 a

' ------------ 1------------- 1----------- >-

100 150 200 250 X
(a) Curva de la densidad de la demanda X y (b) fun-

Y=g(X) graficada.
Para 150 < X < 250 la funcidn Y = X - 150 es univoca y mono- 

tdnicamente creciente, y la densidad de Y se puede obtener me­
dian te:

fdfgy1 (y)J
f„(x) = ---1----x I dy

Figure 37. ( 
ci6n



.124

0 < y < 100y

discreta .y- cbntinua.

pv(y) = 1/2 y = 0Y
0 < y < 100yfv(y) =Y

(c)

y

Valor esperado de la demanda2.

y) dy = 16.7 cfsE(Y) = 0 . pY(y) +
»•

b. Valor esperado dado Y 0

E [Y/Y > 0] =

•) dy =33.3 cfs

3.

El valor esperado de C para 0 < z <100 es

100
I 
50

De modo que Y es una variable mixta 
cuya funcidn de distribucidn es:

Cuando z = 0 el Unico costo es el asociado con la falla de 
suplir la demanda.

1 
100

1 
00

1
100

00 
f

— 00

fY(y)
P (Y > 0) ”

y (100)2

1 
(lOO)2

i
o

fyty) = 1 
(100)2

"W"

1 1ioo " (ioo)2

= 2fY(y)

E[Y/Y>0] -

100
/y(

y fY/Y>o(Y) dY

PyT fY(Y) 
2

Figura 38. Distribucidn 
mixta de Y, la demanda 
sobre la bomba adicional

fY/Y>0
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y) <3y

= 1/2(100 +10z) + / (100 + 10z) (^ - y) dy

y) dy

y) dy

y) dy*

y) dy

/(y-z)2 ( y) dy

= l/2(100 + 10z) + 1/2 (100 + lOz) +

+ ) +

E(C) = 3305Para z = 0

E(C) = 1100z = 100Para
c*

Intermedio:

+ 1/2 - 3/2 = 0

+ f
z

dE (C) = 
dz

1
3 (100)k

= l/2(100 + 10z) + (lOO + lOz) f
o

f
z

2 (100)2
1

300

1 
100

1 
100

1 
(100)2

1 
(100)2

1 
(100)2

1 
(100)2

1 
100

1
100

1 uooy

1 
(100)2

1 
(100)*

100

0

7 2 zo
(100)*

ZO2 

(100)2

1 
(100 )z

(100 - z)3

ry) dy

- z2)(1002

10 (100 - z)2 
2 (100)2 :

1 
100

(1003

z
E(C) = (100 + 10z)pv(0) + f (100 + 10z)( Y o

(100 - zo)2 +

100 . >2 ((y - z)z (

f..1 kioo

100 io (

, 100
+ 10 / 

z

10 _IO(IOO-Zq) _ 
(100)2

0 < z < 100

+ /10° 
z

[100 + lOz + 10 + (y - z) 2]

- z3

100 f 1 
k100

1
100
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2000
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1. ESPERANZA DE UNA FUNCION

E(Z) = E[g(X,Y)] =

Figura 39. GrSfica del costo esperado total, como 
funciSn de la capacidad de la bomba.

esperado total
C(Z)

E 
todos y

PX,Y

La nocidn de esperanza se extiende a variables conjuntamen 
te distribuidas.

B. ESPERANZA MATEMATICA DE VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAMENTE
DISTRIBUIDAS

.126.

giXi/Yi) px,y 
i

z = 67.5 cfs o

fx,ySean X y Y con distribuciSn fx y(x,y) si son continues y 
(x,y) si son discretes. Sea Z = g(X,Y).

E 
todos

co
E(Z) = E[g(X,Y)] = ff g(x,y) f 

—oo
XfY (x,y) dx dy
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2. MOMENTOS
lvnSi dejamos g(X,Y) = X^Y

(x,y) dx dy

Para 1 = 1 n = 0Y

E(X°Y1) = E(Y) =Para 1 = 0 n = 1y

3. MOMENTOS CENTRADOS

Si ahora definimos: g(X,Y) = (X - nuf fY - m )]

E[g(X,Y)J = E[(X -mv)1 (Y -
A

(x,y) dx dy

Para 1 = 2 n = 0y CT,

E[g(X,Y)J = E[(Y -= 2Para 1 = 0 y n

= Var(Y)

co
dx[/ f(x,y)dy]

— 00

m 
y

. )n 
y

00 

f
-co

00 

f
— 00

= E[g(x,Y)] = e[(x -
00

f (x - mx)
— 00

CT 2 = 
Y

. 2
'X

= Var(X) =

)n] =

f X1Yn
— 00

mx

f (x^m^y-m )n 
. —00

mx)2] 
‘x)2

fX,Y

fX,Y

es llamado el momento de orden 1+n de las variables aleato- 
rias X y Y.

es el momento centrado de orden 1+n de las variables aleato- 
rias X y Y.

mY

EfX^Y0) = E(X) =

E(X1Yn) =

,1
lX
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4. COVARIANZA

= Cov(X,Y)a.X,Y

(x,y) dx dy

5. COEFICIENTE DE CORRELACION

Es obvio que < 1

Ejemplo 59

0 < x < 10 1 < y < 5
(x,y) =

en cualquier otro caso

Hallar el coeficiente de correlacifin de X y Y.

Solucidn
For definicifin

Cov(X,Y)
’’fx °Y

^^(15-x-y)

Se obtiene al normalizar la covarianza, dividi^ndola por 
el producto de las desviaciones tipicas.

Cov(X,Y)

La distribucidn bivariada de X y Y es

e[(X -mx) (Y -m,

■1< PX,Y

PX,Y

fX,Y

CO 00
f f (X -m ) (y -m)

Cuando 1 = 1 n = 1 se obtiene el momento de orden 2 
llamado covarianza de X y Y/ Cov(X,Y) 6

fX,Y

f IX,Y

ly>]
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CT.

= E(X) = E(X Y°) =

(15 - x - y) dx dy

1

= 3.809524

(15 - x - y) dx dy

= 2.809524

(15 - x - y) dy]

= / (y - 2.81) dy (15 - x - y) dx]

1Cov (X, Y)

1
28

1
280

f o

n.S 1=1

1 
280

x2 = E[(X - mx) 2]

= /10
.q

la esperanza de Y es:
 n  n 

E (Y) = E [ E 
1=1

= f5
■ i

mY

mx

Cov(X,Y) 
ctx ay

mX

my

aiXJ =

mX

‘ ' Xn> =

= E [ (X - mY 
A

PX , Y

(x-3.81)2dx

= E (Y) = f 5 
i

C 10 
J X
0

X2-

)!] = /‘° 
0

aX

10 
y

/ (x - 3.81) (y - 2.81) (15 - x - y) dx dy

00 00

f I X f.
— 00 —00

5. MOMENTOS DE FUNCTONES LINEALES

X/Y(x,y) dx dy

- .10 1
~ o ^80

= 2K0 f x (48 " 4x) dx = 2^0 t?4 xl02 -ylO3]

Si Y aiXi

r’
1
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i
& ■

i

no son independientes:

Var(Y) =

Z = AX + bY, yEn el caso de n

Var(Z) = Var(zX + bY)

Var (Z) = a2o
>•

Si Z = cX - dY

Var (Z) =

‘X

*

= Var(X) 4- Var (Y) + 2 Cov(-X,Y) i-

2

. 2 X

= E f (X * mv)2 + (Y - m„)2+ 2 (X - mv) (Y - m. u X x A

= e[ (X 4- Y - m.

Este resultado es vSlido que los X 
La varianza.de Y es:

n
S a 

1=1

n
l ,2Var (X .) + 2 E
i i r. _

n 
E a 

1=1 j=i+l

Var (xp

= mx + my

= a2Var(X) +b2Var(Y) + 2ab Cov(X,Y)

sean independientes o no.

= E (X - mx)2 + E (Y - mY)2 + 2E[(X~mx) (Y-mY)]

ax

z)2J

n
Vai? (Y) = Var [ E a 

1=1

+ 2ab px Y

°Y

Para Z = X + Y tenemos n»z

si l^s variables Xi

aX a Y

n 
E a 

1=1

+ b2aY2

-mY) 2l = E{£(X-mx) + (Y-mY)]2}

En caso de independencia de los XiZ la formula se reduce a:-

2, se tiene

a . Cov (X±X .) 
J J

Cov(X,Y) = 0.

Var (Z) = E[(Z - m

c2av2 + d2a 2 
X x

ixll -

varianza.de
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<»
5. MATRIZ DE COVARIANZA

1

1 2

puesto que= aYX

= E[(X - m„) (Y -A

= E[(Y - mY) (X -

X Y X2
X

Y

V

0 21

a12

Xi

if?-

Sean X , X , . . 1 2
mente distribuidas.

aXYSe puede demo str ar. que

mx)J

ctxy

aYX

aXY Hly)]

CTYX x2

Matriz de covarianza 
de X y Y Matriz de covarianza 

de Xi y X2

Xi

a 2 2

. , Xn las variables aleatorias conjunta- 
La matriz.de covarianza es la matriz de 

todos los momentos de segundo orden.

ffY2

av2 A

Caso de dos variables X y X : 
, '12

Los momentos de segundo orden se obtienen cuando en la fdrmu- 
la g(X ,X ) = X-*- Xn se hace 1+n = 2.

12 12

matriz.de


/

1
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