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L.

RE S U ME N

Muchos metodos han sido sugeridos en la literatura para la es-fectiva.

timacion del Hidrograma Unitario, y a pesar de las grandes criticas . que

ha recibido, el metodo de los Volumenes sigue siendo el mas utilizado P£
ra este proposito. En este trabajo se presenta como metodo alternative

para la estimacion del Hidrograma Unitario el uso de las funciones orto-'

Mediante el uso de estas funciones,gonales. la escorrentia directa, la

precipitacion efectiva y el Hidrograma Unitario pueden representarse co-

lutiva anterior, permite la estimacion de los coeficientes de la expan.

sion del Hidrograma Unitario.y la posterior determinacion del’mismo. Dos

timacion del Hidrograma Unitario usando funciones ortogonales, y ambos

usaron

para determinar el Hidrograma Unitario corresppndiente a la tormenta del

28 y 29 de Abril de 1972 del rio Chama en Ejido, Estado Merida. Anali-

mendaciones.

1

zando estos resultados, el trabajo presenta algunas conclusiones y reco-

• mo una expansion en ellas.

diferentes procedimientos han sido sugeridos en la literatura para la e_s

son discutidos en el presente trabajo. Estos procedimientos se

lo cual, al introducirse en la ecuacidn convo

El hidrograma de escorrentia directa puede ser definido mediante la con-

volucion del Hidrograma Unitario Instantaneo (HUI) y la precipitacion e-
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INTRODUCCION1.

estimar la escorrentia dlrccta en

tario son dados.

demediante
El Hidrograma Unitario es pues

asumiendo que diclio sistema es lineal, estacicnariocion en escorrentia.
por

uniformemente distribuida sobre la cuenca

I

rio resultante

Usando el principio

la

(1)f U(w) P(t-w) dwQ(t) =

cl HUI.

Cuando el HUI es

J

especlfica

Si la duracion de la lluvia se vuelve infinitesimal el Hidiogrania Unita 

recibe el nombre de Hidrograma Unitario Instantaneo (HUI).

integral de convolucion como.

un hidrograma de escorrentia

respectivamente las funciones de excitacion(prc!

y U(t) es

cipitacidn efectiva) es

la accion del sistema del cual solo se conoce la funcion

en donde P(t) y Q(t) son
cipitacion efectiva) y respuesta (escorrentia directa), 

conocido, el Hidrograma Unitario de duracion

El Hidrograma Unitario es una representacion tipo caja negra del proceso

De acuerdo con la definition de Hidrograma Unitario, cada elemento infi 
nitesimal de precipitacion efectiva produce 
directa igual al producto de ese elemento y el HUI.

de superposition, el hidrograma de escorrentia directa esta dado por

transformation (el Hidrograma Unitario).

una tecuica de estimation del sistema cuenca que transforma la precipita

e inicialmente relajado.' El Hidrograma Unitario fue introducido 

Sherman (1932) y se puede definir como el hidrograma de escorrentia di­

recta resultante de una precipitacion efectiva de profundidad unitaiia, 
y de una duracion esp.ecifica.

precipitacidn-escorrentia que permite

el punto de interes cuando la precipitacion efectiva y el Hidrograma Un^L 

En esta representacion la excitacion del sistema (pre- 

convertida en la respuesta (escorrentia directa)

t
o



puede obtenerse como, •'

U(T,t) = U ( w) dw (2)

donde U(T,t)en

En la ecuacion anterior se asame que t-T = 0es el HUI. cuando t < T.

La forma discreta de la ecuacion (1) podria escribirse como.

Q(t) = (3)

en donde N es la raemoria del sistema.

Desde la introduccion del'concepto del Hidrograma Unitario una gran canti

dad de tecnicas de estimacion lian side presentadas en la literatura

Estas tecnicas pueden se?:

clasificadas en verdaderamente lineales y lineales optimas (Eagelson et

Las tecnicas verdaderamente lineales estiman el Hidrogramaal., 1966).
Unitario asumiendo que la ecuacion (1) o la ecuacion (3) unicesson las

ecuaciones que caracterizan el sistema.

solucion aproximada a la ecua­

cion (3) mediante el uso de un procedimiento computacional que define el
Hidrograma Unitario optimo en algun sentido. Las funciones ortogonales

metodo de estimacion del Hidrograma Unitario del tipo verdaderamenson un

te lineal y se presentan ahora en forma detallada.

2. FUNCIONES ORTOGONALES EN LA ESTIMACION DEL HIDROGRAMA UNITARIO

Las funciones ortogonales estiman el Hidrograma Tlnitario usando las ca--

racteristicas basicas de estas funciones para invertir bien sea la ecua-

j.
T

es el Hidrograma Unitario de T horas de duracion, y U(t) -

timan el Hidrograma Unitario dandole una

t-T

N
iE1 U(T,-i) P(t-i+l) At

(Dooge, 1977; Smith y Amisial, 1982a, 1982b) .

Las tecnicas lineales optimas es



la forma discreta dela ecuacion

En la litera

el HUI como una expansion en funcio-directa, la precipitacion efectiva y

son

convolutiva (1) permite obtenerse
de

Una vez

rio,
depension. Las

Laguerre (Dooge, 1973; Dooge, 1977), y

han sido utilizados en la estimacion del HUI.

usandoformas de estimacion del Hidrograma Unitario,La segunda de las

ciones ortogonales.
de la ecuacion convolutiva representadareemplazada

ecuacion de tipo regresion multi-en una

la escorrentfa directa como una funcion de la precipita-ple que expresa
los coeficientes de la expan­

sion del Hidrograma Unitario.
la estimacion de los coef icieiites de la ejx

Una vez estimados estos coeficientes.pansion del Hidrograma Unitario.

(2) para obtener el Hidrograma
diferentes metodos de estimacion del Hidro-

variables conocidas. Introduciendo las tres expansiones
los coeficientes de la expansion del Hi

coeficientes de las expansiones

cion efectiva, las funciones ortogonales, y
La estimacion de los coeficientes de regre

una expansion en fun­

cion convolutiva (1) y' definir el HUI, o
Unitario de cierta duracion.

este se puede definir usando la ecuacion que corresponde 
funciones ortogonales de armonicos (O’Donnell, 1966),

de polinomios Meixner (Dooge,1973)

grama Unitario,

1975; Smith y Amisial, 1982).

equivalcnte a

funciones ortogonales, expresa este hidrograma como
Esta expansion del Hidrograma Unitario.es entonces

a dicha ex-

en funcion. de losdrograma Unitario
la escorrentla directa y de la precipitacion efectiva que son conocidos.

estimados los coeficientes de la expansion del Hidrograma Uriita-

nes ortogonales.
‘ tia directa y la precipitacion efectiva pueden ser estimados ya que

en la ecuacion

en la forma discreta

por la ecuacion (3), resultando

tura han sido sugeridos dos
usando funciones ortogonales, (Dooge, 1973; Papazafiriou.

El primero de ellos expresa la escorrentla

Los coeficientes de estas expansiones para la escorren-

sion multiple es

Unitario.es


s .i

definido usando la ecuacion raspectiva
Funciones ortogonales de armonicos

(Papazaf iriou, 1975),

•rela-detalle. La

cion de coeficientes y la segunda como

TES.

del mismo Q(t) (escorrentia directa) y
HUI) pueden expresarse como una expansion
siguiente manera:

(4a)Kt) =

(4b)Q(t) =

(4c)U(t) =

pueden set estimados ya que

a q,m

m^o f (t) m

f (t) m

coE m=o f (t) m

E m=o a u,m

(Smith, 1982) han sido utilizadas en 

rio mediante esta metodologla.

La excitacion del sistema P(t) (.precipitacion efectiva), la respuesta
la funcion de transformac'ion (el

en funciones ortogonales de: la

aq,m

a P,™

de la expansion de este hidrogranra.
(Papazafiriou, 1957) de Cheryshev (Papazafiriou, 1975), de peso unitario 

de Laguerre (Smith, 1982) y de polinomios Meixner 

la estimacion del Hidrograma Unita-

primera metodologia sera referida como el metodo de 
el metodo de regresion multiple.

el Hidrograma Unitario pue.de ser

son los coeficientes de la expansion de la

Cada una de las dos metodologias anteriores

3. ESTIMACION DEL HIDROGRAMA UNITARIO: METODO DE RELACION DE COEflCIEN-

se presenta ahora con algun

en donde ap>ni, a^ , y au>m

precipitacion efectiva, de la escorrentia directa y del HUI respective -

la funcion ortogonal. usada. Los coeficientes ap>m y

seasume qua P(t) y Q(t) son conocidos.

mente y fm(t) es

pue.de


(1)Reemplazando las expansiones ante.rlores eri la

haciendo uso de las propiedades de las fundones ortogonales estapero

ecuacion puede reescribirse como,

(t-w) dwm

termino la se

(t-w) dwm

siguiente relation,que permite obtener la

(5)Vm

permite estimar los coeficientes de la expansion del HUT. en

funcion de los coeficientes de las expansiones de la precipitacion efec-

tiva y la escorrentfa directa (conocidos) y de la funcion ortogonal usa-

el HUI puede definir-da frt(t) .

Las funciones ortogonales usadas dentro de esta metodologla para la esti

a

f <t) = m

a u,m
f (t) m

au,m

a u,ma p.in

a p,m

a u,ma p,m

ecuacion convolutiva

a q,m

a p,m

rm 'o

f”]m=°

f (w) f m

f (w) f. m

ecuacion que

igualando termino a

00 f 0

Una vez estimados los coeficientes au,m

00
Q(t) = E m=o

Q(t) = f (wji r s m J |_m=o

se usando la ecuacion (4c).

aq,m

f f (w) f o m (t-w) dw m

f (t-w) dw m J

se podria escribir que,

y reemplazando la expansion para Q(t)

sumatorias de ambos lados de la ecuacion resultante se puede escribir.



de Fourier (O’Donnell

1966), las’funciones de Laguerre (Dooge, 1973) y las de polinomios Meixner

Se presenta ahora con algun detalle estas funciones y las

relaciones encontradas para defintr el HUI.

3.1. SERIES DE FOURIER

Una funcion cualquiera g(t) que existe en el intervalo (0,L) puede

depresentada en cada punto de este intervalo por una serie infinita

Fourier como,

(6)-) + bg(t) -

los coeficientes de la expansion, los cualesson

pueden ser estimados como.

(7a)g(.t) dt

(7b)■) dtr g(t)

(7c)r g(t)

La escorrentla directa, la precipitacion efectiva, y el HUI pueden expre-

series de Fourier usando la ecuacion (6). Los

coeficientes de las expansiones de la escorrentia directa y de la precip_i

estastacion efectiva pueden estimarse usando las ecuaciones (7) ya que

usandoUna vez estimados estos coeficientes, yson funciones conocidas.

a m

2 
L

j.
L

a + o

b m

a o

•mzir t
L

j,L 
o

> sen m •

a > m

(Dooge, 1973).

macion del HUI han sido las funciones de armonicos o

sarse como una expansion en

y bJ men donde a , o

ser re-

cos (-2 fL
L "o

.rnZTT t •. ■>

,m2TT t s sen (—r—) dt 
Ju

,1ft2TT t cos .(-T-
00

E.' (a m=l m

■L
o



la ecuacion (5), se pueden obtener
Estas relacionesfuncion. de ellos.

pueden escribirse corno,

(8a)

(8b)
+

(8c)

+

indica el numero total de puntos en el intervale (0,L), elen donde n
identifica coeficientes para la escorrentla directa, el sub­sub indie e q

para el HUI.indice p para la precipitacion efectiva, y
Con los coeficientes de la expansion del HUI estimados usando las relacic

deel HUI puede entonces definirse comones (8),

Fourier, usando la ecuacion (6).

FUNCIONES DE LAGUERRE3.2.

Una funcion cualquiera g(t) puede

de funciones de Laguerre como.

(9)g(t) =

(10a)= 1

b u,m

n

2_ 
n

a u,ni

b q ,m

-t/2 e
co 
y. E1=O

a2 p,m

- b p,m

a u, o

a q ,m

a .q,o 
ap,o

b2 p,m

a p,m

2 
n

a m .

el subindice u

nes reeursivas dadas como.

ser representada por una serie infinite

L (t) m

cientes de la expansion del HUI en

unas relaciones que expresen los coefji

L (t) o

+ b b p,m q,m
b2 p,m

en donde Lra(t) son los polinomios de Laguerre definidos por las ecuacio-

a a p,m q,m
a2 p,m

una expansion en series
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Ll (t.) =« 1 (10b)t

(t) }(t) = (10c)

y am*

estimados como.

g(t) (11)

La escortentia directa, la precipitacion efectiva y el HUI pueden set re^

presentados como una expansion en funciones de Laguerre usando la ecua-

cion (9), y los coeficientes de las expansiones de las dos primeras pue­

den ser estimados usando la ecuacion (11) ya que son funclones conocidas.

Usando entonces la ecuacion (5) se puede encontrar

coeficientes del HUI y los coeficientes estimados de la escorrentia direc

ta y la precipitacion efectiva. Esta relacion puede escribirse como.

{ (12)

en donde todas las variables ya fueron definidas.

La ventaja del uso de funciones de Laguerre en la estimacion del Hidro -•
grama Unitario es que estas funciones son funciones tipo gamma, la cual

tipica de las cuencas naturales. Es debido a esto que Dooge (1973) inteii

losy
rela

L (t) dt m

a u,m

a m

1
ap,o

-t/2 e

una relacion entre los

ro no tuvo mucho exito ya que estas funciones no son ortogonales

son los coeficientes de la expansion que pueden ser

coeficientes de la expansion solo pueden estimarse a traves de su

a 
u,i

= r o

—77- {(2m+l-t) L (t) - mL . m+1 m . m-1

m
i=o

Iffi+l

m-1 
i=Eo

m = 1, 2, .

to expresar directamente el HUI como una expresion en funciones gamma, pe

aq,i a .} p,m-i

es una funcion que represents adecuadamente respuestas de caida monotoma.
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cion con los coeficientes de la expansion en funciones de Laguerre. Este

inconveniente ha excluido el uso de funciones de mayor significado ffsi-

la estimacion del Hidrograma Unitario,

3.3. POLINOMIOS MEIXNER

El uso de las dos funciones anteriores en la estimacion del HUI implica

una discretizacion de funciones continuas. En el caso de las funciones

.de Laguerre su version discreta me-

aproximacion (una buena aproximacion).diante esta metodologla

de los polinomiosTratando de solucionar este problema se

Meixner (Dooge, 1973) que son derivados mediante una analogfa entre el

• campo continue y el campo discrete para las funciones de Laguerre.

expansion en poUna funcion discreta g(t) puede set representada por una

(nrt-t+l)/2 trm(£) (1)} (13)g(t) =

= 1,2,.... son los coeficientes de la expansion que puedenm

(14)

la precipitacion efectiva y el HUI pueden repre

Los coeficientes de la expansion de la escorrentia directa y de la preeji

pitacion efectiva pueden' estimarse usando la ecuacion (14) ya que estas

a m

a m
CO £ m=o

no es ortogonal y el HUI obtenido

linomios Meixner como,
■ l

■ 00

= E t=o

m
k=o

m
{. X k=o

sugirio el uso

(|)

sentarse como una expansion en polinomios Meixner usando la ecuacion (13) .

co en

es solo una

La escorrentia directa,

g(t) X} /’n+t+l)/2

en donde a , m
ser estimados como,

(-Dk

(-l)k



II

son
HUI

puede definir

funcion de ellos.• en

(15){

ESTIMACION DEL HIDROGRAMA UNITARIO: METODO DE REGRESION MULTIPLE4

ortogonales puede escribirse como,

(16)U(T,t) =

Reemplazando esta expresion delel orden de la expansion.en donde M es
la ecuacion (3) se puede escribir que.

(17)Q(t) =

definiendo la funcion.y

(18)

reescribir la ecuacion (17) como.permite

(19)Q(t) =

lafuncion de los coeficientes de

F (t) m

f (n) P(t-n) m

M
S m=o f (t) m

MS m=o

N
S n=l

M
E m=o

a u,m

a q,m1
a p,o

m-1
- i k=o

F (t) = m f (n) P(t-n) m

a u,m

a > u,m

a u,m
a i u,k

que expresa 
expansion del Hidrograma Unitario y de la funcion F (t).

m
k=o

Hidrograma Unitario en

N

funclones conocldas. Usando ostos coeficientes en la ecuacion (5) se 

estimar los coeficientes deluna relation que permite

la escorrentia directa en

La expansion del Hldrograria Unitario de T boras de duracio'n en funclones

1 (m-k+l)/2 
'2 } * U p,m-k

Esta relation puede escribir.se como.

escribir.se


IZ

Si el numero de ordenadas de la escorrentla directa y de la precipitacion

En general,.el numero de ordenadasnumero de ecuaciones y de incognitas.

de la precipitacion efectiva es mucho menor que el de la escorrentla di-

representando entonces la ecuacion (20) un slstema indeterminadorecta,

El metodo empleado para estimar las incognitas (losde ecuaciones. coe-

fic.ientes de la expansion del Hidrograma Unitario) de este sistema inde-

• terminado es el de regresion multiple (Papazafiriou, 1975) . Este metodo

no solo permite estimar los coeficientes sino tambien determinar el • or-

den de la expansion, bien sea per algun procedimiento tipo stepwise (Papa_

zafiriou, 1975),

el uso de funciones de Chevyshev

y de Peso Unitario han side sugeridas (Papazafiriou, 1975) .

La expansion del Hidrograma Unitario

cribirse como,

U(t,m) = (20)

en

(t) = 1 (21a)

Ti (t) (21b)t

(t) (21c)

donde T (t) son los polinomios de Chevyshev definidos por las siguien 

tes ecuaciones recursivas:

T (t) m
COE m=o

T o

a u,m

T m+1 (t) = 2t T (t) - T , m m-1

ner, presentados en la seccion anterior,

efectiva es el mismo, la ecuacion (20) representaria un sistema con igual

o por escogencia del orden de una regresion polinomica

(Smith y Amisial, 1982). Ademas de las expansiones del Hidrograma Unita-

en funciones de Chevyshev puede es

rio en series de Fourier, en funciones de Laguerre, y en polinomios Meix-
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funciones de Peso Unitario puedeLa expansion del Hidrograma Unitario en

escribirse como,

(22)U(T,t) =

de la expansion del Hidrogramason los coeficientesen donde los a
la funcion de Peso Unitario definida usando los poliUnitario, y es

nomios m

(23a)(t) = 1
(23b)t-Ci
(23c)(t))(t) m

en donde.

(24a)i S2(i) /

(24b)(i)

(25)

estimados los coeficientes del Hidrograma Unitario usando la ecuaUna vez
mediante el uso de regresion multiple, el Hidrograma Unitariocion (19)

puede ser

funciones ortogonales.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES5.
Los metodos de funciones ortogonales prescntados

1

H (t) m

d m

y
entonces estiinado usando su respectiva ecuacion de expansion en

MS m=o a u,m

m-1

S2(i) m

S2m

N
(i) /.S

(i)}1/2

en las secciones anterio

N
■isl

N

ACm+1

(t-Cm+lSm+1

H (t) =
N

! <151

N 

ih

s .m-1

u,m

H (t) 
in

S (t) dados por las siguientes ecuaciones recursivas,

y la funcion de Peso Unitario estarfa dada como.

i S (i) S m

S (t) - d m

S o
• Sj (t) =

s2 .1 m-1

■, 2
m
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laa

tormenta del 28 y
area de 1.130 kilometros cuadrados. Los hiEsta cuenca tiene unMerida.

los metodos anteriores fueron entonces
u-

los diferentes metodos se usaron algunos indicado^
Estos

de correlacion mas complejos.
el

la

losy
Los coeficientes

Pa

vados y calculados por

todos de regresion multiple respectivamente.

Para la comparacion de
la bondad del ajuste de los hidrogramas calculados.

desviacicn tipica, y

el Hidrograma Unitario correspondiente

29 de Abril de 1972 para el rio Chama en Ejido, Estado
res se usaron para estimar

res que miden

indicadores incluyen desde las principales caracteristicas del hidrogra-

Las caracteristi-

son el caudal pico, .

entre
coeficiente de correlacion (0 <r< 1), el coeficiente de eficiencia 

especial (0<r<l), y el coeficien 

son usados en este analisis.

ina hasta coeficientes
cas del hidrograma, usadas para la comparacion,
tiempo de ocurrencia del pico, el volumen del hidrograma, la media, 

el coeficiente de variacion del hidrograma.

sando la precipitacion efectiva correspondiente. 

sentan en forma grafica y tabular.

errores de prediccion del caudal pico y del volumen.
de correlacion r usados miden de una forma u otra el grade de asociacion 

las cantidades observadas y calculadas (Smith y Amisial, 1982). El

las Figuras 1 y 2 presentan los hidrogramas de escorrentia directa obsej? 

los metodos de relation de coeficientes y los mj?

drogramas Unitarios estimados por
utilizados para la prediccion del hidrograma de escorrentia directa,

Los resultados se pre-

(r<l), el coeficiente de correlacion 

te de la curva de masa residual (r <1), 
ra todos estos coeficientes, mientras mas cercano a uno sea su valor, me 

jor es el ajuste. La Tabla 1 presenta los resultados de la prediccion 

para cada uno de los metodos, usando los indicadores arriba itiencionados,
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general que la inetodologia

de estimacion del Hidrogra

el de los volumenes,metodos como

del cual se ha reportado puede Hegar
270% (Dooge, 1977;de hasta eldel volumen del hidrograma

de la metodologia propuesta es que
Smith y

funciosentidonpmios Meixner tiene gran
En particularnes ganuna.

Io signlente:

de Series de FourierDe los metodos de1.
de-aceptables, por no

las funcio-cir excelentes, mientras que
desear.de Laguerre dejan mucho quenes

de las series de Fourier,
2.

de las fun-Meixner y
Los resulta-Unitario producenclones de Peso

de Chevyshev dejan mucho que
deEn estas metodologlasdesear.

de los polinomios Meixner co­Fourier, de las funciones de Laguerre y

mo las mejores.

metodos (relacion de coeficientes yEntre los dos3.
su solucion esrecomendado ya que

cuadrados al hidrograma de esco-
equivalente a un

solucion matematica a una e-
rrentia directa ohservado, y

fisico al estar construidas por 
resultados.

regresion multiple),

no solo una

I Observando los resultados se puede concluir en 

excelente alternativa

a partir de losse podrxa concluir.

propuesta representa una 

ma Unitario, sobre todo con respecto a
errores de prediccion

el metodo de regresion multiple es 

ajuste de minimos

xelacion de coeficientes el uso

del pico y
Amisial, 1982). Otra ventaja

como las funciones de Laguerre y los poH

a producir

y de polinomios Meixner produce resultados muy
los resultados obtenidos con

De los metodos de regresion multiple el uso 

de las funciones de Laguerre, de los polinomios 
excelentes resultados.

el uso de funciones ortogonales

dos obtenidos en este caso con funciones
se destacan el uso de las Series
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Dentro de los

el
4. Entre

pica de

por
5. Las

otros autores como

H.idrograma Unitar io por tor-estiman un6. Las
hayUnitario de la cuenca

inenta y para
casos,

Se

definir una metodologia que permita

estimacion de los coeficientesdimiento de

6. AGRADECIMIENTOS

CIDIAT
Seleccion de las

durante el ano 1971.

1

"Incidencias de los
Medidas de Control de

debe hacer un esfuerzo por
Unitario de la cuenca dentro delmismo prece­

de la expansion en funcio-

en muchos

cuacion convolutiva.
series de Fourier, las funciones de Laguerre, los polinomios Meixner 

de Peso Unitario produjeron excelentes resultados.

nificado fisico en la representacion adecuada de la

las cuencas naturales.

nes ortogonales.

y las funciones

mar el unico Hidrograma

metodos de regresion multiple las

uso de funciones de Laguerre
estan eonstruldos por funclone Ganuna, las cualos tienen un

card a monotona,t_i

Este estudlo fue flnanclado por el COMCIT dentro del marco del proyecto 

Metodos de Generallzaeldn y Regionalizacldn sobre la 

Inundaciones" otorgado al

conclusiones anteriores confirman los analisis presentados 

Dooge (1973, 1977) y Smith y .Amisial (1982) .

multiple se deberia de favorecer
estos

metodologlas presentadas 
definir el unico Hidrograma 

que recurrir a tecnicas de promediacion las cuales, 
producen resultados poco satisfactorios (Smith y Amisial, 1982).

esti-

los metodos de regresion
y de polinomios Meixner ya que

claro sig-
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